^  /Ayy^i/x...  '^^^ 
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PREFACE 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Cet  Ouvrage  est,  avec  quelques  additions,  la  rédaction  du 
cours  que  je  professe  depuis  trois  ans  à  TEcole  centrale  des 
Arts  et  Manufactures.  Il  contient  les  éléments  essentiels  de 
V Analyse  ma ihéma ligue,  en  vue  de  leur  application  à  la  Géo- 
inélrie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique.  S'il  est  un  peu  volu- 
mineux, cela  tient  à  ce  qu'il  renferme  de  nombreux  exemples, 
et  qu'aucune  théorie  n'est  développée  sans  application  à  des 
cas  particuliers. 

Paul  APPELL. 
10  août  1898. 


PREFACE 

DE  LA  QUATRIÈME  ÉDITION. 


La  deuxième  édition  avait  été,  à  peu  de  chose  près,  la 
réimpression  de  la  première,  sauf  l'addition  d*un  Chapitre 
servant  d'introduction  et  résumant  les  connaissances  néces- 
saires à  la  lecture  de  l'Ouvrage.  La  troisième  édition  présen- 
tait au  contraire  des  changements  et  des  additions  notables 
qui  engageaient  encore  plus  l'Ouvrage  dans  la  voie  dé  la 
préparation  à  l'élude  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique  : 
formules  pour  la  détermination  des  centres  de  gravité  et  des 
moments  d'inertie,  des  lignes,  des  surfaces  et  des  volumes 
homogènes,  dans  les  cas  qui  se  rencontrent  le  plus  fréquem- 
ment en  pratique;  notions  d'intégrales  prises  le  long  d'une 
courbe  ;  calcul  des  intégrales  de  Fresnel;  formules  d'Ostro- 
gradsky  ou  de  Green,  flux,  divergence,  tourbillons.  Pour 
compenser  les  additions  sans  allonger  le  Volume,  des  sup- 
pressions avaient  été  faites  dans  les  parties  trop  purement 
géo  métriques  ;  elles  portaient  sur  des  questions  qui,  à  Texpé- 
rience,  ont  paru  inutiles  tant  au  point  de  vue  de  la  formation 
m  athématique  qu'à  celui  des  applications. 

Dans  la  quatrième  édition,  nous  avons  continué  dans  la 
même  voie.  Voici  les  principaux  changements  et  les  addi- 
tions qui  ont  été  faits  :  formule  de  Taylor;  application  des 
différentielles  totales  de  deux  variables  à  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur  et  notamment  aux  théorèmes  de  Clausius  et  de 
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Mayer;  démonstration  de  la  formule  d'Ampère  et  de  Stokes 
d'abord  dans  le  plan,  puis  dans  l'espace;  définition  générale 
d'une  intégrale  définie  (^);  intégrales  singulières  des  équa- 
tions du  premier  ordre  ;  trajectoires  orthogonales;  facteur 
intégrant;  méthode  de  la  variation  des  constantes  pour 
l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires  de  tout 
ordre  avec  second  membre. 

Nous  espérons  avoir  ainsi  réalisé  un  progrès  sur  les  trois 
éditions  précédentes  et  avoir  composé  un  Ouvrage  capable  de 
rendre  service  aux  ingénieurs  et  aux  physiciens,  aux  élèves 
des  grandes  Écoles  techniques  et  aux  candidats  au  certificat 
de  Mathématiques  générales. 

Paul  APPELL. 
Paris,  le  '21  mars  1920. 


(  ^  )  Le  Cliapilre  consacré  à  cette  définition  générale  est  le  résumé  des  diverses 
applications  de  la  notion  d'intégrale;  l'idée  fondamentale  développée  dans  ce 
(^iiapitre  çst  due  à  M.  Globa  Mikhaïlenko. 
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CHAPITRE  I. 

INTRODUCTION. 


1.  Fonctions  d'une  variable.  —  On  appelle  quantité  variable^ 
ou  simplement  variable^  une  quantité  qui  peut  prendre  à  volonté 
diverses  valeurs.  On  dit  qu'une  quantité  y  est  fonction  d'une 
variable  x^  quand^  x  étant  donné^  y  est  déterminé.  La  variable  a:^ 
qu'on  peut  donner  à  volonté  s'appelle  la  variable  indépen- 
dante. 

La  Géométrie,  la  Physique,  la  Mécanique  fournissent  de  nom- 
breux exemples  de  fonctions.  Ainsi  l'aire  y  d'un  cercle  est  une 
fonction  de  son  rayon  x  définie  par  la  relation 

la  longueur  d'une  barre  de  fer  est  une  fonction  de  sa  tempéra- 
ture; etc. 

Fonctions  uniformes.  —  Une  fonction 

est  dite  uniforme  dans  un  intervalle  (a,  b)  quand,  à  chaque  valeur 
de  X  comprise  entre  a  et  6,  correspond  une  seule  valeur  de  y 
Ainsi  les  fonctions 

y  :=  x^  -\-  i ,         jK  =  sina7,         y  =^  langx 
sont  uniformes  dans  un  intervalle  quelconque  (a,  b). 
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Fonctions  non  unifoj'mes.  —  Si,  à  une  valeur  donnée  de  x, 
dans  un  intervalle  («,  è"),  répondent  deux  ou  plusieurs  valeurs  de  k, 
la  fonction  ^>'  n'est  pas  uniforme.  Par  exemple,  supposons  que  )' 
soit  lié  à  X  par  l'équation 

à  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  —  i   et  -|-  i   correspondent 
deux  valeurs  dey.  égales  et  de  sigfies  contraires, 


y\  =  -^  v^i  — .r'. 


Xi  =  —  V  i  —  :r-: 

y  n'est  donc  pas  une  fonction  uniforme  de  x. 

De  même  la  fonction 

y  =  arc  sïnx 

n'est  pas  uniforme,  car,  à  une  valeur  donnée  de  x  comprise  entre 
—  I  et  -Hi,  répondent,  comme  on  sait,  une  infinité  de  valeurs 
de  >':  si  >',  est  une  de  ces  valeurs,  les  autres  sont  de  la  forme 


2k--i-yi,        ("2  A 
A'  étant  un  entier  quelconque. 


i;~— jii 


2.  Représentation  graphique.  —  Pour  représenter  par  une  liiiue 
une  fonction 

y=f{^\ 

on  prend  deux  axes  rectangulaires  Ox  el  Oy  ifig-   i),  on  donne 
à  X  une  valeur  et  Ton  construit  le  point  M  ayant  pour  coordon- 

Fig.  I. 


nées  X  eX.  y  par  rapport  aux  deux  axes.  Quand  on  fait  varier  x. 
y  varie  suivant  une  certaine  loi  et  le  point  représentatif  M  décrit 
une  ligne  qui  représente  graphiquement  la  fonction  {fig-  iV 
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Fonctions  uniformes.  —  Si  la  fonction  est  uniforme  dans  un 
certain  intervalle  «,  6,  la  ligne  correspondante  est  telle  que,  sur 
chaque  parallèle  à  Oj,  dans  l'intervalle  considéré,  il  se  trouve  un 
seul  point  représentatif  M;  car  à  chaque  valeur  de  x.  prise  dans 
cet  intervalle,  ne  e<^rrespond  qu'une  valeur  dey.^ 

Fonctions  non  uniformes.  —  Si  l'on  prend  une  fonction  non 
uniforme,  comme  la  fonction  y  définie  par 

(l)  y^=\  —  x^, 

on  voit  que,  sur  chaque  parallèle  à  Or  correspondant  à  une 
abscisse  x  entre  —  i  et  +  i,  se  trouvent  deux  points  M,  et  Mo  de 
la  ligne  représentative,  ayant  respectivement  pour  ordonnées 


r.  =  ^v/^ 


yt  =  —  v^'  — ^■-- 

Quand  X  varie  de  —  i  à  -|-  i ,  le  point  M,  décrit  une  ligne  AM,  B 

(  //i'.  2  )  ccjnstituée  par  une  demi-circonférence  de  centre  O  et  de 

,  ■  Fig.  2. 

y  ■ 


M, 


rayon  i  située  au-dessus  de  Ox]  le  point  AL  décrit  l'arc  pointillé 
symétrique  du  premier  par  rapport  kOx.  On  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  deux  valeurs  dey,  y^  et  jo  est  une  fonction  uniforme 
de  X  entre  —  i  et  -i-  i,  représentée  soit  par  la  demi-circonférence 
AM,  B,  soit  par  AM^B;  la  circonférence  entière  est  la  ligne  repré- 
sentative de  la  fonction  non  uniforme  y  définie  par  l'équation  (i); 
les  deux  déterminations  y,  et  y^  de  y  sont  appelées  les  deux 
bra/iches  de  la  fonction  non  uniforme  y. 

D'une  façon  générale,  une  fonction  non  uniforme  )'  de  x  peu} 
être  ainsi  décomposée  graphiquement  en  un  certain  nombre  de 
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branches,  définissant  séparément  des  fonctions  uniformes  dont 
l'ensemble  constitue  la  fonction  jk". 

3.  Fonctions  continues.  —  Une  fonction  uniforme 

est  dite  continue  dan.^  un  intervalle  («,  6),  quand,  x  variant  de  a 
à  />,  le  point  représentatif  décrit  une  li^jne  ininterrompue.  Ainsi 

y  =  sina; 
est  continue  dans  tout  intervalle  ; 

est  continue  dans  tout  intervalle  qui  ne  contient  passe-Vo. 

Une  fonction  uniforme  peut  cesser  d'être  continue,  soit  en  deve- 
nant infinie,  comme  il  arrive  pour 

_  i 

quand  x  tend  vers  zéro,  soit  en  passant  brusquement  d'une  valeur 
à  une  autre. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  devient  infinie,  pour  une  valeur  x  =  a, 
la  courbe  représentative  est  interrompue;  elle  s'éloigne  à  l'infini 
en  admettant  pour  asymptote  la  droite  .r  ==  a. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  passerait  brusquement  d'une  valeur  à 
une  autre,  la  ligne  représentative  serait  interrompue  comme  dans 

Fig.  3. 


J/ 

Cl 

N 

C 

B- 

A' 

0 

/ 

V             C 

:           1 

i 

OC/ 

la  figure  3.  Dans  cette  figure  on  suppose  que  x  variant  de  <2  =  OA 
à  c  =  OC,  JK  soit  représenté  par  le  trait  iniaterrompu  A'C;  puis 
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que  j:  \ariaiil  de  c  ^=-  OC^  à  6  =  OB,  y  soit  représenté  par  le  trait 
iiiiiUcrroiupii  (  ^,  B'  comnieneant  en  un  point  C)  autre  que  C  sur 
rordonnée  de  G.  On  dira  alors  que,  pour  x  =  c.la  fonetion  ^  6st 
diseontinue.  Quand  x  tend  vers  c  en  eroissant,  y  tend  vers  j'or- 
donnée  CC  ;  quand  x  tend  vers  c  en  décroissant,  y  tend  vers  GC,  ; 
enfin,  pour  x  ■=^  c^  il  pourniit  arriver  que  y  soit  égal  à  une  troisième 
ordonnée  GiN  distincte  de  GG'  et  de  GG, .  Ge  genre  de  discontinuités 
est  très  rare  ;  le  passage  par  Finlini  est  la  discontinuité  la  plus  fré- 
quente. 

4.  Pente  en  un  point;  dérivée.  —  Etant  donnée  une  ligne  repré- 
sentant la  variation  d'une  fonction  continue  y  =r/(^),  on  appelle 
pente  de  cette  ligne  en  un  point  M  \dL  pente,  c'est-à-dire  le  coeffi- 
cient angulaire^  de  la  tangente  MT  en  ce  point  {fig.  i). 

On  démontre  en  Géométrie  analytique  que  cette  pente  est  la 
dérivée  de  k  par  rapporta  x^  dérivée  que  l'on  désigne  par  la  nota- 
tion y^  ou  y' ou/' (^)  ou  —-'  Quand  une  fonction  est  continue, 

la  pente  de  sa  ligne  représentative,  c'est-à-dire  la  dérivée,  peut  être 
continue  ou  discontinue. 

Par  exemple,  sur  le  demi-cercle  de  la  figure  2,  la  pente  ou  dérivée 
est  continue,  excepté  aux  points  A  et  B  où  elle  devient  infinie. 

Le  long  de  la  courbe  de  la  figure  4  la  dérivée  varie  d'une  manière 


Fig.  4 


continue,  excepté  au  point  A  où  la  tangente  passe  brusquement  de 
la  position  AT  à  la  position  AT';  un  point  tel  que  A  s'appelle  un 
point  anguleux. 

Sur  la  courbe  de  la  figure  5,  qui  présente  en  A  un  rebrousse- 
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ment  à  tangente  parallèle  à  Or,  la  dérivée  est  continue  partout, 
excepté  au  point  A  où  elle  est  infinie. 

Fig.  5. 


o.  Théorème  des  accroissements  finis.  —  Soit  un  intervalle  a,  b 
dans  lequel  une  fonction  uniforme  y* (:r)  est  continue  et  admet  une 
dérivée  continue.  Le  théorème  des  accroissements  finis  est  le 
suivant  : 

//  existe^  entre  a  et  6,  au  moins  une  valeur  c  telle  qu'  on  ait 

(2)  .     f^b)-f{a)  =  {h-a)f\c). 

En  effet,  construisons  l'arc  de  courbe 

en  faisant  varier  .^  de  a  à  h.  Cet  arc  part  du  point  A 

[^  =  «,  7  =/(«)] 


!t  aboutit  au  point  B 


ix  =  h,y=f{h)\. 


Sur  l'arc  AB  {^fig.  6),  il  existe  évidemment  au  moins  un  point  G 
d'abscisse  c  telle  que  la  tangente  en  C  soit  parallèle  à  AB.  C'est  ce 
fait  qu'exprime  la  formule  (2)  :  le  coefficient  angulaire  de  la 
corde  AB  est 

h-a        ' 
celui  de  la  tangente  en  G  est 


/'(O. 
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En  écrivant  que  ces  deux  coefficients  angulaires  sont  égaux,  on  a 
la  formule  à  démontrer  (2  ). 

Fig.  6. 


r< 


iutre  notai  ion.  —  Soit 

b  —  a  =  h.,         b  —  a  +  h\ 

la  valeur  c,  qui  est  comprise  entre  a  et  6,  peut  s'écrire 

c  =  a  -4-  6  /« , 

9  étant  an  nombre  compris  entre  o  et  i .  La  formule  prend  alors  la 
forme  souvent  employée 

f{a-^h)-f(a)  =  hf(a-^bh). 

Applications.  —  i"  Si  une  fonction/ (^)  a  sa  dérivée  constam- 
ment nulle,  elle  est  constante.  En  effet,  soient  a  et  b  deux  valeurs 
quelconques   de  :r;  on  a,  d'après  la  formule   des  accroissements 

finis, 

f{b)~/(a):^(b-a)f'ic\ 

C   étant  un  nombre  compris  entre  a  et  b;  mais,  par  hypothèse, 
/'(c)  =  0,  puisque  /'(.'>c)  est  supposée  nulle  quel  que  soit  x'  :  on  a 

donc 

fib)=f(a). 

La  fonction  ayant  la  même  valeur  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  la  variable  x  est  constante. 


p/'    Théorème  de  Rolle.   —   Soit  une  fonction  uniforme  y(^) 


8 


continue  dans  un  ccvi. 
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n  intervalle  et  admettant  une  dérivée  con- 


tinue :  si  (f  et  0  désignent  deux  racines  consécutives  de  cette  Fonc- 
tion dans  l'intervalle  considéré,  la  dérivéey' (^)  s'annule  «w  moins 
une  fois  entre  et  et  b.  En  effet,  par  hypothèse, 

/(a)  =  o,        f{h)  =  o; 
la  formule  des  ac(^roissements  finis  (  2)  donne  donc 

et  la  dérivée  s'annule  au  moins  une  fois  entre  a  et  b.  Graphique- 
ment {/ig'  7  ).  cela  veut  dire  que  si  une  coui'be  continue,  à  pente 


continue,  coupe  Ox  en  deux  points  A  et  B,  il  existe  enlie  V  cl  B 
au  moins  un  point  G  où  la  tangente  est  parallèle  à  0:r. 

Il  va  de  soi  qu'il  peut  j  avoir  plusieurs  valeurs  de  ûc  comprises 
entre  a  et  b  et  annulant  la  dérivée,  c'est-à-dire  plusieurs  points  où 
la  tangente  est  parallèle  à  Ox.  Ainsi,  dans  la  courbe  de  la  lii^u  rc  7, 
il  j  a,  entre  A  et  B,  trois  points  où  la  tangente  est  horizontale. 

On  conclut  immédiatement  de  ce  théorème  qu'entre  deux  racines 
consécutives  de  la  dérivéey'(j;)  il  y  a,  au  plus^  une  racine  de  la 
fonction.  Ainsi,  entre  les  points  G  et  D  {fig.  7)  où  les  tangentes 
sont  horizontales  et  qui  se  suivent  sur  la  courbe,  il  y  a  une  racine 
def(x)  correspondant  au  point  B;  entre  les  points  G'  et  G,  il  n'y 
en  a  pas. 

3"  Formule  générale  des  accroissements  finis  ou  formule  de 
l'ayloi'.  —  Onpeutgénéraliser  la  formule  précédente  commeil  suit  : 
soit  /  (x)  une  fonction  uniforme  et  continue  dans  l'intervalle  a,  6, 
limites  comprises,  admettant,  dans  cet  intervalle,  des  dérivées  suc- 
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cessives  jusqu'à  l'ordre  n  inclus.  iNcms  allons  démontrer  la  formule^  : 

1.9..  >      ^      ^      '  \.1..,{ll—\Y  ^ 

yb  —  cV' 


\  .1.  .  .11 


J'"'(c), 


où  c  est  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 
Pour  démontrer  celle  formule,  posons 

(4)     f^O,^fi<.>^ts^f,.)^<±^,na,^...^'-±=L^^, 

OÙ  A  désigne  une  constante,  dépendante  de  a  et  de  b  et  définie 
par  la  formule  (4^  elle-même.  Nous  allons  donner  une  autre  expres- 
sion de  cette  constante.  Pour  cela,  considérons  la  fonction 

1-2.3    -^     ^   ^  I.2..  .(n—fy  \.i...n 

D'après  les  hypothèses  faites,  cette  fonction  de  jrestcontinuedans 
l'intervalle  (a,  b);  elle  admet  une  dérivée  dans  cet  intervalle,  car 
chacun  des  termes,  en  nombre  fini,  qui  la  composent  en  admet 
une.  On  peut  donc  lui  appliquer  le  théorème  précédent  des  accrois- 
sements finis.  Cette  fonction  s'annule  pour  x  =  a  d'après  la  défi- 
nition (4)  de  A;  elle  s'annule  identiquement  pour  x  =  b.  Donc  sa 
dérivée  s'annule  pour  une  valeur  jc  ==  c  comprise  en  a  et  6.  Cal- 
culons la  dérivée  cd'(^)  de  (4)  en  remarquant  que  chaque  terme  de 
la  forme  (b  —  •^)VftI  ^^^^^^^^^  dans  la  dérivée,  une  somme  de  deux 
termes  que  nous  mettrons  entre  crochets;  nous  aurons 

<f'(^)=/'(x)+  [ -  /'(a:)  +  <-^^>  /■'  (x)j 


[ 


i  .À      •  I .  >, .  3 

(b—xy^ 


L      i.i...{n—'2y  ^         i.-2....(n—iy  -J 


A. 

1.1. ..(n  —  i) 
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Le  premier  terme  de  chaque  crochet  étant  détruit  par  le  dernier 
du  précédent,  il  reste 

Cette  dérivée  s'annulant  pour  une  valeur  x  =  c,  comprise  entre 
a  et  6,  on  a,  en  écrivant  cp'(c)  =  o, 

En  remplaçant  A  par  cette  valeur  dans  la  formule  (4),  on  obtient 
la  formule  à  démontrer  (3). 

Autre  notation.   —  Si  Ton  fait  b  =  a-{-  h,  c  qui  est  compris 
entre  <i  et  6  a  une  valeur  qu'on  peut  écrire 

c  =  «  -h  0  A, 

où  8  est  un  nombre  positif  compris  entre  o  et  i .  On  a  alors  la  for- 
mule suivante  [formule  (3)]  : 

(6)    /(,,  +  /,)=/(«)  + ^/'(a)+^/"(«)-... 

hn-l  hn 


i  .2.  .  .{n  —  i) 


6.  Fonctions  de  deux  ou  plusieurs  variables;  dérivées  jpartielles. 
—  On  dit  qu'une  variable  z  est  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  y  lorsque  z  dépend  de  x  et  y,  de  telle  façon  que, 
X  et  y  étant  choisies  arbitrairement,  z  est  déterminée.  Ainsi,  la 
surface  S  d'un  rectangle  de  base  x  et  de  hauteur  y  est 

S  =  ory; 

.   c'est  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y. 

Le  volume  V  d'un  cône  circulaire  droit  est  fonction  du  rayon  de 
base  X  et  de  la  hauteur  y  : 

V  =  -  Tzx^y. 
Soit,  en  général, 

s  =f{^,  r) 

une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  et  r.  Supposons 
qu'on  donne  à  y  une  valeur  déterminée  et  qu'on  fasse  varier  x  : 
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z  est  alors  une  fonction  de  x  qui  admet  une  certaine  dérivée  par 
rapport  à  x.  On  désigne  cette  dérivée  de  :;  par  rapport  à  x  parles 
diverses  notations  : 

^-  ai'  /-  p- 

De  même,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  déterminée  et  si  l'on  fait 
varier  y,   c-  est  une  fonction  de  y  admettant  par  rapport  à  y  une 

dérivée  qu'on  dénote  : 

,         àz 
^•^'      dy^     ^y'     ^' 

Ces  deux  dérivées  de  z^  l'une  par  rapport  à  x^  l'autre  par  rapport 
à  y,  sont  les  dérivées  partielles  premières  de  z. 

Exemple.  —  Soit  la  fonction 

z  =f{x^  y)  =  3a?3-f-  4:c2j3 —  ç^çx  cosj; 
on  trouve  immédiatement 

q  =  f'^  z=  —-  =  ,9;2-2/^2_|_  Qgx  sinjK. 

Dérivées  partielles  secondes.  —  Les  dérivées  partielles  pre- 
mières p  et  q  sont,  comme  on  le  voit  sur  l'exemple  précédent,  de 
nouvelles  fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y.  Cha- 
cune d'elles  admet  donc,  à  son  tour,  une  dérivée  partielle  par  rap- 
port cà  X  et  une  par  rapport  ky.  Prenons  d'abord 

cette  fonction  admet  une  dérivée  par  rapport  à  x  qu'on  dénote  par 

et  une  dérivée  partielle  par  rapport  k  y  qu'on  dénote  par 

^P  _  f"    _    ^'^ 

—  J  xy  — 


dy  •>         dxây 
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De  même  q  =  /!=  —  admet  une  dérivée  partielle  par  rapport 
à  X  : 


d.r       ''^^       dy  dx 


et  une  dérivée  partielle  par  rapport  ky  : 

dy      •^•^'       dr- 

Exemple.  —  Si  nous  reprenons  la  fonction  ci-dessus,  dont  nous 
avons  calculé  les  dérivées  premières,  nous  aurons  immédiatement 
les  dérivées  secondes 

àp         .,,  à-  z 

-7-  =  /,i  =  — -       =  i8^-      H- 8/3  — 6e-^  cosv, 

âx       ''  '  ôx^  -^  -^  ' 


f)y       'f-^y       ()x  dy 


f^y=  :r::iz  ^s^a^j^^.^ee-^sinj, 


âx       ''  ^  ^       Oy  dx  ^    -^  -^  ' 

On  remarque  sur  cet  exemple  qu'on  a  trouvé  pour/^.^  ^t/"^ 
/<:/  même  expression;  ce  fait  est  général  et  1  on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Théorèvik.  —  Dans  le  calcul  des  dérivées  partielles  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables.,  on  peut  intervertir  r  ordre  des 
dérivations. 

En  d'autres  termes,  les  dérivées  t\ry^^flx  ^*'*^^  identiques. 

C'est  ce  que  nous  allons  démontrer,  en  nous  appuyant  sur  le 
théorème  des  accroissements  finis. 

Donnons  à  x  un  accroissement  h  et  considérons  l'accroissement 
correspondant  de /(^,jk)5  soit 

puis  donnons  à  y  un  accroissement  k  et  considérons  l'accroisse- 
ment correspondant  de  o(^,  y).  On  a 

^{Xy  y  ^  i^)  -  «(■x-,  r) 

=  f{x  -\-  h,  y  -^  k)  ~  f{x,  y  -^  k)  —f{x  -h  h,  y)  -^ J{x,  y). 
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[*uis  recommençons  un  calcul  analogue  en  donnant  aux  variables 
les  mêmes  accroissements,  mais  dans  un  ordre  inverse.  Nous  aurons 
à  considérer  les  différences 

et 

'I^(a;-h  h,  y)  —  '^(x,  y) 

=  /(;r  H-  /?,  jK  H-  k)  —/{^-^  h,  y)  —f{x,  y-^k)  -^f{x,  y). 

Les  résultats  de  ces  deux  calculs  étant  les  mêmes,  on  est  conduit 
à  l'égalité 

<^{x,  y  -^  k)  —  'Ji{x,  y)  =  ^{x-^  h,  y)—'^{x,y). 

Transformons  les  deux  membres  d'après  la  formule  des  accrois- 
sements finis,  appliquée  à  la  variable  j^  dans  le  premier  membre  e^ 
à  la  variable  x  dans  le  deuxième,  nous  trouvons 

k^'y{x,y  +  %k)  =  h^yjx^^,h,y), 
ou  bien,  en  introduisant  de  nouveau  la  fonction/ (^,  j)'), 

k[f'y{x-^h,y-^^k)   -/;(^,^-+-6A-)]  .. 

=  hU'Ax  +  ^,Ky  +  k)  -f'^{x  4-  Kh,y)\: 

transformons  enfin  chacune  des  parenthèses  d'après  la  même  for- 
mule, en  considérant  dans  la  première/'^  (:r, y  -|-  9 A")  comme  une 
fonction  de  la  lettre  x  et,  dans  la  deuxième,/^  (.r  H-  9,  ^,y)  comme 
une  fonction  de  lalettrey  ;  puis  supprimons  dans  les  deux  membres 
les  facteurs  égaux  kh  et  /«A ,  il  vient 

fy^{x  -^^'h,y-^%k)  ==f:,yix  -+-  e,  /^  y  +  e;  k). 

Quand  h  et  k  tendent  tous  les  deux  vers  zéro,  les  accroissements 
donnés  à  x  et  y  dans  les  deux  fonctions  /"^^(x^y)  et/^^(.r,jK) 
tendent  vers  zéro;  si  donc  nous  supposons  ces  deux  fonctions 
continues  par  rapport  aux  deux  variables  x  el  y,  les  deux  membres 
de  l'égalité  précédente  ont  respectivement  pour  limites  y'  (:r,  y) 
et/^^(x,  y)  et  l'on  a  bien  l'égalité 

fyx{^^y)=Ay(^,y) 

qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  emploie  ordinairement  les  notations  suivantes  pour  désigner 
les  dérivées  partielles  secondes  d'une  fonction  r  d^  deux  variable^ 
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indépendantes. 

On  pose  : 

d'^z 
'=  dx^-  = 

=/; 

'.,     t. 

d-^z 

-fh, 

ô'-z 
f)x  dy 

^ 

d'-z 
ôy  ôx 

=/;?= 

fy.- 

7.  Retour  aux  fonctions  d'une  variable;  théorème  des  fonctions 
composées.  —  Soient  a,  <^  des  fonctions  d'une  même  variable  x. 
Supposons  que  j^  soit  une  fonction  de  a,  t^  : 

alors  y  est  une  fonction  de  x  par  l'intermédiaire  de  a,  v.  Nous 
nous  proposons  de  calculer  la  dérivée  de  )^  par  rapport  à  x.  Nous 
allons  montrer  qu'on  a 

En  effet,  donnons  à  x  un  accroissement  A:r,  a  et  v  prennent  des 
accroissements  correspondants  A«  et  Ai^,  et  enfin  y  un  accroisse- 
ment Ay  ' 

Ecrivons,  en  ajoutant  et  retranchant /(a,  t^  +  A^)  : 

\y  =f(u-^  Aw,  p  -h  Ap)  —/{u,  p  -h  Ap)  h-/(m,  t^  H- Ap)  — /(w,  (\). 

D'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  appliqué  à 
/  (m,  t^  -f-  At^)  considéré  comme  fonction  de  la  lettre  w,  on  a 

/(  u  +  Am,  ç  -t-  Ap)  — /(  w,  p  -f-  Af  )  =  Aw/,'<  (  w  -+-  0  Aw,  t^  -+-  Iv  ). 

De'mème,  d'après  le  théorème  des  accroissements  finis  appliqué 
à  f  {ii^  i)  considéré  comme  fonction  de  la  lettre  p,  on  a 

/(a,  (^-4- Ap)— /(a,  i^)  =^\vfl{u,  p-t-GiAc^), 

6  et  9,  étant  des  nombres  compris  entre  o  et  i .  On  a  donc 

^y  —  ^uf'u  (  w  •+-  8  Am,  (^  -h  At^  )  -+-  Ap/;  {u,  t^  +  6i  Ap  )  ; 

le  rapport  de  Faccroissement  Aj^  de  la  fonction  y  à  l'accroissement 
Aa;  de  la  variable  indépendante  x  est  donc 

A^  =  -^/«("-^O^"^  p-4-Af)+  ;^/iî(«,  ^'-hO,  A(0. 
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Quand  ù^x  tend  vers  zéro,  A//,  Ar,  Aj  tendent  vers  zéro  ;  ^, 
-^,  —  tendent  respectivement  vers  y'^^  u\^^  v'^\  on  a  donc 

La  formule  est  ainsi  démontrée/ 

Pour  obtenir  la  dérivée  j^.,  il  faut  donc  prendre  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  dérivée  partielle  de  j'  par  rapport 
à  chacune  des  lettres  «,  (^  par  la  dérivée  de  cette  lettre. 

Exemple.  —  Cette  rèi;le  comprend  les  règles  connues  relatives 
à  la  dérivée  d'un  produit,  d'un  quotient.  Par  exemple,  si 


on  a 


donc 

De  même  si 


y  =  «t', 
fi 'h  '0  =  ^^^, 

fa  =  ^,  /J  =  U 


a 


y'—  -Il -V 


Pour  prendre  un  cas  nouveau,  soit 

y  =  a", 

a  et  e  étant  des  fonctions  de  x.  Ici 

/(m,  v)  =  a* 


La  dérivée   partielle  f\^  doit  être  prise  en  regardant  v   comme 
constant;  on  a  donc  (dérivée  de  u^  par  rapport  à  u)  : 

De  même  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  v  est  prise  en  regar- 
dant a  comme  constant;  on  a  donc  (^dérivée  de  a^  par  rapporta  p)  : 

fl,=  u-La\ 
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donc  enfin 

En  particulier,  soil 

alors 

f«  =  I  H-  a?2^         p  _  ^3 

donc 

y^  =  .-r3  (l  +  .t2  )•*•'-!  237  -h  (  I  -+-  .772  yr'  L  (  i  +  ar^  )  3  372, 

j^:,=  :r2(i  +  :r2K  [y^  +  3  L(i  -+-  0.2 )j  . 

Ln  théorème  analogue  a  lieu  quand  y  dépend  de  trois  ou  d'un 
nombre  quelconque  de  fonctions  de  .c.  Par  exemple,  si 

M,  V,  iv  étant  fonctions  de  jr,  on  a 
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I.  -  INFINIMENT  PETITS.  -  DEUX  THEOREMES  FONDA- 
MENTAUX. -  APPLICATION  A  L'AIRE  D'UN  SEGMENT  DE 
COURBE   PLANE. 

8.  Infiniment  petits.  —  Le  calcul  différentiel  et  le  calcul  inté- 
gral reposent  sur  la  notion  des  quantités  infiniment  petites  et  sur 
l'emploi  de  deux  théorèmes  fondamentaux. 

On  appelle  quantité  infiniment  petite  une  quantité  variable 
qui  tend  veis  zéro.  Ainsi,  pour  exprimer  ce  fait  que  sina;  tend 
vers  zéro,  quand  x  tend  vers  zéro,  on  dit  que  sin.5^  est  infiniment 
petit  en  même  temps  que  x. 

Considérons  difTérentes  quantités  : 

-,     P,     T,     •-.." 

qui  sont  infiniment  petites  en  même  temps  :  cela  veut  dire  que, 
quand  Pune  d'elles  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  des  autres. 
Il  est  important  de  comparer  ces  quantités  entre  elles  :  compa- 
rons-les, par  exemple,  à  a,  que  nous  nommerons  pour  cette  raison 
infiniment  petit  principal. 

Infiniment  petits  du  premier  ordre.  —  On  dit  que  ^  est  infi- 
niment petit  du  premier  ordre  par  rapport  à  a,  si  le  rapport  - 
tend  vers  une  limite  finie  et  difïérente  de  zéro,  quand  a  tend  vers 


zéro 


On  peut  alors  poseï 


Iini2-=^A-         (k^o). 


^  -A-4-£. 
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£  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  a;  on  en  conclut 

[3  =  a(A:  -4-  e)  =  Aa  -4-  ea. 

On  a  ainsi  l'expression  générale  des  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre  :  ce  qui  varie  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre 
à  un  autre,  c'est  la  valeur  de  la  constante  k  et  de  l'infiniment 
petit  £.  La  quantité  'xk  est  appelée  partie  principale  de  p.  On 
peut  remarquer  que  le  rapport  de  ^  à  sa  partie  principale  tend 
vers  I,  quand  a  tend  vers  zéro.  On  a,  en  effet, 

A- a  k 

et  le  second  membre  tend  évidemment  vers  i  quand  a  tend  vers 
zéro. 

Exemples.  —  Soit  a  un  infiniment  petit,  l^a  quantité 

[E  =  sinaa 

est  infiniment  petite  avec  a;  elle  est  du  premier  ordre  par  rapport 

à  a,  car  le  rapport 

P  _  sin  2a  _      sin  2a 
a  a  2  a 

end  vers  2  quand  a  tend  vers  zéro,  puisque  le  rapport  du  sinus 
à  l'arc  tend  vers  i.  La  partie  [principale  de  p  est  2a  :  le  rapport 

de  [3  à  sa  partie  principale  -^  tend  vers  i. 
De  même 

8  =  e^«-i=  3a-f-  ^-^^-^... 

^  1.2 

est  un  infiniment  petit  du   premier  ordre,   car  -  tend  vers  3;   la 
partie  principale  de  ji  est  3a. 

Infiniment  petits  du  second  ordre.  —  Soit  encore  j3  une  quan- 
tité   infiniment   petite  en    même   temps   que   a;   mais   supposons 

que  -  tende  vers  zéro  avec  a.  iVlors   p  est  dit  infiniment  petit 

d^ ordre  supérieur  au  premier.  On  dit  que  ji  est  infiniment  petit 

du  second  ordre  par  rapport  à  a,  si  le  rapport  ~  tend  vers  une 
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limite  diflerente  de  zéro  : 

Iim|=A-        {k^o). 
On  peut  alors  poser 

e  tendant  vers  zéro  avec  a;  d'où 

C'est  là  l'expression  générale  des  infiniment  petits  du  second 
ordre.  La  quantité  kcf?  est  la  partie  principale  de  ^  et  le  rap- 
port Y~i  tend  vers  i  quand  a  tend  vers  zéro. 


=  I  —  cosa 


Exemple.  —  Soit 
[3  est  infiniment  petit  avec  a.  On  peut  écrire 


a\   2 
^   _   I  /  '1 


CL''  1\  rt 


Quand  a  tend   vers   zéro,   le    rapport   entre   parenthèses    tend 


vers  I  ;  donc 


li^i  =  i 


^  est  infiniment  petit  du  second  ordre  par  rapport  à  a  et  sa  partie 
principale  est  — 


Infiniment  petits  d'ordre  n.  —  On  peut  généraliser  ces  notions 
comme  il  suit  : 

On  dit  que  j3  est  un  infiniment  petit  d'ordre  /i,  par  rapport  à  a 
Ji  étant  positif,  si  le  rapport 
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tend  vers  une  limite  k  différente  de  zéro.  On  peut  alors  écrire 

£  étant  infiniment  petit  avec  a;  d'où 

koL^  est  la  partie  principale  de  [3;  le  rapport  de  [ïi  à  sa  partie  prin« 

cipale 

J_ 
Ara» 

tend  vers  i  quand  a  tend  vers  zéro. 

Dans  cet  énoncé  général,  n  est  assujetti  à  être  positif;  il  peut 
être  entier  ou  fractionnaire. 

Exemples.  —  Soit 

a  a2 

8  =  «a— I 

'  I  I  .2 

Cette  quantité  est  infiniment  petite  avec  a.  En  remplaçant  e'^ 
par  le  développement  en  série  connu 


l  1.1  1.2.3 

on  a 


^       j.2.3       1.2.3.4 
donc 

,.     p        I 
hm-i-  =  - 

a-*        6 


[i  est  infinimen*   petit  du  troisième  ordre  et  sa  partie  principale 
Soit  encore 


est  --  • 

D 


p  =  5/2a-4-a2; 
P  est  infiniment  petit  avec  a  ;  on  a 

Jl  =  y/2^  a; 

donc 

lim-^  =  y/2; 

a'' 
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p  est  infiniment  petit  d'ordre  ^  par  rapport  à  a,  et  sa  partie  prin- 
cipale est 


a^  1/2 


T  3/—  3/ 

OU  y/aa. 


Remarque.  —  Cette  classification  n'embrasse  pas  tous  les  infi- 
niment petits.  Il  peut  se  faire  qu'une  quantité  Jii  soit  infiniment 
petite  avec  a,  mais  ne  soit  cV aucun  ordre j  ni  entier,  ni  fraction- 
naire. Par  exemple 


est  infiniment  petit  avec  a,  mais  le  rapport 


tend  ve/'s  zéro  avec  a  quelque  grand  que  soit  l'exposant  n.  On 
ne  peut  donc  assigner  aucun  ordre  d'infiniment  petit  à  p  par  rap- 
port à  a. 

Ordre  du  produit  de  deux  infiniment  petits.  —  Si  [i  est  infi- 
niment petit  d'ordre  m  par  rapport  à  a  et  y  d'ordre  /z,  le  pro- 
duit py  est  d'ordre  m-|-/i,  et  sa  partie  principale  est  égale  au 
produit  des  parties  principales  de  ^  et  de  v.  En  effet,  on  a  alors 

[î  =  a'«  (  A-  -+-  £  ),  Y  =  a"  (  k' -^  s'), 

où  k  et  k'  sont  des  constantes  non  nulles  et  ?:,  s'  des  infiniment 
petits.  On  en  conclut 

71.  désignant  la  quantité  infiniment  petite  sA'-f- s'A^-f-ss'.  Donc  J3v 
est  d'ordre  m-|-  /i,  et  sa  partie  principale  est 

kk' (x"^^fK 

9.  Principes  de  la  méthode  infinitésimale.  Deux  points  de  vue. 
—  On  peut  employer,  à  deux  points  de  vue  différents,  les  quan- 
tités infiniment  petites,  dans  la  recherche  des  quantités  finies. 

Le  premier  point  de  vue,  que.  les  anciens  n'ont  pas  connu  et 
dont  la  découverte  est  due  à  Newton  et  à  Leibniz,  consiste  à 
regarder  la  quantité  qu'on  cherche  comme  limite  du  rapport 
de   deux  quantités   infiniment  petites.  Par  exemple,   si  l'on  con- 
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sidère  une  courbe  ajaiit  pour  équation,  en  coordonnées  carté- 
siennes, 

et  si  Ion  cherche  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un 
point  M  de  coordonnées  x  et  y,  on  considère  un  point  voisin  M' 
de  coordonnées  x-{-^x,  r-f-Ar  et  l'on  cherche  la  limite  du 
rapport 

\y 

quand  A:r  tend  vers  zéro.  On  est  ainsi  amené  à  la  notion  de 
dérivée;  de  sorte  que  ce  premier  point  de  vue  conduit  au  calcul 
des  dérivées  ou  au  calcul  différentiel. 

Le  deuxième  point  de  vue,  sous  lequel  on  peut  employer  les 
infiniment  petits,  consiste  à  regarder  une  quantité  finie  comme  la 
limite  de  la  somme  d'un  nombre  infiniment  grand  de  quantités 
infiniment  petites.  Ce  point  de  vue  était  connu  des  anciens.  Par 
exemple,  en  géométrie  élémentaire,  on  considère  la  longueur  d'une 
circonférence  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre  d'un 
polygone  inscrit  dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment, 
chacun  d'eux  tendant  vers  zéro  ;  on.  définit  d'une  façon  analogue 
les  aires  planes  ou  courbes,  certains  volumes,  etc.  Ce  second  point 
de  vue  conduit  au  calcul  intégral;  nous  verrons,  en  effet,  qu'une 
intégrale  est  précisément  la  limite  de  la  somme  d'un  nombre  infi- 
niment grand  de  quantités  infiniment  petites. 

10.  Deux  théorèmes  fondamentaux.  —  La  méthode  infinitési- 
male, envisagée  successivement  sous  ces  deux  points  de  vue, 
repose  sur  deux  théorèmes  correspondants. 

Théorî;me  L  —  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment 
petits  n  est  pas  changée^  quand  on  remplace  chacun  d^ eux  par 
un  infiniment  petit  dont  le  rapport  avec  lui  a  pour  limite 
l^  unité. 

Soit  le  rapport  de  deux  infiniment  petits 
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Prenons  deux  autres  iniiniment  petits  -3'  et  y'  tels  que 

lim-7-  =  I,         lim—  =  i. 

P  Y 

il  faut  montrer  que 

lim-i-T  =  M  m-  • 

Y  Y 

Ce  fait  est  évident,  ear  on  peut  écrire 

{î'=(5(n-£),        y'  =  Y(i  +  0, 
et  c'  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  ^3  et  y.  On  a  donc 

i'  =.  1  J-±'  . 


le  rapport ^  tend  vers  i  et  l'on  a  bien 


lim-î—  =  lim- 


En  particulier,  pour  trouver  la  limite  du  rapport  de  deux  infi- 
niment petits  [i  et  y,  on  peut  remplacer  'chacun  d'eux  par  sa 
partie  principale,  puisque  le  rapport  d'un  infiniment  petit  à  sa 
partie  principale  tend  vers,  i . 

Exemple.  —  Pour  évaluer  la  limite  du  rapport 

sin  3a 
sin  10L  ' 

quand  a  tend  Vers  zéro,  on  peut  remplacer  respectivement  sin3a 
et  sin 2 a  par  3a  et  2 a,  car  les-^ rapports 

sin  3a        sin  2  a 


3a  2a 

tendent  vers  i .  La  limite  cherchée  est  donc  celle  de  —  ou  -  • 

ICX.  1 

Théorème  II.  —  La  limite  de  la  sommée  cVun  nombre  infini- 
ment grand  d^ infiniment  petits,  tous  de  même  signe,  n'est  pas 
changée,  quand  on  remplace  chacun  d"* eux  par  un  autre  dont 
le  raoport  avec  lui  a  pour  lim^ite  C  unité. 

Soient  a,,  a^,  . . .,  (J-n  les  quantités  infiniment  petites  proposées. 
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toutes  de  même  signe;  supposons  qu'on  ait 

lim(ai4-  a2-f-...H-  a„)  =  A 

quand  toutes  ces  quantités  tendent  vers  zéro,  n  croissant  indéfini- 
ment. Soient  maintenant  |3i,  [^a,  •••,  ^n  d'autres  quantités  infini- 
ment petites,  en  même  nombre,  telles  que 

a,  as  CLn 

11  faut  démontrer  qu'on  a  également 

lim(|3i+|32-F...+  p„)=  A 
Considérons  les  rapports 

ai  '      a2  '  '      a« 

dont  'les  dénominateurs  sont  tous  de  même  signe  par  hypothèse. 
D'après  un  théorème  élémentaire  d'algèbre,  le  rapport 

Pi-4-  p2H-...-t-p^^ 
ai  -f-  aa  -h .  .  .  -f-  a„  ' 

obtenu  en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  celle  des  déno- 
minateurs, est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
rapports  (i),  de  sorte  qu'on  a 

x,n         ai  -f-  a2  -h  .  .  .H-  a„         a»  ' 


—  étant  le  plus  petit  et  ^  le  plus  grand  des  rapports  (i).  Quand  n 

y-, 

et  —  tendent  vers  i  par  hypothèse.  Le  rapport 

y-p 


augmente  indéfiniment,  tous  les  rapports  (i)  et  en  particulier  — 


i^'. 


ai  -h  aaH-.  .  .-h  a; 


étant  compris  entre  deux  quantités  qui  tendent  vers  i,  tend  lui- 
même  vers  I,  et  comme  le  dénominateur  tend  vers  A,  il  en  est  de 
même  du  numérateur. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  On  peut,  en  particulier,  pour 
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évaluer  la  limite  de  (a, -h  ^2  +  .  • -H-a//),   remplacer  chaque  infi- 
niment petit  composant  la  somme  par  sa  partie  principale. 

Remarque.  —  Il  est  essentiel  de  supposer  les  quantités  aj,  «2,  ...^rj.^ 
toutes  de  mênne  signe,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  ne  pourrait  plus  faire  la 
démonstration,  car  le  théorème  d'algèbre  sur  lequel  nous  nous  sommes 
appuyés  ne  serait  plus  applicable.  11  est  facile  de  montrer,  par  un  exemple, 
que  la  proposition  n'est  plus  vraie. 

Soit  n  un  nombre  pair,  n  =  ip  ;  posons 


sj n  \         SI  n  )  \/  n  \  \/n 


s/  n,  \  \/  n  )  yj  n  \  sj 


où  tous  les  a  d'indices  impairs  sont  égaux  au  premier  aj  et  tous  ceux 
d'indices  pairs  au  deuxième  ol^.  La  somme  ai -t- a^-h. .  .-h  of/i  est  —  ou  i. 
Soit,  d'autre  part, 

\J  n  si  n  \J  n 

\/n  \/n 

Quand  n  augmente  indéfiniment,  toutes  ces  quantités  deviennent  infini- 
ment petites  et  les  rapports 

£i,  11,    ...,  H 

«1  '      «2 '  '      a„ 

tendent  vers  i.  Mais  comme  les  a  n'ont  pas  tous  le  même  signe,  on  ne 
peut  pas  affirmer  que  la  somme 

tende  vers  la  même  limite  que  la  somme  des  a.  Effectivement,  la  somme 
des  [3  est  nulle  et  celle  des  a  égale  à  i. 

Infiniment  petits  équivalents.  —  Deux  infiniment  petits  sont 
dits  équivalents  quand  la  limite  de  leur  rapport  est  égale  à 
Vanité.  On  peut  alors  substituer  ces  infiniment  petits  l'un  à 
l'autre  soit  dans  un  rapport  (théorème  I),  soit  dans  une  somme 
(théorème  II)  :  c'est  pour  cela  qu'on  les  appelle  équivalents. 

il.  Application  du  théorème  II.  —  Aire  d'un  segment  de 
courhe  plane.  —  Considérons  une  courbe  plane  ayant  pour  équa- 
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tion,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires, 

prenons  un  arc  continu  Mo  M  {fig-  8)  de  cette  courbe  et  abaissons 
les  perpendiculaires  MoPo  et  MP  sur  l'axe  O^.  Proposons-nous 
d'évaluer  l'aire  PoMoMP.  Nous  supposerons  d'abord  que  l'arc  Mo  M 


soit  au-dessus  de  Ox  et  que  l'abscisse  op  àe  M.  soit  supérieure  à 
l'abscisse  a  de  M,,. 

Divisons  PqP  en  n  parties  par  des  points  Pi,  P2, ^n~\  et 

menons  les  ordonnées  Pi  M,,  P2M2,  . . .,  P«_,  M„_,,  Ces  ordonnées 
divisent  l'aire  S  en  n  parties  que  nous  appellerons  a,,  a^,  . . .,  a„. 
L'aire  A  étant  évidemment  la  somme  des  parties  dans  lesquelles 

on  l'a  divisée,  on  a 

ai  H-  as  -+- .  .  .  -i-  a„  =  A. 

Inscrivons  maintenant  dans  la  courbe  des  rectangles  de  la  façon 
suivante.  Par  le  point  Mo  menons  une  parallèle  à  Ox^  Mo  H,, 
jusqu'à  la  rencontre  de  l'ordonnée  M,P<;  par  M,  menons  une 
parallèle  à  Ox^  M,  Ho,  jusqu'à  la  rencontre  avec  M2P25  et  ainsi 
de  suite,  par  M/^_,  une  parallèle  à  Ox^  M/^_,H/,,  jusqu'à  la 
rencontre  avec  MP.  Nous  formons  ainsi  n  rectangles  inscrits 
PoMoH,P<,  P,  M,  HoPo, '. . .,  dont  nous  appellerons  les  aires  |3,, 
^2i  •  '  '•)  p/i-  Nous  allons  démontrer  que  l'aire  A  est  la  limite  de  la 
somme  de  ces  rectangles  quand  n  augmente  indéfiniment,  toutes 
les  divisions  PoP»,  Pi  Po,  •••,  P,/„,  P  tendant  vers  zéro. 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  que 


lim( 


P.)=A, 
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OU  encore  que  la  somme  ^j  +  f:>2  +  - •  •+ t^/i  a  même  limite  que 
a«  +  a2-f-. .  .-f-a,/.  Pour  cela,  comme  les  quantités  a<,  a^,  ...,  a" 
sont  toutes  positives,  il  suffît  de  vérifier  que  tous  les  rapports 

Pi  P2  ^^ 

—  >  3  •   •   *  5  

ai        a^  a„ 

tendent  vers  i . 

Supposons  d'abord  que,  le  long  de  l'arc  MqM,  l'ordonnée^ varie 
toujours  dans  le  même  sens,  par  exemple  en  croissant,  comme 
dans  la  ligure  8.  Considérons  le  rapport 

h. 

a,' 

nous  allons  démontrer  qu'il  tend  vers  i  ;  la  démonstration  est  la 
même  pour  tous  les  autres.  Menons  par  M^  une  parallèle  à  O^ 
vers  la  gauche,  jusqu'à  la  rencontre  avec  M,  P,  en  K,,  et  appelons 
Yi  et  y. 2  les  ordonnées  M,  P,  et  M2P2,  A^  l'accroissement  P<  P2 
de  l'abscisse.  L'aire  a2=P,M,M2P2  est  évidemment  comprise 
entre  le  rectangle  PiKjIVLPo  de  surface  y 2^^  et  le  rectangle 
P,  M,  H2P2  appelé  ,82  de  surface  r,  ^x  : 

jKi  Aa7  <  «2  <  .X2  A:r. 

Divisons  par  y^  Aj:  =  [^2  • 

Quand  n  augmente  indéfiniment,  Ax  tend  vers  zéro,  y 2  tend 
vers  Yi  et  le  rapport  —  tend  vers  i.  Donc  p-,  étant  compris  entre  i 
et  un  rapport  qui  tend  vers  i,  tend  lui-même  vers  i  : 

hm— =1. 

P2 

La  même  démonstration  s'appliquant  à  tous  les  rapports,  le 
théorème  est  démontré;  Faire  A  est  la  limite  de  la  somme  des 
rectangles  inscrits. 

Si,  sur  l'arc  M^ M,  l'ordonnée  ne  varie  pas  toujours  dans  le  même 
sens  {fi.g.  9),  on  peut  partager  cet  arc  en  parties  MqM/,  M,M^, 
M^M  le  long   de    chacune   desquelles   l'ordonnée   varie    dans   le 
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même  sens.  Le  raisonnement  précèdent  s'applique  alors  à  chacune 
des  aires  partielles  limitées  par  les  ordonnées  des  points  inlermé- 


Fis.  o. 


diaires  M/,  M^  et,  par  suite,  à  l'aire  totale  A.  qui  est  donc,  dans 
tous  les  cas.  donnée  par 

Expression   analytique.    —   Appelons   \ltg.    5j   a   et  jr  les 

abscisses  des  extrémités  M^  et  M,    r..  x^ J^a_i  les  abscisses 

des  points  intermédiaires  M,.  ^1. ^i  _.:  les  ordonnées  M..P«. 

M,P M.  ,P,_,  sont/\a>. 

r  ^x  1 .  r  s  r  * "«—f  *   Servant  de  L»€l^t"^  ctnx  i  c«-  i-.iii^ic?  >< 'Liî  à  .  —    i  . 

x^  —  X, X  —  jr,_, ,  et  l'on  peut  écrire 


A  =  Iiiii[   j^. — a)/"fa)-f-'  jt» —  Tx^f  jf,)- 


^-^}f(T^~x)l 


quand  n  augmente  indéfiniment,    toutes  les  différences  x,  —  'i. 

Xi — X, X  —  x«_i   tendant  vers  zéro.  On  peut  écrire  «eltt 

exp:  -. JUS  forme  abrégée 

A  =  lîmS/(x)Ajr, 

le   signr    "       _    ifianl  qu'il  faut  faire  la  somme  des  produit- 
chaque  ordonnée  par  l'accroissement  correspondant  de  rabsci:>se. 
On  écrit  habituellement 

A  =  ff{x)dx, 

où  le  signe   /  qui  représente  une  lettre  S  s'énonce  <♦  somme  ». 
On  dit  :  «  A  égale  somme  f{x)dx  ». 
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Cette  expression  j  f{^x)tix  est  ce  qu  on  appelle  une  intégrale 

simple.  Nous  verrons  prochainement  comment  le  calcul  de  ces 
intégrales  simples  se  ramène  à  la  recherche  des  fonctions  primi- 
tives. 


12.  Valeur  alg-ébrique  de  l'aire  d'un  segment.  —  Les  raisonne- 
ments géométriqueï  que  nous  avons  faits  sont  indépendants  de 
la  disposition  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 
Mais,  quand  nous  avons  établi  la  formule 

A  =  lim[(jr,  —  a)f{a)  ~r-  <^r,—  Xj>/(jri)-i-. .  -1 
=  lira  $/'  T   IT  =    j  f{jr)da:, 

nous  avons  supposé  que  l'arc  M«M  était  au-dessus  deOxet  quex 
était  supérieur  à  a. 

Voyons  ce  que  représente  cette  même  formule  quand  ces  condi- 
tions ne  sont  pas  remplies. 

Supposons  d'aliord  que  x  soit  supérieur  à  a.  mais  que  lare 


Sf 

Fig.  lo. 

Po 

p 

-c 

o 

'^tr'v 

^        / 

'^^i 

MjM  soit  au-dessous  de  Oj: 
analvtique  que  nous  avons  écrite 


A  =  lim 


.  Alors,  dans  l'expression 

f{a)  H- (arj—  xi>/(x,)  -^. . .  _   j.  -  x._,)/(x._,)]. 


toutes  les  ordonnées /(  a  ),/(jr4;,  . . .,  j  j^-i  >ont  négatives  ;  les 
produits  \^x^  —  a)/{a},  (x*  —  x,)/(x,),  . . .  représentent  donc  les 
aires  des  rectangles  inscrits  changées  de  signe  et  la  somme  de 
ces  produits  a  pour  limite  l'aire  ^ft^i^^lV changée  de  signe.  Pour 
ne  pa?  avoir  à  modifier  les  formules,  il  suffit  donc  de  regarder 
oouime  négatives  les  aires  des  segments  situés  au-dessous  de  Ox: 
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on  aura  encore,  dans  ce  cas, 

k=Jf{x)dx. 

Si  l'arc  MqM  {fig-  1 1)  est  partiellement  au-dessus  et  partielle- 

Fig.  II. 


3/ 
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M 

ment  au-dessous  de  l'axe  Ox  qu'il  coupe  aux  points  M',  M",  M'" 
dans  l'expression  de  la  somme 

A  =  lim[(iCi— a)/(a)  +  (a72  — a7i)/(a?,)-H...H-(^  — a?«_i)/(ar„-i)] 
=  j  f{^)dx, 

les  aires  de  ceux  des  rectangles  inscrits  qui  sont  au-dessus  de  l'axe 
entrent  positivement  et  les  aires  des  rectangles  inscrits  qui  sont 
au-dessous  entrent  négativement.  La  somme  A  représente  donc  la 
différence  entre  les  aires  des  segments  situés  au-dessus  et  les  aires 
des  segments  situés  au-dessous  de  l'axe  Ox  : 

A  =  PoIMoM  —  M'R'M"-h  M"R"M'"—  M'MP. 

Cas  où  X  est  inférieur  à  a.  —Si  x  était  inférieur  à  a  (  /ig.  1 2), 
les  différences 


Xi  —  a,     Xi —  Xi 


X  —  Xn-i 


représenteraient   les   bases    des   rectangles  inscrits   changées  de 
signe;  dans  la  somme 

^f{x)^x, 

les  aires  des  rectangles  à  ordonnées  positives    entreraient   donc 
négativement  et  inversement. 
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3l 


expression 


ff(^) 


dx 


représenterait  alors  la  différence  entre  les  aires  inférieures  et  les 
aires  supérieures  :  M' RM''—  PMM'—  M''MoP„. 

Fig.    12. 


Po     oa 


Dans  tous  les  cas,  nous  conviendrons  d'appeler  chacune  des 
expressions  obtenues  la  valeur  algébrique  de  l'aire  PoM^MP. 

Remarque .  -  Les  définitions  précédentes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  au  cas  où  la  fonction  j\x)  présente  des  discontinuités  en 
nombre  fini  entre  a  et  x.  La  courbe  y  ^/(.r)  a  alors  une  forme 
comme  celle  de  la  figure  i3,  où  il  j  a  deux  discontinuités  pour  les 

Fig.  i3. 

B 


Po    H 


K      P,      g^ 


M, 


deux  abscisses  OH  et  OK.  L'aire  de  cette  courbe  a  une  valeur  par- 
faitement déterminée,  donnée  toujours  par  la  formule  j  f{x)dx\ 
en  supposant  a<^x^  elle  est  la  somme  algébrique  des  aires  i,  2 
et  3,  où  l'aire  3  est  négative. 


13.   Aire  d'un  segment  en  coordonnées  obliques, 
courbe 


Soit  une 
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rapportée  à  des  axes  O^  et  Oy  faisant  entre  eux  un  angle  9  (Jig.  1 4)  • 

Considérons  un  segment  limité  par  un  arc  de  courbe  Mo  M,  les 

deux  ordonnées  extrêmes  Mo  Pq  et  MP,  et  par  l'axe  Ox.  On  voit, 

Fig.   i4. 


par  des  raisonnements  identiques  aux  précédents,  que  Taire  de  ce 
segment  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  parallélo- 
grammes inscrits  ajant  leurs  côtés  parallèles  aux  axes.  Si  l'on 
appelle  y  l'ordonnée  qui  constitue  un  côté  d'un  de  ces  parallélo- 
grammes et  ^x  le  segment  d'axe  O^  qui  constitue  l'autre  côté, 
l'aire  de  ce  parallélogramme  est 

y  \x  sin  0. 

On  en  conclut  que  la  valeur  algébrique  A  de  l'aire  considérée 
est  la  limite  de  la  somme 

S  (y  Aa7  sin  6  )  =  sin6Sy  A.r, 
car  sinO  peut  être  mis  en  facteur  dans  la  somme.  On  a  donc  enfin 

A  =  si  n  6    I  y  dx 
d'après  la  notation  précédente. 


II. 


DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE. 


14.   Différentielle  du  premier  ordre. 

y  =/(^:^ 


Soit 


une   fonction  d'une  variable  indépendante  x.   Donnons   à  x  un 
accroissement  arbitraire  A,  y  prend  un  accroissement 
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et  le  rapport 

Ar     f(x-^h)-fix) 

h    ~  h 

tend  vers  la  dérivée /'(a?)  quand  h  tend  vers  zéro.  On  peut  donc 
écrire 

î  étant  infiniment  petit  avec  /i,  ou  encore 

i^y  =  hf'(x)  +  hz. 

Cette  relation  montre  que,  si  x  ne  possède  pas  une  valeur  parti- 
culière rendant  nulle  ou  infinie  la  dérivée /'(^),  Aj^est  infiniment 
petit  du  premier  ordre  par  rapport  à  A  et  admet  pour  partie  prin- 

cip,ale 

hf'{x). 

Cette  quantité  s'appelle  différentielle  de  /;  on  la  désigne 
par  dy. 

Définition.  —  La  différentielle  d'une  fonction  >-  d'une  variable 
indépendante  x  est  égale  à  la  dérivée  de  la  fonction  multipliée 
par  un  accroissement  arbitraire  attribué  à  la  variable 

dy=f'(x)h 
ou  encore 

^y  =  y'x  h. 

Cet  accroissement^^  étant  supposé  infiniment  petit,  dy  est  la 
partie  principale  de  ^y,  on  peut  donc,  d'après  les  deux  théorèmes 
fondamentaux,  remplacer  ày  par  dy^  toutes  les  fois  qu'on  veut 
chercher  la  limite  d'un  rapport  ou  d'une  somme  d'infiniment  petits 
où  figure  Ay.  Quand  h  est  infiniment  petit,  Ay  et  dy  sont  des  infi- 
niment petits  équivalents. 

En  particulier,  la  différentielle  de  la  variable  indépendante 
elle-même  x  est  égale  à  sa  dérivée  i  multipliée  par  h  : 

dx  =  h. 

Remplaçant  h  par  dx,  on  écrira  l'expression  de  dy  sous  la 
forme 

^7  =f{^)d^ 

APPELL.    —   ST.  3 
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OU 

dy  =  y'x  dx. 
Différentielle  d^  une  fonction  de  fonction.  —  Soit 

y  =  f{u),         u  =  o{a;), 

X  étant  la  variable  indépendante.  On  sait  que  la  dérivée  de  }'  par 
rapport  à  .r  est  donnée  par  la  formule 

y^r  ^/'(t^.^ï^- 
Multiplions  les  deux  membres  par  dx,  et  rappelons-nous  que, 

par  définition, 

dy  =  y'^  dx^         du  =  u'^  dx^ 
nous  avons 

dy  =f'{ii)du, 

comme  si  a  était  la  variable  indépendante.  Ainsi,  tandis  que, 
dans  la  notation  des  dérivées,  on  a  deux  formules  différentes 
pour  exprimer  la  dérivée  première  de  y  par  rapport  à  a?,  suivant 
que  y  est  exprimé  directement  en  x  ou  est  une  fonction  de  fonc- 
tion de  :r,  dans  la  notation  différentielle  on  a  la  même  formule 
pour  les  deux  cas. 

15.  Différentielle  d'une  fonction  composée.  —  Pour  obtenir 
les  différentielles  premières  de  toutes  les  fonctions  d'une  variable, 
il  suffît  de  reprendre  les  résultats  établis  en  Algèbre  pour  la  déri- 
vation des  fonctions  d'une  variable  et  de  les  traduire  dans  la  nota- 
tion différentielle. 

Somme.  —  Soient  w,  v.,  w  des  fonctions  de  x',  considérons  la 

somme 

y  =  u  -h  V  -+-  i^. 
On  a 

r!c  =  "le  -+-  <^!c  +  ^'^'x; 

Multiplions  par  dx  et  remplaçons  y'^^dx^  u'^dx^  v'^.dx^  iv\  dx 
par  leurs  valeurs  dj.,  du,  d^^  div^  il  vient 

dy  =  du  -r-  dv  -t-  d\v. 

Produit.  —  Considérons  le  produit 

y=uv. 
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On  a 


fx 

=  UVjc  + 

vu^ 

et, 

en  multipliant 

par 

<i.c, 

dy-- 

=  u  dv  -i-  V  du. 

Quotient.  - 

-Si 

L  l'on  a 

a 

on 

L  trouve 

y. 

Vu'r  — 

uv'^ 

-                                   çl 

et 

,  en  multipli 

ant 

par 

dx., 
dy-- 

V  du  — 

u  dv 

Fonction  composée.  —  Soit  enfin  le  cas  général  où  y  est  une 
fonction  donnée  de  ii^  i',  (v,  ces  quantités  étant  fonctions  de  ^  ; 

y=f{u,  V,  iv). 

En  désignant,  suivant  l'iisage,  par /J^,  /|,,  /^  les  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction  /(f<,  t^,  çv)  prises  successivement  par  rapport 
à  «,  (^,  w^  on  a  trouvé  précédemment  (n*'  7) 

y^  =  fa  tl'x  -^f>x-^  /Iv  ^'x  ; 

on  en  déduit,  en  multipliant  par  dx, 

dy  =  f'u  du  -i-/;  dv  -^/i,  dw. 

16.  Remarques  sur  les  différentielles  premières.  —  On  voit, 
d'après  ces  règles  dont  la  dernière  comprend  toutes  les  précédentes, 
que,  pour  prendre  la  difTérentielle  première  d'une  fonction  d'une 
variable,  il  n'est  pas  nécessaire  de  savoir  quelle  est  la  variable 
indépendante  choisie;  en  effet,  si  Ton  a 

y  =f{u,  f,  w),  . 

il  suffit  de  savoir  que  m,  v^  w  sont  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante, d'ailleurs  non  spécifiée,  pour  écrire  la  différentielle 

dy  =  f'u  du  +  /;,  dv  H-  /[j,  dw . 
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Cette  propriété  ne  s'étend  pas  aux  différentielles  d^ ordre 
supérieur^  dont  l'expression  peut  changer  avec  le  choix  de  la 
variable  indépendante. 

17.  Tableau  de  différentielles  usuelles.  —  Nous  réunissons  dans 
le  Tableau  suivant  les  expressions  des  différentielles  usuelles  : 

dx"^  —  mx"^—^  dx 

(m  constante^  positive  ou  négative)  ; 

de^  =  e^  dx,         da^  =  a^ha  dx^ 
0?  sinx  =  cos.r  <ia:,  â?cosa7  =  — %'\x\x  dx^ 

dldLV\%x  = •  dx.         dcotx  = dx, 

d  divc  tans'x  =  —dx. 

^  l  +  a:2        ' 

davccotx=  'dx, 

I  -H  .r2        ' 

ddivc  sinx  =  ——=—Ldx, 


v/i- 

v/ 1  —  x'^ 


d  arc  cosa:  = ==  dx. 


Dans  les  quatre 'dernières  formules,  nous  prenons  pour  arc  sin^z* 
et  arc  tan  g  ^-  les  arcs    qui   s'annulent   avec   x^  pour   arccosa?   et 

arc  cota:  les  arcs  qui  sont  égaux  à  -  pour  j=  o  ;  nous  conser- 
verons ces  conventions  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage. 

Reste  enfin  la  fonction  logarithmique. 

Le  signe  L  désignant  un  logarithme  népérien,  la  fonction  \.x 
n'a  un  sens  que  si  x  est  positif;  on  a  alors 

dLx  =  —dx        (a7>o), 

X 

la  fonction  L( —  x)  n'a  un  sens  que  si  x  est  négatif;  on  a  alors 
d\.{ — x)=-dx         (:r<o). 
En   général,    ).  désignant  une.  constante  arbitraire,   du  même 
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signe  que  x^  la  fonction  La^  a  un  sens  et  Ton  a 


<r/L  \x  ■=  —  dx. 

X 


On  a  enfin 


«La =  — ox^ 

X  -I-  I         x^-  ~  \ 

I  d\Aix-^s/x'-^  l)  =     ^     ^         dx, 

OÙ  /  est  une  constante  positive  ou  négative  et  A  une  constante  du 
même  signe  que  le  facteur  qui  la  suit. 

18.   Différentielles  d'ordre  supérieur.  —  Soit  y  une  fonction  de 
^  la  variable  indépendante  x 

on  a 

dy  =f\x)dx. 

Cette  difFérentielle  première  dy  est  une  fonction  de  x  et  de  dx. 
On  convient  de  regarder  V accroissement  dx^  attribué  à  la  va- 
riable indépendante^  comme  une  constante  indépendante  de  x. 
Alors  dy  devient  une  fonction  de  x  qui  admet  à  son  tour  une  dif- 
férentielle ;  la  différentielle  de  dy^  d (dy)  est,  par  définition,  égale 
à  la  dérivée  de  dy  qui  esif"(x)dx  multipliée  par  l'accroissement  <^iJ? 

attribué  à  x 

d{dy)  =f"{x)dx'^. 

xVfin  d'abréger  l'écriture,  on  emploie  la  notation  d^y  pour  dési- 
gner d[dy).  et  l'on  a,  pour  expression  de  la  différentielle  seconde 

de  y, 

d'^yr=f{x)dx\ 

Cette  différentielle  est,  à  son  tour,  une  fonction  de  x  dont  la 
nouvelle  différentielle  est 

d'^ y  =  f" {x)  dx^ . 

car  dx  est  constant;   on  a  ainsi  l'expression  de  la  différentielle 
troisième.  On  obtient  de  même,  n  étant  un  entier  positif, 

d'^ y  =  f^''\x)  dx" . 
Inversement,    les   dérivées    successives    de  y  par  rapport  à  x 
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s'écriront  avec  la  notation  différentielle  : 

^- /"(-)  =  S' 

19.  Fonction  de  fonction.    —  Soit 

X  désignant  la  variable  indépendante.  On  a 

dy=f'{ii)da. 

Vo\\Y  aVoir  la  différentielle  seconde  de  y,  il  faut  donc  prendre 
la  différentielle  du  produit/'(«)  du  dont  les  deux  facteurs  varient 
avec  X.  La  différentielle  de  /'{u)  ésl  f" {ii)du]  celle  de  du  est 

d'^  M  ;  on  a  donc 

d^y  =f\u)du'''-^f'{u)d'^u. 

La  différentielle  troisième  s'obtient  de  même,  en  différentiant 
l'expression  précédente  et  remarquant  que  chacun  de  ses  termes 
est  un  produit.  Ce  qui  donne 

(py  =  f" ( u)  du^  +  3/" (u)dud'^u^f'{u)d^u; 

et  ainsi  de  suite. 

20.  Fonction  composée.  —  Soit 

w,  t^,  iv  étant  fonctions  de  la  variable  indépendante  x.  On  a 

dy  =  fu  du  +  /;  dç  +  /[„  dw. 

On  obtient  la  différentielle  seconde  en  remarquant  que  chaque 
terme  de  dy  est  un  produit.  Donc 

d'y  =  d{f\,)du  -i-  d{f,)  dv  +  d{f[,,)  dw  -+-/'„  d-^ u  -f-/;  d-^v  +/:,  d'>- w. 
Développant  d{f'^)  par  la  règle  de  différentiation  des  fonctions 
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composées,  on  a 

dif'a  )  =  f"n'  du  -^f'a^  dv  -^  fi^  dw , 

f[^i  désignant  la  dérivée  partielle  de  /  prise  deux  fois  par  rapport 
{\u,  f\^  la  dérivée  partielle  de  /  prise  d'abord  par  rapport  à  w,  puis 
par  rapport  à  t',  Calculant  de  même  6/(/^),  d{f[^,)  et  se  rap- 
pelant que 

f"    ^  f"  f"     _  f" 

J  Vil   — J  uv^  J  uw  — J  wiii  •  •  •  1 

on  a, 

d-y  =fU  du^-\-f'ii  dv^-hfw'i  dw^-i-  -iflu,  du  dv  -h  'iflw  dv  dw 
-i-  •ifwu  dw  du  -4-  f'n  d^  u  -+-/'(,  d-  V  -h/lv  d'^  w. 

On  calculera  de  même  les  différentielles  d'ordre  supérieur.  Il 
est  inutile  de  chercher  à  retenir  ces  formules  générales  ;  car  il  sera 
aisé  de  former  les  différentielles  des  fonctions  composées  de 
proche  en  proche,  dans  chaque  cas  particulier. 

Exemple.  —  Soit  un  produit 

y  =  uv. 
On  a 

d{uv)  =  u  dv  -\-  V  du,         d^ ( uv )  =  u  d'^v  -\-  i  du  dv  ~\-  v  d-u^ 
d^{uv)  —  u  d^v  -\-  3  du  d'^v  -j-  "i  dv  d^u  ■+■  v  d^ u, 

OÙ  l'on  peut  remarquer  que,  dans  d"(up),  les  coefficients  numé- 
riques sont  ceux  du  développement  de  (a-\-b)'^  par  la  formule  du 
binôme. 

21 .  Remarques  sur  les  différentielles  d'ordre  supérieur.  —  Nous 
avons  vu  que,  pour  les  différentielles  du  premier  ordre,  les  for- 
mules restent  les  mêmes  quel  que  soit  le  choix  de  la  variable 
indépendante.  Par  exemple,  si 

on  a 

dy^fudu, 

que  a  soit  la  variable  indépendante  ou  non. 

Mais,  dans  les  expressions  des  différentielles  d'ordre  supérieur, 
le  choix  de  la  variable  indépendante  joue  un  rôle,  cdiY  cette  variable 
indépendante  est  caractérisée  par  ce  fait  que  ses  différentielles 
d^ ordre  supérieur  sont  nulles. 
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Ainsi,  quand  on  a 

on  trouve 

d^y  =  /^  du'^+f',,  d^  u 

quel  que  soit  le  choix  de  la  variable  indépendante.  Mais  si  u  est 
pris  pour  variable  indépendante,  du  est  regardé  comme  une  con- 
stante, d-u  =  o,  et  l'on  a  la  formule 

qui  n'est  exacte  que  si  u  est  la  variable  indépendante. 


III.  -  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES  ET  DIFFÉRENTIELLES 

TOTALES. 

22.   Dérivées  et  différentielles  partielles.    -  Soit 

une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  et  }'.  Nous  avons 

au  n"  6  donné  les  définitions  et  les   notations  usuelles  pour  les 

dérivées  partielles  de  z  par  rapport  k  x  el  à.  y. 

D'après  la  notation  différentielle,  y  étant  regardé  comme  une 

constante,   les  différentielles    successives   de   z   par  rapport  à   x 

seront 

dz  =  f'j.  dx,         d^z  z=  f'^.,  dx^,         ...  : 

ce  sont  les  différentielles  partielles  de  z  par  rapport  à  x.  Pour 
éviter  toute  confusion  entre  les  différentielles  partielles  et  les 
différentielles  totales  que  nous  étudierons  plus  loin,  nous  convien- 
drons d'employer  un  d  de  ronde  pour  désigner  les  différentielles 
partielles  et  nous  écrirons 

ôz=f'^dx,  d'^z=fUdx\ 
ou  encore 

àz  _  d^z  _     „   _ 

^.  -/^-/>.  ^ -/•-'-''' 

Nous  avons  ainsi,  dans  la  notation  différentielle,  les  expressions 
des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x. 
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De  même,  z-  est  une  fonction  de  )'  quand  on  regarde  a:  comme 
constant;    ses    dérivées    partielles    successives    par    rapport    à   y 

s'écriront 

àz  _        _  d^z 


x:  =f'y  =  ^'       izh'^  fV  =  ^ 


La  quantité  — ^  est  une  fonction  de  x  et  y,  si  l'on  regarde  y 
comme  constant,  elle  a  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  oc  : 

de  même  -^  a  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  y  : 

Nous   avons   démontré    (n''  6)    que    ces    deux   quantités   sont 
e«a/e5.  Nous  les  écrirons 

d'-z    _ 
dx  dy         ' 

OÙ  Tordre  des  facteurs  âx  et  dy  du  dénominateur  peut  être  inter- 
verti. D'une  manière   générale,  la  dérivée   d'ordre  k  de  j-^  par 

rapport  à  jK 

ô^-    /d'^z\ 

est  identique  à  la  dérivée  d'ordre  h  de  —j,  par  rapport  à  x  : 

dx'>^  Xdy^ 

Ces   deux   dérivées   partielles    identiques    se   désignent   par  la 
notation 

dx'^  dy^ 

23.   Différentielles  totales.   —   Soit  encore  z  une  fonction  de 
deux  variables  indépendantes  x  ç^t  y  : 
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La  différentielle  totale  de  z  est,  par  définition, 

dz=f'jcdx-\-f'ydy, 
ou 

az  =  -—  dx  -+-  ■—  dy, 

dx  ày    -^  ' 

OU 

dz  =  p  dx  -\-  q  dy, 

dx  et  dy  étant  des  accroissements  arbitraires  attribués  aux  variables 
indépendantes,  accroissements  que  nous  supposerons  habituelle- 
ment infiniment  petits. 

Exemple.  —  Soit,  comme  au  n*^  6, 

z  =i  "i  x^ -\- ^  x^ y^ — ôe^cosj'-, 
on  a 

dz  •=  (qx^-+-  Sxy^ —  6e^  cosj)  dx  -+-  (i2x^y^^  6e^  ?injK)  dy. 
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FONCTIONS  PRIMITIVES.  -  INTÉGRALES  INDÉFINIES. 

INTÉGRALES  DÉFINIES  SIMPLES. 

APPLICATIONS  A  LA  MESURE  DES  AIRES  PLANES. 


I.  —  FONCTIONS  PRIMITIVES.  —  INTEGRALES  INDEFINIES. 

24.  Fonction  primitive.  —  Nous  venons  de  voir  comment  on 
calcule  la  différentielle  d'une  fonction  d'une  variable  indépen- 
dante X.  On  peut  se  poser  le  problème  inverse  de  trouver  une 
fonction  d^ une  variable  indépendante  x  ayant  une  différen- 
tielle donnée  f{x)  dx. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  a  trouvé  une  fonction  '^{x) 
répondant  à  la  question,  c'est-à-dire  telle  que 

d^(cc)  =  f(x)  dx, 
OU  encore 

.o'(x)=f(x); 

la  fonction  la  plus  générale  répondant  à  la  question  est 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Cela  résulte  de  ce  que 
deuic  fonctions  ayant  la  même  dérivée  ne  diffèrent  que  par 
une  constante. 

La  fonction  la  plus  générale  C2(a^)-|-C,  admettant  une  différen- 
tielle donnée  f\x)  dx^  s'appelle  fonction  primitive  de  f  {x)  ou 
encore  intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  f  {^x^  dx. 

Dans  des  cas  simples,  on  aperçoit  immédiatement  cette  inté- 
grale indéfinie.  Aussi  l'intégrale  indéfinie  de  x  dx  est h  C;  celle 

de  ^2  J^  est  TT  +G;  celle  de  cosx  dx  est  sin:r-|-G,  etc. 
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2o.  Existence  de  l'intégrale  indéfinie.  —  Soil  f{x)dx  une 
diflérentielle  donnée,  nous  allons  montrer  qu'il  existe  toujours 
une  fonction  cp(:r)  ayant  pour  différentielle /(^)  dx\  la  fonction  la 
plus  générale  ayant  pour  différentielle  y  (:r)  of^  ou  l'intégrale  indé^ 
finie  de/(^)  <fa7  est  alors  cp(a?) -f-C. 

Construisons   la  courbe   ayant  pour  équation  en  coordonnées 

rectangulaires  (//'o'.  i5) 

y  =  f{x). 

Considérons  un  arc  continu  de  cette  courbe,  une  ordonnée 
fixe  MoPo  d'abscisse  a  et  une  ordonnée  variable  MP  d'abscisse  x. 


La  valeur  algébrique  de  l'aire  A  du  segment  PoMqMP  est  évidem- 
ment 'une  fonction  de  x^  car  elle  est  déterminée  dés  que  x  est 

connu  : 

Â  =  ^{x). 

Nous  allons  démontrer  que  cette  aire  a  précisément  pour  diffé- 
rentielle/(^)  â^:r 

d\.  =  f(x)  dx. 

En  effet,  quand  x  croît  de  PP'  =  Ajc,  l'ordonnée  MP  -^y  prend 
une  nouvelle  position  : 

JK-+-AJK=M'P', 

et  l'aire  croît  d'une  quantité  AA  égale  à  PMM'P'. 

Menons  par  M  et  M'  des  parallèles  MH  et  JVFK  à  l*axe  O^; 
l'accroissement  AA  est  évidemment  compris  entre  les  deux  rec- 
tangles PMHF  et  PKM'F  :  on  a  donc 

j  àa^  <  AA  <  (7  -+-  Aj/)  A^, 
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et,  en  divisfint  par  àx  que  nous  supposons  positif, 

AA 

Quand  Ix  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Ay  ;  le  rapport  — 

étant  compris  entre  y  et  une  quantité  qui  tend  vers  y  tend  lui- 
même  vers  y.  La  dérivée  de  A  par  rapport  à  x  est  donc  y  et 
l'on  a 

—  =jK,        dk=f(x)dx, 

puisque  j=/(a?). 

On  a  donc  ainsi  défini  graphiquement  une  fonction  A  =  z){x) 
ayant  pour  différentielle  /(  .2;)  <i^.  La  fonction  la  plus  générale 
admettant  cette  différentielle  est  'f{x)-\-C.  Ce  fait  se  conclut 
d'ailleurs  de  la  figure,  car  le  choix  de  l'ordonnée  initiale  MoPo  est 
arbitraire;  si  l'on  prend  une  autre  ordonnée  initiale  M'^^ P'^  et  si  l'on 
appelle  A'  l'aire  P'j,  M'^  MF,  cette  aire  A'  est  encore  une  fonction 
de  X  avant  pour  différentielle /(^)  dx',  elle  est  égale  à  A  plus  la 
valeur  algébrique  de  l'aire  P'^M'^jMoPo  qui  est  une  constante. 

26.  Notation.  —  Nous  avons  vu  (n*^  12)  que  la  valeur  algébrique 
de  l'aire  Po-^^o^J^P  est.  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  inscrits 

A  =  \im[{xi  -^  a)f(a)  -{-  {X2—  xi)f(xi )  -^ . . . -^  {X  —  Xn~i)f{xn-i)], 

limite  qu'on  écrit  symboliquement 


/ 


f{x)dx. 

D'après     cela,     pour    désigner    la    tonction    la    plus    générale 
ayant  pour  différentielle  /{x)  dx,  c'est-à-dire  l'intégrale  indéfinie 

de /(x)  dx,    on  emploie  la  notation  1  f[x)  dx.    On  a  donc,    en 

appelant  cp (^)  une  fonction  particulière  ayant  pour  différentielle 
/(x)  dx  : 

r/(x)dx  =  o(x)-i-C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Quand  on  détermine  ainsi  Tinté^rale  indéfinie   d'une  différen- 
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tielle  donnée /(^)  <iic,  on  dit  qu'on  intègre  cette  différentielle  ; 
on  dit  également  qu'on  fait  une  quadràtuie^  pour  rappeler  que 
cette  opération  revient  à  déterminer  Faire  d'un  segment  de  courbe. 
On  peut  envisager  le  résultat  ainsi  obtenu  à  deux  points  de  vue  : 
i'^  Si  l'on  donne  la  différentielle  J\x)  dx  et  qu'on  ne  sache  pas 
trouver  analjtiqueraent  la  fonction  admettant  cette  expression 
pour  différentielle,  on  peut  la  définir  graphiquement  comme  l'aire 
du  segment  de  courbe  y  =zf(^x)\  2"  si  l'on  donne  une  courbe 
y=J\x)^  toutes  les  fois  qu'on  sait  trouver  une  fonction  o{x) 
admettant  pour  différentielle  /{x)dx,  on  sait  calculer  l'aire  d'un 
segment  de  cette  courbe. 

27.  Tableau  d'intégrales  indéfinies  usuelles.  —  Dans  le  Tableau 
suivant,  G  désigne  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'inté- 
gration : 

(1)  lx"dx=  — î — x"+i-+-C         (n^-i), 

^  '  J  /i  -4-  I 

(•2)  ,    I  cosx  dx  =  s'mx -]- C,  1  sinxdx  =  —  cosa7-+-C, 

(3)  I  e^dx  =  e^^C,  j  a^  dx  =  j^  a^-h  C, 

(4)  f^=L{±x)-^C, 

où  il  faut  mettre  -+-  ou  — ,  suivant  que  x  est  >>  ou  <^  o.  On  peut 
écrire  aussi 

/dx 

A    étant    une    constante    arbitraire    du    même    signe    que    x^    car 

h'kx  =:  L(it.  x)  -\-h{àz'k)  où  il  faut  prendre  les  deux  signes -[- 
si  X  est  positif,  et  les  deux  signes  —  si  :27  est  négatif  : 

r     dx 

f5)  /  —  arc  SI n 37  -4-  (., 

/dx 
p-j--^  =  aie  tanga7  +  C, 


^'     dx  IX  —  I 

=  —  LÀ  — ^— — 


?2. 


I  '1  iT  -h  I 


(8)  r_^^=LA(^+v/^MW), 
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la  constante  A  ayant  le  même  signe  que  le  facteur  qui  la  suit,  et  la 
constante  /  étant  quelconque. 

On  ramène  immédiatement  à  ces  intégrales  les  suivantes  dans 
lesquelles  k  est  une  constante  positive,  racine  carrée  arithmétique 
de  k-'  : 

r      dx  i         ^1  X 

(9)  /  ,.  =     /     —  _  =  arcsin-,-  +  C, 


(10) 


(II) 


/dx  I 

X-'-  -  A-2  ^  7^ 


28.  Changement  de  variable  dans  une  intégrale  indéfinie.  —  Un 
procédé  très  important  d'intégration  est  le  changement  de  variable. 
Soit  à  calculer  l'intégrale  indéfinie 

(12)  {=Jf{x)dx. 

Par  définition,  I  est  une  fonction  de  x  telle  que 

dï  =f{x)dx. 
Posons 

X  =  'h{t), 

t  étant  une  nouvelle  variable.  I  devient  une  fonction  de   t^  par 
l'intermédiaire  de  x  et  l'on  a 

d\=f[^\{t)iY{t)dt. 

Donc 

^=^fm{t)W{t)dt. 

En  résumé,  pour  faire  dans  une  intégrale  I  telle  que  (12)  le 
changement  de  variable  .r  =  'J;(/),  il  suffit  de  remplacer,  sous  le 

signe   /  ,  X  par  <}j{t)  et  dx  par  sa  valeur  '}j'{t)dt\    on   est  alors 

ramené  à  calculer  une  intégrale  en  t  qui  peut  être  plus  simple  que 
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la  proposée.  Si  l'on  peut  la  calculer,  on  aura 

I  =cï>(^)^_C; 

on  obtiendra  alors  l'intégrale  (12)  en  remplaçant  t  par  sa  valeur 
en  X  tirée  àe,  x  ^=^^{t). 
Soit,  par  exemple, 

J      (^2^_  0,2)2 

faisons 

a  dt 
ir  =  atang^,         ct.v  =  —  ; 

comme  on  a 

«2 


x^-^  a^=z 


cos2 1 
l'intégrale  devient 


=i/' 


I  =  -^  /  cos^  dt  —  —-  sin^  -h  G, 


d'où,  en  revenant  à  la  variable  x^ 

I  X 


1  = 


«'  s/x'^-\-a^ 


29.   Quelques  intégrales  usuelles.  —  On  peut  facilement  ramener 
aux  intégrales  types  les  suivantes  : 

(I)  f(a.  +  brdr,        /;^. 

,r^4 ,     . 

^     ^     .     •  J    ax^-i-  bx  -h  c 

J    y  ax-  -+-  bx 


c 


où  a,  6,  C  sont  des  constantes. 

I.   En  effet,  dans  les  deux  premières,  faisons  ax -{-  b  =  t. 


t  —  b  ,         dt 

X  =  >         dx  =  —  ) 

a  a 


elles  deviennent  : 

_    /    t'^dt  = h  C  =  -  ^^ r- G         (/i^  — J); 

a  J  a  11  -\-  \  a  n  -^  \ 

i     r  dt         I  -  .  1   ,  ^  ,  /  X 

-    /    —  =  -h\t  =  -  Lliax  ^  b). 
a  J      t         a  a 
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II.   Pour  évaluer  la  troisième  intégrale,  écrivons,  en  décompo- 
sant le  trinôme  ax-  -\-  bx  -^  c  en  carrés  : 


r  dx  _  ^       r  <a?a- 

J   ax'^-\-  bx  -\-  c        al  b  c 

J       X'^  -\ 37  H 

,y  CL  CL 


dx 


V  ("^) 


b  Y       b-  —  !^ac 


4  a- 


Trois  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  h-  —  4ac  est  négatif, 
positif  ou  nul.  Dans  les  trois  cas,  on  prend  comme  nouvelle 
variable  : 


X  H =  ^,  dx  —  dt. 

ICI 


r*  Si  b- —  /[Cic  est  négatif,  on  peut  poser 


4  ac  —  b^        j  ^  /4  ac  —  b'^ 


=  —y  arc  tangy  -h  G. 
ak  ^  /c 


,1  ,1  ■  o 

u  il  reste  a  remplacer  /  par  x  -i . 

^  ^  -la 

2^  Si  b- —  /\ac  est  positif,  posons 
b~  —  4ac 


k\         k  = 


\  h  CL''  ' 


4  a- 
Finlégrale  peut  s'écrire 

r         dx         _  \_    r dx  _  I   r    ^^ 

J     ax^'-^bx-^c  ~  a    I     1  b   \2        ~   ~  â/   t'^—k'^ 

b         , 

J  X  ^ k 

_i^<  —  ^  ^     \  \  2^ 

—  J  L  A —  = L  A 5; • 

iak        t -\- k        iak  b 

X  ^ h  a: 

2a 

Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  ax- -\-  bx-\-c  sont  réelles 

APPKLI..    —    ST.  4 
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si  on  les  appelle  x  et  x\  on  voit  qu'elles  sont  égales  à 

-  —  ^k        et        —  —  -A- 
ia  la 


on  peut  donc  écrire  alors 


r  doc 

J    ax--\-b 


dx  I  ^  .  X  —  x' 


LÀ 


3°  Enfin,  si  h- —  /{ne  est  nul,  on  a 

dx  \       (^         dx  I 


^'^>     S -a 


x^-\-hx-\-c        a     \     I  h   \'  l  b   \ 

X  -A, a\x  -\ 

ia  \  ICI  I 


W\.   Passons  maintenant  à  l'intéarale 

,  /     J  a  X 


dx 


s/ a  x"^  -+-  b 


X  -h  c 


Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  le  signe  de  a. 

Supposons  d'abord  a  positif.  Nous  mettrons,  devant  le  radical, 
\/a  en  facteur  et  nous  décomposerons  encore  le  trinôme  en  carrés; 
il  vient  ainsi  l'intégrale 

I     r  dx 


X 

■la  /  4 


En  posant  x  -\ =  t,  elle  devient 

*  1  a 

1     r    dt 

\/aj  ^wn* 

où  /  désigne  la  constante  —  — — ^ —  .  Donc  on  a  dans  ce  cas,  «>>  o  : 

J    <^ a  x'^ -i- b X -h  c        y/a 

v/a        L           '-'^       V    \  2«/  4«-       _ 

=  — =•  L  X  Lr  -I ! ;=  v^rt  x'--h  bx  -i-  c     , 

Soit  enfin  a  négatif.  Nous  mettrons  alors  y/ —  a  en  facteur  et 
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nous  écrirons 


'•jv- 


dx 


^^  -la)   ^        4«^- 

La  quantité  b- — 4  «c  est  nécessairement  positive,  car,  si  elle 
était  négative,  la  quantité  sous  le  radical  serait  négative  quel  que 
soit  X  et  l'intégrale  serait  imaginaire. 

Nous  pouvons  alors  poser  x  -\ =  ^  : 


\  a- 


/b^-Jac, 

V       4«-^ 


L'intégrale  peut  s'écrire 


\        r      dt  I  .    t 

■  I  -  =     '  arc  sin  j 

\/—aJ    ^k-'—V^        sj—a  1^ 


Donc,  dans  ce  cas,  «  <<  o,  on  a 

h 

/dx                         1                .              ia        ,^ 
——=z====L  —  _^__  ai^c  sin 7 h  C 


bx  -4-  c        \J —  a 


I  .       Q.ax  -r-  b 

arc  sin 


s/  —  a  \J b'^  —  4  ac 

30.    Intégrale    d'une    somme    de   différentielles.    Intégrale    de 

kj\x)dx.  —  Soient 

fx{x)dx.    f^{x)dx,     f:^(x)dx 
plusieurs  difFérentielles  ;  l'intégrale  indéfinie  de  leur  somme 

■      f[f^{^)-^A{T)+Moo)]dx 

est  égale  à  la  somme  des  intégrales  indéfinies 

I  fi{x)dx -i-  j  /,_(x)dx  -h  j  /3{x)dx; 

'  en  effet,  ces  deux  expressions  ont  toutes  les  deux  pour  différen- 
tielle 

fx{x)  dx  ^  f^{x)  dx  -^  f^{x)  dx. 
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On  voit  de  même  que,  k  désignant  une  constante,  on  a 


J  kf{x)dx  =  kj  f{x)dx, 


car  les  deux  membres  ont  la  même  difFérentielle  kf{x)dx. 

Par  exemple,  soit  à  trouver  rintégrale  indéfinie  d'un  polynôme 

/  {ax--^  bx -\- c)  dx,  » 

a,  ^,  c  étant  constants;  cette  intégrale  est  égale  à 

/  ax^dx-hj  bxdx-+'f  c  dx, 
c'est-à-dire  à 

r     ,   j         i    c     j              r  ^          ax^        bx^- 
a   I    x-  dx  -h  b  I   X  dx  -r-  c    1    dx  =  .— 1 —  -+-  ex  -+-  C 

31.   Intégration  par  parties.    —   Soient  u  et  c  deux  fonctions 

de  x^  on  a 

Il  dç  -^  i>  du  —  d(  uv  ), 

d'où,  en  prenant  les  intégrales  indéfinies  des  deux  membres, 

/     U  dv  -r-    /    <'  du  =   UV  -r-  Qa 

ou  encore 

I  u  dv  —  uv  —  j  V  du, 

où  il  est  inutile  d'écrire  explicitement  une  constante  arbitraire 
dans  un  des  membres,  car  chaque  intégrale  indétînie  n'est  déter- 
minée qu'à  une  constante  près. 

Quand  on  peut  mettre  une    différentielle    donnée  sous  forme 
u  dv^   on  voit   que  la    relation    ci-dessus    permet   de    ramener   la 

recherche  dejudv  à  celle   de  /  ç  du   qui  peut  être  j)lus  simple. 

On  a  ainsi  ce  qu'on  appelle  la  formule  d'intégration  par  parties. 

Exemple  I.  —  Soit 

/  xLx  dx; 
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cette  intéi^rale  est  de  la  forme  /  a  dv  si  l'on  fait 


r  ï     -> 


on  a  donc 

/    x^^x  dx  ~  -x^\jX — -    /    x^  d\j: 


La  deuxième  intégrale  est 


Donc 


r    .dx        r      ,         I 
I   x^  —  =   I  X  dx  =  -x^-^  ( 
J         ^        J  'i 


Lx  dx  =^  -  x^\.x  —  -x^-{-  C. 
•2  4 


arc  siniP  dx; 


Exemple  IL  —  Soit  de  même 

/ 

.; 

si  Ton  applique  la  formule  précédente  en  faisant 
Il  =  arc  sina:,  ç  =^  x, 

on  voit  que  cette  intégrale  est 

/'     X  dx 
■> 
v/i-:r2 

ou 

.2^  arc  si  11 07  H /(i  — x~)    '^  d{\  —  x'^), 


ou  enfin 


37  arc  si n^ -h  y/ 1  —  x^ -\- C 
Exemple  III.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale 


y.  dx. 


où  a  et  a  sont  des  constantes. 

Nous    appliquerons    la    formule   d'intégration   par   parties,    en 
faisant  - 


M  =  y/ a 37 '-î  H- a,  p  =  ar. 

Nous  aurons 

/\/ax'^  H-  a  dx  =  x  sj ax'^  -+-  a  —  /  -  dx. 

J    \/ax^^  a 
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Dans  la  deuxième  intégrale,  remplaçons  ax-  par  r/^- -h  a  —  a, 
nous  aurons  identiquement 


y/a.r^  -h  a 


a 


<i.r 


\Jax'^-\-'x  \Jax--{-'x 

d'où 

/s/ax'^  -i-  7.  dx  =  X  \^^ax-  -\-  y.  —  /  \/ ax'-  -f-  a  dx  +  a    /  -  
•y                                        J    \l  a  x'^  -t-  a 

En    faisant  passer   l'intégrale    i  \Jax--^ (xdx  dans   le   premiei 
membre  et  en  divisant  par  2,  on  a  enfin 

dx 


(i4) 


1  \/«  x^  +  a  rt'a:'  =  -  ;r  \J a  x"*- ^  a.  -^ —    /       ,     ■ 


L'intégrale  demandée  est  ainsi  ramenée  à  l'intégrale 

dx 


J  v/« 


X^-hOL 


qui  rentre  dans  les  types  du  paragraphe  III  du  11°  29   suivant  le 


signe  de  a. 


Remarque.  —  L'intégrale 

/   \/a  x^-h  bx  -i-  c  dx 

se  ramène  immédiatement  à  la  précédente.  Il  suffit  pour  cela  de 
décomposer  en  carrés  le  trinôme  placé  sous  le  radical 

ax^-{-ox^c  =  (i[op-\ 

L'intégrale  s'écrit  alors 


'À  a  J  4  a 


et  en  posant 

x-^ =  ^ — î —  =  a, 

ia  4  a 

elle  devient 

qui  est  précisément  du  type  de  l'exemple  III. 
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II.  —   APPLICATIONS.  -   EVALUATION   DE   QUELQUES  AIRES. 

32.  i*"  Segment  d'hyperbole  équilatère  compris  entre  l'hyper- 
bole et  son  asymptote.  —  Soit  l'hyperbole  équilatère  rapportée  à 
ses  asymptotes, 

calculons  Faire  A  comprise  entre  une  ordonnée  (ixe  Mo  Po  d'ab- 

Fig.  .6. 


& 

\ 

Mo 
A 

.M 

o 

f 

'o 

P 

ce 

scisse  positive  a,  et  une  ordonnée  variable  'MP  d'abscisse  posi- 
tive X,  On  a  trouvé,  en  général. 


dPs.=  y  dx. 


Gomme,  actuellement. 


dx 
dt\=  — , 

X 


d'où,  puisque  x  est  positif. 


A-  /  —  =L:r -+-(:. 


-r-i-^ 


On  détermine  la  constante  en  remarquant  que  Vaire  s^annule 
quand  x  est  égal  à  a]  on  a  donc 


Donc  enfin 


o  =  La -H  C,         C= — La. 


a 
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Si  l'on  suppose  rt  =  i ,  on  a,  en  particulier, 

A  =  La:.  < 

On  a  donc  ainsi  nne  représentation  graphique  simple  du  loga- 
rithme népérien,  qu'on  appelle  pour  cette  raison  logarithme 
hyperbolique. 

Quand  le  point  P  s'éloigne,  x  augmente,  l'aire  A  augmente,  et, 
quand  x  augmente  indéfiniment,  A  devient  infinie. 

Dans  d'autres  cas,  l'aire  comprise  entre  une  courbe  et  une 
asymptote  peut  être  finie;  c'est  ce  qu'on  verra  dans  l'exemple 
suivant  : 


2^  Courbe  >-  =  —  •  —  Cette  courbe  a,  dans  l'angle  j' 0.2^,  la  même 

forme  générale  que  l'hyperbole  précédente  {fig-  i6);  elle  se 
rapproche  plus  rapidement  de  Ox.  L'aire  A  du  segment  P^MoMP 
a  pour  dilTérentielle 


doc 
dk  =  y  dx  =  — -  =  iT  2  cix. 


En  intégrant,  on  a 


A=-  1  -f-G: 

X 


l'expression  de  l'aire  devant  s'annider  pour  x  =  r/,  on  a 


d'où 


a 


a        X 


Quand  x  croît  indéfiniment,  l'aire  du  segment  tend  vers  la 
limite  -  ;  l'aire  comprise  entre  M^Poi  la  courbe  et  l'asymptote  Ox 
est  donc  finie. 

33.   Aire  d'un  segment   parabolique.    —    i*^  Soit  d'abord    une 

parabole 

y  =  kx'- 

rapportée  à  son  axe  comme  axe  Oy  et  à  la  tangente  au  sommet 
comme  axe  Ox.  Cherchons  Taire  A  du  segment  OMP  (fig.  i^). 


On  a 
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f/.V  =:  y  dx  =  ka-  dx,         A  =  A •— — h  G. 


L'aire  devant  s'annuler  avec  x^  G  est  nul,  et  l'on  a 

k  X'^        xy 


L'aire  OMP  est  donc  le  tiers  du  rectangle  OHMP;  l'aire  com- 
prise entre  l'arc  OM  et  sa  corde  est  donc  le  sixième  du  même 


rectangle. 


Fii 


p  X 


Fig.  .1 


S/ 

M, 

Mo' 

A 

y 

y-i 

Po 

yo 

IJnt 

p, 

o 

1 

?• 

a^ 

2°  Prenons  maintenant  un  cas  plus  général  et  considérons  un 
segment  de  parabole  limité  par  un  arc  de  parabole  MqM,,  une 
perpendiculaire  PqPi  à  Taxe  de  la  parabole  et  deux  parallèles 
MoP,,  etM<P^  à  cetaxe  (/«•.  i8). 

Prenons  comme  origine  le  point  Po,  comme  axe  Oy  la 
droite  PoM^  et  comme  axe  Ox  la  droite  PoPi.  Appelons  h  la 
distance  PoP<,  yo  et  y,  les  deux  ordonnées  extrêmes  Mo  Po  et 
M,  P,.  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

y  z=  ax^-\-  bx  ^  c, 

a,  6,  c  étant  des  constantes.  Si  l'on  appelle  A  l'aire  PqMoMP 
comprise  entre  Mo  Po  et  une  ordonnée  variable  MP  d'abscisse  .r, 
on  a 

dS.  —  y  dx  1=  a  372  dx  -\-  bx  dx  -+-  c  dx^ 


d'où,  en  intégrant. 


x^        ,x^  ^ 

3  2 


L'aire  A  devant  s'annuler  avec  x^  la  constante  G  est  nulle  ;  l'aire 
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X^  ,   X- 

A  =  a— — i-6 \-  ex. 

3  2 


L'aire  demandée   S  =  PoMoM,P,    s'obtient  en  donnant  à  x  la 
valeur  h 

S  =  rt— — \-  b  —  -f-  ch. 
3  '2 

Pour  interpréter  ce  résultat,  remarquons  que  les  ordonnées jo 
et  y,  correspondant  k  x  ^=^  o  qI  x  ^=  h  sont 

Ta  =  c,        Ji  =  ^^4^  ^-  ^^'  +  c.   . 

Introduisons,  en  outre,  l'ordonnée  médiane  M'P'  équidistante 

des   ordonnées    extrêmes;    en    appelant  y  m    cette    ordonnée   qui 

correspond  a  j^  =  -,  on  a 

h^       ,  h 
y,»  =  a---f-6--hc. 
4  2 

On  vérifie  alors  immédiatement  qu'on  a 


S  ==  -g^JKo-+-JKl+4rm)- 


34-.   Sinusoïde.  —  Prenons  enfin  la  courbe 


y  =  %\nx 


n'    P'      O'X       ^ 


X 


et  cherchons  l'aire  A  comprise  entre  Tare  de  courbe  OM,  l'axe  Ox 
et  l'ordonnée  MP.  On  a 

dK  =^  y  dx  ^= 'i'\n  x  dx ,         A= — coso^-f-C. 

L'aire  devant  s'annuler  pour  :r  =  o,  on  a 

G  =  i, 


d'où 


A  =  i  —  cosiT  =  2  sin^  — 

2 
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L'aire  de  Fonde  OMO'  s'obtient  en  faisant  X  —  r.\  elle  est  donc  2. 
Si  ^  a  une  valeur  supérieure  à  tt,  égale  à  OP'  par  exemple,  la 
formule  donne  pour  A  la  différence  OMO' —  O'M'P'  :  en  parti- 
culier, pour  X  =  271,  elle  donne  zéro,  ce  qui  est  bien  la  différence 
des  ondes  OMO'  et  O'M'O". 


III.  -    INTEGRALES  DEFINIES. 

35.   Définition.  —   Soit/(:r)   une  fonction  continue  donnée  et 
o[x)  une  fonction  ayant  pour  dérivée  /(a:) 

nous  avons  appelé  intégrale  indéfinie  de  la  différentielle /(:r)  dx 
et  désigné  par  la  notation //(x)  <i:r  la  fonction  la  plus  générale 
ayant  pour  différentielle /(j:)  dx]  nous  avons  vu  qu'on  a 


/ 


OÙ  G  est  une  constante  arbitraire. 

Assujettissons  cette  intégrale  à  s'annuler  pour  une  valeur  donnée 
de  X,  .r  =  a;  nous  aurons 

o  =  ©(a)-t-C,         G= — <?(«)• 

Nous  affecterons  d'un  indice  inférieur  a    l'intégrale    indéfinie 
ainsi  particularisée,  de  sorte  que  nous  aurons 


/ 


f{x)  dx  —  co(.r)  —  cp(a). 


Géométriquement  {fig.  20),  si  l'on  trace  la  courbe  y=f(^x)^ 
cette  expression  donne  la  valeur  algébrique  de  l'aire  du  segment 
PoMoMP  depuis  l'ordonnée  MoPo,  correspondant  à  l'abscisse  a, 
jusqu'à  une  ordonnée  quelconque  d'abscisse  x.  En  effet,  cette 
aire  s'annule  manifestement  quand  x  =  a^  c'est-à-dire  quand  P 
coïncide  avec  P^. 

Gherchons  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  /  f(x)dx,  pour 

une  valeur  donnée  attribuée  k  x^  x  =  b',  nous  aurons  une  exprès- 
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sion  que  nous  désignerons  par  /    f{x)  dx  et  qui  a  pour  valeur 

f  f{x)dx  =  o(b)-<^(a); 

cette  expression  est  V intégrale  définie  àe  j\x)  dx  prise  entre  les 
limites  a  et  h.  La  quantité  a  est  la  limite  inférieure,  b  la  limite 
supérieure  :  l'expression  s'énonce  somme  a,  b^  J\x)dx. 

Fie.  20. 


Géométriquement  {fîg.  20),  cette  intégrale  représente  la  valeur 
algébrique  de  l'aire  du  segment  de  la  courbe  y=f[x)^  depuis 
l'ordonnée  MoP,,  d'abscisse  a,  jusqu'à  l'ordonnée  M,P,  d'ab- 
scisse b. 

Analjtiquement  ce  symbole 

f  f{x)dx 

'J  a 

est  la  limite  de  la  somme  algébrique  des  rectangles  inscrits  : 
/     f{x)dx=\\vi\\{xx — a)f{a) 

+  (.ra  —  X^  )f(Xi  }-h...-^{Ô  —  Xn-^l  )f{Xn-\  )] 

36.   Calcul  des  intégrales  définies.  —  D'après  la  formule 
Ç  f{x)dx=^ib)-^{a), 

si  l'on  connaît  une  fonction  cp  (a?)  ayant  pour  dérivée  y  (:r),  on 
obtient  immédiatement  la  valeur  de  l'intégrale  en  prenant  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  co(a^)  pour  ^r  =  6  et  jc  =  a. 
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Ainsi,  -  étant  la  dérivée  de  Lx, 


I 

X 

3 


r  ^  =  L3 

A       X 


L:i 


v/ 


I  —  X 


étant  la  dérivée  de  arc  ûnx^  on  a 


f 


dx  .  .  71 

_ziz=r  =  arc  SI n  I  —  arc  sino  =  -  -, 

0       v/i— ^'^  '^ 


car,    en  suivant,    par  continuité,   la  variation  de  arcsin^r  quand 

1  X  •  •  1  .  .     7T 

X  varie  de  o  a  i ,  on  voit  que  arcsinj^  part  de  o  pour  arriver  a  - 


'1 

de  sorte  que 


71 

arc  sino  =  o,         arc  sin  i  =  - 

2 


Mais,  dans  la  plupart  des  cas,  on  ne  peut  pas  exprimer,  à  l'aide 
de  fonctions  déjà  connues,  la  fonction  o{x')  dont  nous  avons 
seulement  prouvé  l'existence;  on  est  alors  obligé  d'avoir  recours  à 
d'autres  méthodes  pour  calculer  l'intégrale  définie  : 


f 


f(  X  )  dx. 


Nous  donnerons  plus  tard  des  méthodes  analjticpies,  graphiques 
ou  mécaniques,  pour  évaluer  les  intégrales  définies.  Nous  nous 
bornerons,  pour  le  moment,  à  remarquer  que  le  calcul  d'une  inté- 
grale définie  revient  toujours  à  la  détermination  de  l'aire  d'un 
segment  de  courbe. 

37.  Propriétés  des  intégrales  définies.  —  Théori:me  I.  —  La 
valeur  d'une  intégrale  définie  ne  dépend  pas  de  la  variable 
d' intégration^  mais  seulement  des  limites.  —  En  effet,  dans  le 
second  membre  de  la  formule 

f   f{x)dx  =  ^(b)  —  o(a), 

ne  figure  plus  la  variable  x.  L'intégrale 

/     /{x)dx  =  ^(x)  —  ^^{a) 
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dépend  de  x  qui  est  la  limite  supérieure  et  non  de  la  variable 
d'intégration;  on  aurait  aussi 


f   f{t)dt^^{x)-o{a). 


Théorème  II.  —  Une  intégrale  définie  change  de  signe 
quand  on  intervertit  les  limites.  —  En  effet,  on  a,  en  interver- 
tissant a  et  b^ 

♦  'h 

expression  qui  est  de  signe  contraire  à  la  précédente. 

On  peut  aussi  se  rendre  compte  de  ée  fait  d'une  autre  manière, 
en  se  reportant  à  la  définition  même  de  l'intégrale;  en  effet,  en 
supposant,  pour  fixer  les  idées,  a  <Zb,  dans  la  sommé 


f 


h 
/(  X  )  dx 


les  ordonnées  f{oc)  sont  multipliées  par  des  accroissements 
inlinimeiU  petits  dx  qui  sont  positifs,  car  x  croît  àe  a  k  b,  et, 
dans  la  somme 


/' 


f{x)  dx^ 


les  mêmes  ordonnées /(.r)  sont  multipliées  par  des  accroissements 
infiniment  petits  dx  qui  sont  négatifs,  car  ^  décroît  alors  de  />  à  a. 
Les  deux  sommes  sont  donc  formées  d'éléments  égaux  et  de  signes 
contraires;  ■  elles  sont  égales  en  valeur  absolue,  mais  de  signes 
contraires. 

Théorème  III.  —  Fractionnement  de  Vintervalle  dHnté- 
gration.  —  Soit  c  un  nombre  tel  que  la  fonction  J'{x)  soit 
continue  dans  les  deux  intervalles  (a,  c)  et  (c,  />);  on  a 

/    f{x)dx^   f  f{x)dx^   f    f{x)dx. 

En  effet,  la  première  intégrale  est  cp(^)  —  '^{ci)  et  les  deux 
autres  cp(c)  —  'f(<^)  etc5(^)  —  'f(c);  si  l'on  substitue  ces  valeurs, 
le  théorème  devient  évident. 
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Graphiquement,  en  supposant  c  compris  entre  a  et  />,  ce  frac- 
tionnement de  l'intervalle  revient  à  diviser  l'aire  du  segment 
P(,M,)M,P|  {fig-  20)' en  deux  autres,  à  l'aide  d'une  ordonnée 
intermédiaire  MP  d'abscisse  c,  et  à  écrire  que  l'aire  totale  est  la 
somme  des  deux  aires  partielles. 

Remarque.  —  En  faisant  passer  les  deux  intégrales  du  second 
membre  de  la  formule  ci-dessus  dans  le  premier,  et  en  interver- 
tissant ensuite  leurs  limites,  on  peut  écrire  la  formule 


j     f{x)dx-^  j    fix)dx-i-  I     /( 


x)  dx  =  o. 


TnÉORi-ME  IV.  —  La  dérivée  de  Uiiitégrale   j    f{x)dx^par 

rapport  à  la  Limite  supérieure  6,   est  f(b)',   sa    déi-ivée^  par 
rapport  à  la  limite  inférieure  a,  est  — /(«)• 

En  effet,  appelons  '^(^)  une  des  fonctions  primitives  dey(:r), 
c'est-à-dire  une  fonction  telle  que 

^'(x)  =f(x). 
On  a 

1=  f   f{x)dx  =  oib)-o{a). 

•La  dérivée  de  I,  par  rapport  à  />,  -^r,  est  0(6),  c'est-à-dire /(/>)  ; 
cl  sa  dérivée  -y-,  par  rapport  à  a,  est  —  'f  (<^))  c'est-à-dire  — /(<^). 

Tui'ORÈME  V.  —  Supposons  que  b  soit  supérieur  à  a  et  que^ 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  on  ait 

f(x)lff{x); 

/{x)  pouvant  être  égale  à  g  [x)  pour  certaines  valeurs  parti- 
culières isolées  de  x,  on  a  également 


l     fyx)dx  >    /     g{x)dx. 


En  effet,  la  première  intégrale  est 

lim[(a:-i— «)/(«)-+- (372— a7i)/"(irt  ,)-+-•  •  .-¥■  (b  —  Xn^^)J{Xn-x)\ 
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el  la  deuxième 

lim[(.-r,—  a)g{a)  -+-  (.7-2—  x^)  g^x^)  -^ .  .  .-^{b  —  x„_  1  )  ^(a"„-_,  )]. 

Comme  ^>  a,  les  facteurs  (;r,  —  a),  (^r^  —  ^i),  .  .  . ,  (6  —  j:"»-») 
sont  positifs,  et  les  termes  de  la  première  somme  sont  tous  plus 
grands  que  ceux  de  la  deuxième.  La  première  somme  est  donc  plus 
grande  que  la  deuxième. 

Graphiquement  {fig.   21),   la  première  intégrale  est  Taire   du 


Fig.  01. 

H 

^'^^>^'^'~Z>r—^ 

M, 

Mo 

^^x; 

m; 

Mo 

^ 

0 

F 

'0                                           F 

,   ^ 

segment  PyiVIoM,  l^  de  la  courbe  jk  ^=^J\^)^  1^  deuxième  l'aire  du 
segment  de  même  base  l^^  M'^  M'j  1^,  de  la  courbe  y'^=.g(^x)]  la 
première  courbe  étant  au-dessus  de  la  deuxième,  la  première  aire 
est  évidemment  supérieure  à  la  deuxième. 

Application.  —  Ce  théorème  permet  de  comprendre  entre  des 
limites  une  intégrale  qu'on  ne  sait  pas  trouver  exactement  :  soit 
par  exemple  (^  ) 


I  = 


r  _dx__ 


où  vz  est  une  constante  plus  grande  que  2.  Comme  x  est  moindre 


rue 


on  Si  X-  ^  Jc"  >  o 


i  —  ;r2  <  I 

T 

> 


X'^<  I 

I 


\/ 1  —  iC^  y/  1  —  .r" 

L'intégrale  l  est  donc  comprise  entre 


i    v/.-.- 


dx 


et 


f 

•'0 


dx. 


)   Voir  Skureï,  Calcul  intégral. 
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c'est-à-dire  entre 


ou  encore  entre 


T  1 

arc  sin  -  et 

'1  .         2 


—   =0,)9...  et  -=:0,30. 

G  '  '1  ' 


38.  Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle.  -  Consi- 
dérons une  intégrale  définie 

et  supposons  b  ^>  a.  Soit  M  la  plus  grande  valeur  que  prenne  f  (x) 
quand  x  varie  de  a  à  b,  et  m  la  plus  petite  valeur  de/(:p)  dans  le 
même  intervalle.  On  a 

donc,  d'après  le  théorème  précédent, 

f    Mdx>  f  f{x)dx. 

Or,  M  étant  une  constante,  l'une  des  déterminations  de  l'inté- 
grale indéfinie  àe  lAdx  el  M.X  et  l'intégrale  définie,  entre  les 
limites  a  et  6,  est  M  {b   -  a).  Donc 

r  f{x)dx<  U{b~a). 

^  a 

On  trouve  de  même 

Jf     f{x)dx^m{b  —  a). 

D'après  cela,  en  appelant  ]x  un  nombre  convenablement  choisi 
entre  M  et  m,  on  peut  écrire 


/     f{x)dx=.^^{b  —  a). 


Si  la  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  d'intégration,  elle 
passe  au  moins    une  fois  par    toute    valeur    comprise    entre  son 


APPELL.    —    ST. 
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maxinniiii  M  et  son  minimum  ni]  elle  passe  donc  par  la  valeur  ix 
pour  une  valeur  àe  x,  x  =  c,  comprise  entre  a  et  6,  et  Ton  peut 

écrire 

ta  =/(.c),  a^c^b\ 

d'où  la  formule 


X 


Ces  formules  sont  évidentes  graphiquement.  L'intégrale 

f   f{oo)dx 

représente   l'aire  du  segment  PoMoM,Pi   {fig^  22)  de  la  courbe 
y-=zf(^x).  Cette  aire  est  évidemment  comprise  entre  le  rectangle 


Fis.    2U. 


y 


Ro 

^ —     '      > 



Ri 

\^o 

1 
1 

T 

1 

— i^i 

Mo 

^  ^1 

1 

-Ml 

1 

/ 

M, 

So 

=- [ 

1 

1 
1 

^i 

/ 

S, 

0 

p 

0 

F 

1 

ce 

PqRoRiPm  de  base  (6 — a)  ayant  pour  hauteur  l'ordonnée 
maximum  M,  et  le  rectangle  PoSûS/P<  de  même  base  ayant  pour 
hauteur  l'ordonnée  minimum  7/2,  c'est-à-dire  entre  M  (6  —  a)  et 
ni{h  —  a).  L'aire  est  donc  équivalente  à  un  certain  rectangle 
PojJLoI-'^i  Pj  de  base  PqP»  ayant  une  hauteur  jji  comprise  entre  M 
et  m;  la  base  supérieure  [jloJ^i  de  ce  rectangle  coupe  la  courbe  au 
moins  en  un  point  H  d'abscisse  c  comprise  entre  a  et  è  et  l'on  peut 
écrire 


X 


f{x)dx  =  {b  —  a)ix  =  {b  —  a)f{c). 
On  appelle  valeur  moyenne  de  la  f  onction  f{x)  de  la  variable  x 
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dans  r intervalle  (a,  ^),   la  quantité  |j.  que   nous   venons    de 
déjln  ir 


!'==zr 


quantité  qui  est  telle  que  le  rectangle  de  base  PoP<  et  de  hauteur  |j, 
soit  équivalent  au  segment  PoMoM,P<. 

Voici  comment  on  peut  justifier  cette  définition.   l*artageons  la 

droite  PqPi    en  n   parties   A:r  égales  à  par   des    points  de 

division    d'abscisses    x^,  x^^  •••,  0Ca_^    et    considérons    les    Ji  or- 
données équidistantes  : 

/(rt),     /(a-i),      /(a?.),        ...,      f{0Cn-\)- 

La  valeur  moyenne  de  ces  ordonnées  est,  d'après  la  définition 
ordinaire  de  la  moyenne  de  n  quantités, 

/(  a  )  -^  fixx  )  -\-f{x^)  -4-.  .  .-^f(Xn-\  ) 


ou,  en  multipliant   haut  et  bas  par  A^   et  remplaçant  n  ^x   par 
h  —  rt,    - 

\  ^  ^^  ) 

Quand    n    augmente    indéfiniment,    le    numérateur    tend    vers 

r'' 

I    f{x)dx  et  la  moyenne  entre  les  n  ordonnées  équidistantes 
tend  vers 

il  est  donc  naturel  d'appeler  cette  expression  la  valeur  moyenne 
def(x)  dans  V intervalle  (a,  b). 

Exemples.  —    i°  La  valeur  moyenne  de  sina;  de  o  à  t:  est 

—    /      ?,\nxdx=^—[{ — cost:)  —  ( — co-so)]  =  — ; 


2^  La  vitesse  d'un  mouvement  vibratoire  simple,  comme  ceux 
qu'on  étudie  en  physique,  est  donnée  en  fonction  du  temps  t  par 
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la  formule 

.     itJ 

OÙ  a  est  une  constante  linéaire  et  T  une  constante  donnant  la 
durée  de  la  vibration.  La  force  vive  de  la  molécule  vibrante  de 
masse  m  est 

nii- =  ma^  sin^ —^ ; 

la  valeur  moyenne  de  cette  force  vive,  pendant  que  la  variable  t 
varie  de  o  à  T,  durée  d'une  vibration,  est 

I        r   '  „      .         ITZt     , 

-    /      ma'^  sm^- -^^  dt 


ou 


f      ma^  sin2  -— - 

0 


L'intégrale  indéfinie  est 


T       .      ^T.t 

t  —  --sin-— - 

\t.       r 


(on  n'écrit  pas  la  constante  arbitraire  G  qui  n  influe  pas  sur 
le  résultat)  et  l'intégrale  définie  est  la  différence  des  valeurs  que 
prend  cette  fonction  pour  i  z=z  T  et  /  =  o,  c'est-à-dire  T.  La  valeur 
moyenne  demandée  est  donc 


ma- 

•2 


39.   Formule  des  accroissements  finis.   —  La  formule 

b 


J  f{x)dT  =  {b--a)f{c), 


où  c  est  un  nombre  compris  entre  a  et  6,  est  identique  à  la  formule 
qu'on  appelle  ybrmw/e  des  accroissements  finis.  Soit,  en  effet, 
%>{x)  une  fonction  ayant  pour  dérivée /(a?)  : 

o\x)=f{x)- 
l'intégrale    définie    est   égale  à   o(^)  —  'f(«)   et   la  formule   peut 
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s'écrire 

(p(è)  —  o(a)  =  (b  —  a)(o'(c). 

ce  qui  est  précisément  la  formule  des  accroissements  finis  (n*^  o). 

40.   Intégration  par  parties.  —  Soient  u  et  t'  deux   fonctions 
de  X  ;  considérons  une  intégrale  définie  de  la  forme 

f  {u  dv  -h  V  du). 

Une  des  valeurs  de   l'intégrale   indéfinie   étant  uv.^  l'intégrale 
définie  est 

{uv)b—  {uv)a, 

OÙ    les    indices    6    et    a    signifient     qu'il     faut    successivement 
remplacer  x  par  b  et  par  a.  On  peut  donc  écrire 

I  u  di' -i-  I  V  du  =  {uv)i, —  {uv)a 

ou.^  en  transposant, 


I  Udv  =^  {uv)b—iuV)a—    j  P 


du. 

Jl=:n 


Telle  est,  pour  une  intégrale  définie,  la  formule  d'intégration 
par  parties. 

Notation.  —  Pour  désigner  la  différence  des  valeurs  que  prend 
une  fonction  de  x,  F(j;),  pour  x=  b  el  x  =^a^  on  emploie  habi- 
tuellement la  notation 

|F(^)l'; 

de  sorte  qu'on  a,  par  définition, 

\F(x)\'^=Fib)-F(a). 
Par  exemple,  dans  la  formule  précédente, 

(uv)i,—  (ui>)a-=\ui>\'^, 

et  cette  formule  peut  s'écrire 


/  U  dv  =  \  uv  1^  —   /  V  du 

JC  —  a  '    Ot.  =  (i 
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Exemples.  —  I.  Soit  à  calculer  l'intégrale  délinle 

(l)  î,,  =     /       COS2«a7  dx^ 

•A 

OÙ  n  est  un  entier  positif  ou  nul.  Remarquons  d'abord  que  T, 
puis  écrivons,  en  supposant  n  positif, 


et  intégrons  par  parties.   Nous  aurons,   en  posant  ;/=cos-"    ^x 
et  r  =:  sin^r. 


1- 


I„  =  I  cos2«-ia7  sina?  I    -h  (2n  —  i)   /     gos'^"^~''^.t  s'in^x  dx. 

La  partie  intégrée  est  nulle;  en  remplaçant,  dans  l'intégrale  du 
second  membre,  sin-^  par  i  —  cos^^r,  on  voit  qu'elle  est  égale  à 
I„_,  —  I„.  On  a  donc 

9,  /l  —  I 

\n=  {'in—ï)  {In-l—  In),  in=         ,^  ^^       hi-i- 

En  donnant  à  7i  les  valeurs  successives  i,  2,  ...,  n,  on  a 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  et  faisant  1,,  =  -, 

__  \  .3.').  .  J in  ~  })  Tz 
^■''^  ^"^        2. 4. G... 2,1        V 

L'intégrale 

/     s\n-"^xdx 

est  aussi  égale  à  I„,  comme  on  le  voit  en  faisant  le  changement  de 
variable  x  =  —  —  u. 

IL   Soit  à  calculer 


(3) 


J„=   /     cos^"-^^xdx  =  I      s'in^^-^^xdx 
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(/2  entier  positif  ou  nul).  On  a  d'abord  Ji,=  i.  La  même  métkode 
d'intégration  par  parties  donne  ensuite 

(4)     J,t=  •î/i(J„_i— J,i),        hi~       "     .  J/t  -1,       J« — 


ii/i-Hi  3. 5. 7... (-2/^1 -t- I) 

III.   Soit  A  une  quantité  positive,  calculons  les  deux  intégrales 

où  la  limite  supérieure  est  l'infini  positif.  Nous  reviendrons  plus 
tard  en  détail  sur  les  intégrales  dont  une  limite  est  infinie.  Nous 
admettrons  que  les  règles  précédentes  s'appliquent  ici.  En  jiosant 

Il  =  e"^'*^",         p  =  —  cosa;,         i>  du  =  Xe~^'^'  ces  a?  dx, 

on  peut  écrire 

A  —    /  u  dv  —  ( av)^  —  {it-v)^ —  /  V  du. 

Or,    (t^v^)^  zziz  o,    car   e~"  =  o,    et    (</(')(,  =  — i;    on    a    ainsi   la 

relation 

A  =  i  — )vB. 

En  posant  ensuite,  dans  la  deuxième  intégrale, 

u  —  e—^-  '",  ç^  —  si  11  a",  V  du  =  —  Xe~^*"  sin  x  dx, 

et  remarquant  que  maintenant  (u^)^  =  o  et  (^uç)qz=  o,  on  a 

B-XA. 

Nous  avons  ainsi,   entre  A  et  B,   deux   équations  du  premier 
degré  qui  donnent 


IV.  —  CHANGEMENT  DE  VARIABLE  DANS  UNE  INTÉGRALE 
DÉFINIE  SIMPLE. 

41.   Changement  de  variable.  —  Soit]  une  intégrale  définie 

(0  f  f{x)dx. 

Supposons    qu'on    exprime    x    en    fonction     continue     d'une 
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variable  t 

de  telle  façon  que,  t  variant  de  a  à  jS,  :r  varie  de  «  à  6,  sans  passer 
par  Finlini  ni  par  aucune  valeur  pour  laquelle /(j?)  cesse  d'exister. 
Nous  allons  démontrer  que  l'intégrale  proposée  est  égale  à  la 
suivante  : 

obtenue  en  remplaçant,  sous  le  signe  d'intégration,  x  par  ^(^), 
dx  par  la  différentielle  ^'{t)dt  de  ^(^),  et  en  mettant  les 
nouvelles  limites  a  et  [3. 

Pour  démontrer  cette  règle,  nous  ferons  d'abord  deux  hypo- 
thèses restrictives  que  nous  ferons  disparaître  ensuite.  Supposons  : 
1*^  que,  t  variant  de  a  à  j^,  la  dérivée  à' (t)  ait  un  signe  constant 
de  telle  façon  que 

varie  toujours  dans  le  même  sens  de  a  à  b]   2*^  que  la  fonction 

/(^)  =  /['K0] 

conserve  également  un  signe  constant  quand  t  varie  de  a  à  [t. 
Intercalons,  entre  a  et  p,  /i  —  i  valeurs  de  ^, 

rangées  par  ordre  de  grandeur  de  a  à  ^;  à  ces  valeurs,  la  formule 
X  =  'h{t)  fait  correspondre  n  —  i  valeurs  de  x^ 

rangées,  de  même,  par  ordre  de  grandeur  de  a  d  b. 

La  première  intégrale  (i)  est,  par  définition,  la  limite  de  la 
somme  d'infiniment  petits  tous  de  même  signe 

(.r,—  a)f{a)'i-(Xi  —  Xi)f(xi)  -+-...-+-  (b  —  x,,-i)f(xn^i): 
]n  deuxième  intégrale  (2)  est,  de  même,  la  limite  de  la  somme 

D'après    le    deuxième    théorème    fondamental    (n"   10),    pour 
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démontrer  que  ces  deux  sommes  ont  la  même  limite,  il  suffit  de 
montrer  que  le  rapport  d'un  terme  de  la  première  somme  au  terme 
correspondant  de  la  deuxième  a  pour  limite  l'unité.  Or,  un  terme 
de  la  première  somme  est  de  la  forme 

et  le  terme  correspondant  de  la  deuxième 

Ax  étant  l'accroissement  de  x  correspondant  à  Faccroissement  \t 
de  t.  Le  rapport  de  ces  deux  termes  peut  s'écrire 

m. 

'Vin' 

comme  x  =  ^{t)^  ce  rapport  tend  évidemment  vers  i,  quand  \t 
tend  vers  zéro,  puisque  —  tend  vers  la  dérivée  '^1^^)- 

La  règle  est  donc  démontrée. 

Nous  avons  fait  deux  hypothèses  restrictives.  Pour  les  faire 
disparaître,  supposons  d'abord  que,  /['^(^)J  restant  de  même 
signe  quand  t  varie  de  a  à  p,  '^'{t)  n'ait  pas  un  signe  constant,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  supposons  que  x  =:^  à{t)  ne  varie  pas 
toujours  dans  le  même  sens. 

Admettons,  par  exemple,  que,  t  croissant  de  a  à  y,  x  croisse 
de  a  à  c,  puis  que,  t  continuant  à  croître  de  y  à  p,  x  décroisse  de 
c  à  b.  La  formule  s'applique  alors  séparément  à  chacun  de  ces 
intervalles  :  on  a 


b  ^^ 

lit 


J  f{x)dx=£ f\^{t)]'y{t) 

en  ajoutant,  et  appliquant  le  théorème  sur  le  fractionnement  de 
l'intervalle  d'intégration,  on  a 

/     f{x)dx=  /     f[^h{tM{t)dt. 
On  lèvera,  de  même,  la  deuxième  restriction  en  divisant  l'i  Ucr- 
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valle  (a,  [i)  en  intervalles  dans  lesquels /[ ^i>  (^)]  conserve  un  signe 
constant. 

42.  Applications.  —  i"  Aire  d' une  demi-ellipse.  —  L'équation 
de  l'ellipse  étant 

l'arc  supérieur  ABA'  est  représenté  par  l'équation  {fig.  23) 


r  =  -  /«' 


Fig.  23. 

3/ 
B 


A' 


A     ^ 


obtenue  en  résolvant  par  rapport  i\  y  et  prenant  la  racine  positive. 
L'aire  de  la  demi-ellipse  est  alors 


.jy^. 


~^  dx, 


X  variant   de  — a  (point   A)  à -[-a  (point  AV   On  a  donc,   en 

a 


faisant  sortir  le  facteur  constant  —  du  sierne  d'intéjiration, 

^  —  a 


'2  dx. 


Faisons  le  changement  de  variable 

X  -=^^(1)  ~  a  cost, 

t  variant  de  tz  à  o,  x  varie  de  —  a  k  -\-a.  Alors 

/a- — :r-=asin^,  dx  =  —  asintdt^ 

A= /     a'^  sin"^  t  dt  =  ab    1     sin'^  tdt, 

en  se  rappelant  qu'on  peut  intervertir  les  limites  d'intégration,  à 
condition  de  changer  le  signe  de  l'intégrale. 
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Comme  on  a 


75 


on  peut  écrire 


I  —  C0S9.t 


'^  f  dt        co?,it(lt 


--/  (f 


tJne  des  valeurs  de  l'intégrale  indéfinie  est 


et  l'intégrale   définie  est  la   différence   des  valeurs    de  l'intégrale 
indéfinie  pour  ^  =  ti  et  ^  =  o,  c'est-à-dire  -•  Donc 

Tzdb 


A  = 


1^  Aire  de  la  cycloïde.  —  La  cycloïde  est  la  courbe  engendrée 
par  un  point  d'une  circonférence  qui  roule,  sans  glisser,  sur  une 
droite  fixe.  Soit  une  circonférence  de  rayon  a  roulant  sans  glisser 


Fi  g.  2'i. 


o    p       I 


0"  X. 


sur  un  axe  fixe  0:r  et  soit  M  le  point  de  la  circonférence  qui 
décrit  la  courbe  ;  la  circonférence  roulant  sur  la  droite,  prenons 
comme  origine  le  point  O  où  le  point  M  a  touché  l'axe  dans  le 
roulement.  Joignons  le  centre  G  du  cercle  au  point  de  contact  I  et 
au  point  M,  et  appelons  u  l'angle  IGM  dont  le  cercle  a  tourné 
depuis  l'instant  où  M  était  en  O.  A  cause  du  roulement,  la 
longueur  01  est  égale  à  l'arc  IM,  c'est-à-dire  à  au.  L'abscisse  de  M 
est  01  —  IP,  P  étant  la  projection  de  M  sur  OX   : 

X  =  a(u  —  sinM); 
l'ordonnée  est  CI  —  CQ,  Q  étant  la  projection  de  M  sur  IB  : 

y  —  a{l  —  cos  w). 
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Pour  avoir  la  cjcloïde  complète,  d'un  point  de  rebroussement  O 
à  l'autre  O",  il  faut  faire  varier  :r  de  o  à  ^T^a  ou  m  de  o  à  2Tr. 
Donc  l'aire  totale  est 

\  ' 

0 


^•2.  T.  a 


Changeons  de  variable  en  introduisant  la  variable  u\  on  a 
,       dx  =^  a{\  —  cos u)  du 

et  les  nouvelles  limites  sont  o  et  271  :         ' 

27: 


^0 


I  -f-  C0S2  U 


(i  —  cos> II)-  du. 

Développant  le  carré  et  remplaçant  cos^  m  par  llH-l^lii-^,  on  a 

r    ^ /3                          cosiuX   , 
A  =  rt'  /        ( 2  cos  u  H au. 

Jo.       V^  '^       I 

L'intégrale  indéfinie  est 

3  ,  i\v\iu 

-u  —  i?,\w.u-{ ; — : 

2  4 

la  différence    des    valeurs    qu'elle   prend   pour  a  =  21:   et   w  =  o 

est  Stt.  Donc 

A  =  DTTcr^i 

l'aire  eàt  égale  à  trois  fois  l'aire  du  cercle  générateur. 

43.  Aire  d'une  courbe  fermée.  —  Supposons  d'abord  ^fig-  26) 
que  la  courbe  ne  soit  rencontrée  qu'en  deux  points  M,  et  M2  par 
une  parallèle  à  O/,  et  appelons  y  y,  et  y.^  les  ordonnées  de  ces 
points  en  supposant  ya^. Km  menons  à  la  courbe  les  tangentes 
parallèles  à  O/,  AA'  et  BB',  d'abscisses  a  et  h.  Les  ordonnées  r» 
etyo  sont  des  fonctions  de  x.  Si  l'on  fait  croître  OP  =  j:*  de  dx^  on 
obtient  une  ordonnée  infiniment  voisine  QN,No.  11  résulte  du 
théorème  fondamental  (n"  11)  que  l'aire  de  la  bande  infinitésimale 
M,  M2N2N,  est  équivalente  à  l'aire  du  rectangle  inscrit  de  hauteur 
M,  IVI2  et  de  base  dx.  Or,  dans  tous  les  cas  de  figure  possibles  (J, 
II,  III),  la  hauteur  M,  AL  a  pour  valeur  absolue  y •, —  >-,  qui  est 
positif.  L'aire  du  rectangle  est  (j-^  —  y\)  dx  et  l'aire  cherchée  A 
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est 


A=r    {yi—y\)dx=j    y^,dx—  j    y,dx. 


//ri  J 


M, 


A'/ÎP    A       A'P'     B' 


A'     PO      B'    /    IX    B, 

I  II  ^^ 


En  remarquant  que 


^    U  pli 


on  peut  écrire  encore 


A  =    /     y.dx^  j     y^d. 


Cette   expression    s'interprète    d'une    manière    simple  :    on   dit 
qu'elle  est  égale  à  l'intégrale 


'  j  y  dx 


prise  sur  le  contour  de  l'aire  G  dans  le  sens  de  la  tlèche.  En  effet, 
imaginons  un  point  mobile  parcourant  le  contour  dans  le  sens 
indiqué  et  multiplions  son  ordonnée  par  la  projection  dx  de  son 
déplacement  infiniment  petit;  quand  ce  point  décrit  l'arc  supé- 
rieur AMoB,  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus  est 


r'r. 


dx. 


et,  quand  il  revient  de  B  en  A  sur  l'arc  inférieur  BM,  A,  elle  est 

yidx; 

la  somme  totale  est  donc  bien  A. 

Pour   faire  le  calcul   effectif,    supposons  qu'on  ait  exprimé  les 
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coordonnées  x  cl  y  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  en 
fonction  d'une  variable  auxiliaire  t,  de  telle  façon  que,  t  variant 
de  a  à  j3,  le  point  M  décrive  la  courbe  une  fois  et  une  seule  fois 
dans  le  sens  de  la  flèche;  soient 

ces  expressions.  L'aire  de  la  courbe  est  alors,  en  faisant  le  chan- 
gement de  variable  exprimé  par  ces  relations, 

Quand    une    intégrale     /  y  dx   est   ainsi   prise   le   long   d'une 
courbe  C,  on  convient  de  la  désigner  par  la  notation 


y  dx. 


Si  la  courbe  fermée  a  une  forme  plus  compliquée  {fig-  26), 
sans  points  doubles^  l'aire  de  la  courbe  est  encore  égale  à  Tinté- 
erale  . 


/ 


y  dx 


prise  sur  la  courbe  dans  le  sens  de  la  flèche.  En  effet,  on  pourra 
toujours,  par  des  lignes  transversales,  telles  que  AB,  CD,  décom- 

Fig!  26. 


Mj^ 

3^ 

/ 

^^%4<_^. 

Afe: 

( 

— -^^ 

0 

ce 

poser  l'aire  A  en  parties  Si,  S2,  S3  dont  le  contour  n'est  rencontré 
qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Oy.  On  a  alors 


/       y  dx  -\-  l  y  dx, 


l'indice    AM,B    signifiant    i'int'grale    y>rise    sur    l'arc    AM,  B    et 
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rindice  BA  Finlégrale  prise  sur  l'arc  BA.  De  même 


Sf  =   I        V  dx  -r-        y  dx 

DC 


/      ydx-r-  i 

83=/    y  dx  -{-        y  dx  -+■        y  dx  -r-  j   y  dx. 

•-^RC  «^CD  '-'Dk  *^AB 

Ajoutant  et  remarquant  que  les  intégrales  d'indices  BA  et  AB 
dune   part,    DC  et  CD    d'autre   part,    sont   égales   et   de  signes 
a 

♦^AM,R        ^BC        «-'CM.D       '-DA        «-^C) 

Cette  formule  est  générale,  pour  une  courbe  sans  points  doubles 
dans  toutes  les  positions  de  la  courbe,  par  rapport  aux  axes. 

Sens  positif  des  rotations  dans  le  plan  autour  Aq  O.  -  SoitOM 
un  vecteur  issu  de  O  :  nous  dirons  qu'il  tourne  autour  de  ()  dans 
Le  sens  positifs  quand  il  tourne  dans  le  sens  qui  amène  Ox  sur  Oy 
par  une  rotation  d'un  angle—- 


Sens  positif  de  circulation  sur  une  courbe  fermée  sans  points 
doubles.  —  Imaginons  un  contour  fermé  sans  points  doubles. 
Prenons  un  point  O'  dans  l'intérieur.  Nous  dirons  qu'un  mobile  ^Vl 
décrit  ce  contour  dans  le  sens  positif  quand  le  rajon  O'M  revient 
à  sa  position  initiale  après  une  rotation  de  27:  dans  le  sens  qui 
amène  Ox  sur  Oy  par  une  rotation  -  •  Les  axes  Ox  et  Oy  étant 
disposés  comme  dans  toutes  nos  figures,  ce  sens  est  le  sens  positif 
sur  le  cercle  trigonomé trique.  Le  sens  inverse  sera  appelé  négatif. 
On  voit  que  l'intégrale  qui  donne  l'aire  est  prise  sur  le  contour 
dans  le  sens  négatif  :  c'est  ce  qu'on  peut  indiquer  en  mettant  un 
signe  —  au-dessus  du  signe   /  ,  ce  qui  donne 

A  =   I    y  dx. 

Si  le  mobile  tournait  en  sens  contraire  (sens  positif),  la  somme 


-f 

f 


y  dx 

(C) 


serait  l'aire  de  la  courbe  changée  de  signe. 
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Points  doubles.  —  Examinons  le  cas  où  la  courbe  aurait  un 
point  double.  Dans  la  position  de  la  première  figure  (27,  I), 
l'intégrale 

y  dx 

[)rise  le  long  de  la  courbe,  dans  le  sens  de  circulation  indiqué  par 


y 

Fig.  27. 

o 

ao 

les  flèches,  est  égale  à  la  différence  des  aires  des  deux  boucles. 
En  efTet,  cette  somme  se  compose  de  l'intégrale    /  ydx^  prise 

»/(C) 

le  long  du  contour  A,M,PMjA,  de  la  première  boucle,  et  de 
l'intégrale  1  ydx,  prise  le  long  du  contour  PM^AjMoP  de  la 
deuxième,  et  ces  deux  intégrales  sont  :  l'une,  l'aire  de  la  première 


Fis.  28. 


boucle,  et  l'autre,  Taire  de  la  deuxième  prise  négativement.  Dans 
la  disposition  de  la  deuxième  figure  (27,  II),  l'intégrale 


X 


y  dx 


est  la  somme  des  deux  boucles.  On  étudierait  de  même  le  cas  où  la 
courbe  présenterait  plusieurs  points  doubles. 
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Remarque.   —  On  vérifiera,  comme  exercice,  que  rintégrale 


y  dx 


prise  le  long  d'un  arc  AMB  non  fermé  est  égale  à  l'intégrale  /  y  dx 
prise  le  long  du  contour  fermé  AMBB'A'A,  obtenu  en  abaissant 
les  perpendiculaires  AA'  et  BB'  sur  Ox  {fig-  28).  Gela  tient  à  ce 
que  les  valeurs  de  l'intégrale  prises  sur  les  droites  AA',  BB',  A  B' 
sont  nulles,  puisque  dx  est  nul  sur  les  deux  premières  et  y  sur  la 
troisième.  L'intégrale  s'interprète  alors  par  une  aire,  d'après  ce 
qui  précède. 

44.  Exemple.  —  I.  Aire  d^ une  ellipse.  —  Soit  l'ellipse 

(^•  — -^o)-  ^  (.r  —  ro^^  ^  j 

a^  b- 

ayant  pour  centre  un  point  quelconque  {xq.,  y)  et  ses  axes  a  et  6 

Fig.  29. 

y 


parallèles  aux  axes  coordonnées  {fi g.  29).  On  peut  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  M  de  l'ellipse  en  posant 

X  =  Xq-t- a  co?,t^         y  —  yQ-\- b  ?>\nt. 

Pour  faire  décrire  au  point  l'ellipse  dans  le  sens  négatif,  il  suffit 
de  faire  décroître  ^  de  tc  à  —  tt.  Gomme 

dx  —  ~  a  ^'xnt  dt^ 

l'intégrale  /  y  dx  prise  sur  le  contour,  dans  le  sens  indiqué,  est 


/ 


(^0  "+"  b  s'\n  t)a  s\nt  dt . 


APPEI.I..    —    ST. 
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Permutons  les  limites  en  changeant  le  signe  et  remplaçons  sin-^ 

I  —  C0S2  ^      ^T  17     • 

par i\ous  avons,  pour  1  aire, 


r  ""  ■      ,      ab   r''  j      ab   r^' 

aj'o   I       sintctt-î /       dt —  —    j       cos2 


tdt, 


La  première  de  ces  intégrales  est  nulle,  car  l'intégrale  indéfinie 
—  cos^  prend  la  même  valeur  aux  deux  limites;  il  en  est  de  même 
de  la  troisième  intégrale;  quant  à  la  deuxième,  elle  est  égale  à  la 
différence  des  valeurs  que  prend  l'intégrale  indéfinie  ^  aux  limites  - 
et  —  71,  c'est-à-dire  à  271.  On  trouve  ainsi,  pour  l'aire,  r^ab. 

II.  Aire  de  la  boucle  du  foliinn  de  Descartes.  —  Le  folium  de 
Descartes  a  pour  équation 

x^  ^  yz  —  3  (2  xy  =  o  ; 


il  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  (3o),  si  l'on  suppose  «  >  o. 
Posons 

y 


=  t, 


nous  aurons 


3at 


y 


tx . 


Le  paramètre  t  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  OM  ; 
pour  que  le  point  M  parcoure  la  boucle  dans  le  sens  négatif,  il  faut 
faire  varier  ^  de  H-oo  à  o.  On  a  donc  pour  l'aire  A  : 


Jyd.=J 


tx  dx  = 


-    f    x'-dt. 

i-  J  » 
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La  partie  intégrée  est  nulle  car  tx-   s'annule    pour    t  =  ce    et 
pour  ^  =  G.  On  a  donc 

I     r°°ç)a^t^dt 


{i-\-P)-^ 


1^'intégrale  indéfinie  est 


3«^ 


•i  (  I  -^  t^) 

3a2 


;  on  a  donc 


V.  —  DIFFERENTIELLE  DE  L'AIRE  D'UN  SECTEUR. 

45.   Coordonnées  polaires.  —    Soit  une  courbe  rapportée  à  un 

système  de  coordonnées  polaires,  ;-  désignant  le  rayon  vecteur  OM 

d'un  point,  B  l'angle  polaire.  Considérons  le  secteur  OMq M.,  limité 

par  un  rayon  vecteur  fixe  OMq,  correspondant  à  l'angle  9o,  et  un 

rayon  vecteur  variable  OM,  correspondant  à  l'angle  9.  Nous  nous 

proposons  d'évaluer  l'aire  A  de  ce  secteur  qui  est  évidemment  une 

fonction  de  9  {fig.  3i). 

Fig.  3i. 


-  Prenons  un  point  M'  voisin  de  M  :  les  coordonnées  du  point  M 
étant  7'  et  9,  celles  de  M'  sont  /•  -|-  A/^  et  9  +  M.  Soit,  AA  l'accrois- 
sement MOM'  de  l'aire  du  secteur.  Si,  de  O  comme  centre 
avec  OM  comme  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  MH,  le 
secteur  OMH  est  plus  petit  que  AA;  de  même  si,  de  O  comme 
centre  avec  OM'  comme  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  M'K,  le 
secteur  OM'R  est  plus  grand  que  AA.  On  a  donc,  en  remarquant 
que  les  aires  des  deux  secteurs  circulaires  OMH  et  OM'K  sont 

-r2A0     et     -(r -t-Ar)2A6, 

1  2 


-/•2A0<AA<  -(,-4- A/')2 


AO. 
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Divisant  par  A9,  on  a 

Quand  A6  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  AA  et  Ar.  Le 

AA  .1 

rapport  — ^>  étant    compris    entre  -  r^    et   une  quantité  qui  tend 

vers  -  r-^.  tend  lui-même  vers  cette  limite  et  l'on  a 
,.     AA    ^A       I    , 

1 
En  intégrant,  et  remarquant  que  A  est  nul  pour  Q  =  Qq,  on  a 


0 
-  r2  rr8. 

0„ 


Cette  dernière  formule  est  aisée  à  retenir;  elle  signifie  que 
l'aire  A  est  la  somme  des  secteurs  circulaires  infiniment  petits 
inscrits,  tels  que  OMH. 

46.  Différentielle  de  l'aire  d'un  secteur  en  coordonnées  carté- 
siennes. —  Appelant  x  et  y  les  coordonnées  du  point  Mo,  on  a 

:r=:rcos6,        jK  =  /'sinO. 

Gomme  r  est  fonction  de  8  le  long  de  la  courbe,  x  et  >'  peuvent 
être  regardés  comme  fonctions  de  9.  On  a 

y  y 

—  =  tangO,  0  =  arclang-: 

X  ^  ^  X  ■ 

d'où,  en  difTérentiant, 

_  a?  dy  —  y  dx 

- .     x-^-+-y^ 
Gomme  x-  -\- y-  =  r^^  on  voit  que 

r^d^  =^  X  dy  —  y  dx 


et,  par  suite, 


d\  =  -  (x  dy  —  y  dx ) . 
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On  peut  facilement  retrouver  cette  formule  en  se  servant  de 
l'expression  de  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  coordonnées 
des  sommets.  Soit  un  triangle  OMi  M2,  dont  les  sommets  M,  etMa 
ont  pour  coordonnées  cartésiennes  (x^^yi)  et  (^25^2)  et  pour 
coordonnées  polaires  r^^  S^  et  /o,  9^  '  1  aire  OM^  M2  {/i'^-  32)  a 
pour  expression 


/'i  /'asin  (0_; 


Oi)  =  -(^iJ-2—ri^-i)- 


Cette  valeur  est  positive  dans  le  cas  de  la  figure,  c'est-à-dire 
quand  un  mobile  suivant  le  côté  M,  M2  tourne  autour  de  O,  de  Ox 
vers  O)'.  Elle  serait  négative  dans  le  cas  contraire. 


Fig.  32. 

•y 

M2 

0 

P2            P, 

ce 

Si,  en  particulier,  nous  prenons  un  secteur  de  courbe  infini- 
ment petit  tel  que  OMM'  {fig.  3i),  on  peut  assimiler  ce  secteur  à 
un  triangle  dont  les  sommets  M  et  M'  ont  pour  coordonnées 

Taire  dK  de  ce  triangle  est  donc 

dK=  -  [x{y  4-  dy)  — jk  {x  -f-  dx)\  =  -  (x  dy  — y  dx). 

47.  Applications. —  x""  Aire  de  la  lemniscate,  —  La  lemniscate 
est  la  courbe  qui  a  pour  équation 

r^  =  rt^cos-î  0, 

Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  33.  Appelant  A 
l'aire  du  secteur  MqOM  comptée  à  partir  de  l'axe  polaire  O^,  on  a 


dk  =  -r^d(i  =  -a^cos20dQ. 
1  1 


CHAPITRE    m. 


On  a  donc,  en  intégrant. 


A  =  7  «2  sin  2I 
4 


car  la  constante  à  ajouler  ici  est  nulle ^  l'aire  devant   s'annuler 
avec  9.  Quand  M  vient  en  O,   8  tend  vers  -  et  Taire  du  quart  de  la 


courbe  totale  est 


r- 


^'^  Secteur  d'hyperbole  équilatère.  Sinus  et  cosinus  hyperbo- 
liques. —  Considérons  d'abord  un  cercle  {fig-  34.  1) 


de  rayon  i,  et  appelons  A  l'aire  du  secteur  OMoM  comptée  depuis 
l'axe  Ox.  On  a 

<^A  =  -{xdv — y  dx). 

On  peut  exprimer  les   coordonnées  d'un   point  du    cercle   en 
fonction  d'un  paramètre  t  en  posant 


Alors 


X  —  cos/,         y  =  sin  t. 


dx  ——  s\n  t  dt  = — y  dt,         dy  —  cost  dt  =  x  dt, 
d\  =  -  {x'^ -\- y'')  dt  =  -dt, 
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car  X-  -i-  j''  =  i .  Donc  en  intégrant 

sans  ajouter  de  constante,  car  A  s'annule  avec  t.  On  a  donc  enfin 

^  =  2  A. 

Prenons  de  même  une  hyperbole  équilatère  dont  le  demi-axe 
transverse  est  i  {fig'.  34,  II) 

et  appelons  A  l'aire  du  secteur  MqOM  comptée  à  partir  de  l'axe 
transverse.  On  a 

d\  =  -  (x  dy  —  y  dx ) . 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  en 
fonction  d'un  paramètre  en  posant 

^=-^'     y=-——' 

en  effet,  on  vérifie  immédiatement  que,  quelque  soit  ^,  x-  —  y- 1=1. 
Quand  t  est  nul,  :r  =  i,  y  =  o,  le  point  M  part  de  Mo;  quand  / 
augmente  jusqu'à  l'infini,  le  point  M  décrit  la  branche  infinie  Mo  M. 
On  a 


onc 


(>t f> — t  gt  1  g — t 

dx  = ■ —  dt  =  y  dt,  dy  = —  dt  =  x  dt; 


dX=  l(x^  —  y^)dt=  \dt, 


car  :r-  —  y'-z=i.  Intégrant  et  remarquant  que  A  s'annule  avec  ^, 
on  a 


A  =  -  ^  t  =1  2A. 

■À  ' 


Les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'hyperbole  s'expriment  donc, 
en  fonction  de  l'aire  A  du  secteur  hyperbolique,  par  des  formules 
analogues  à  celles  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  d'un 
cercle  en  fonction  de  l'aire  A  du  secteur  circulaire. 
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C'est  en  raison  de  cette  analogie  que  les  fonctions 


«'appellent  cosinus  hyperbolique  et  sinus  hyperbolique  de  t;  on 

les  désigne  par 

coshyp^,  sin  hypt 
•ou  par 

cli^,     sh^. 
On  peut  donc  écrire 

e^  =  coshyp/  -+-  sin  hyp^  =  ch^  -+-  sli  /, 
e-(  z=  coshyp^  —  sin  liyp<  —  cli  /  —  sht. 

On  trouvera  dans  le  Recueil  de  formules  numériques  de  Houël 
(Gauthier-Villars),  xviii,  p.  36-55,  une  Table  donnant  les 
logarithmes  de  ces  fonctions  pour  des  valeurs  positives  données 
de  t. 

On  vérifiera  sans  peine  les  formules 

cAi^t  —  sh^^  =  I, 

d  ch  t  ,  cf  ^li  t  , 

— ; —  —  sh  t,  — ; —  =  en  t, 

dt  '  dt 

ch  (  a  -f-  6  )  =  ch  a  ch  6  -t-  sh  a  sh  6, 

sh(a-h6)  —  sli<7  ch6 -4- ch«7  sh  6, 

qui  achèvent  de  faire  ressortir  l'analogie  entre  ces  fonctions  et  les 
fonctions  circulaires. 

3*^  Aire  d'une  courbe  fermée.  —  Soit  une  courbe  fermée,  sans 


point  double,  qui  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  M,  et  Mo  par 
un  rayon  vecteur  {Jig.  35).  Supposons  d'abord  l'origine  hors  de  la 
courbe,   et  menons  de   O  deux  tangentes   OMq    et   OM'   faisant 
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avec  O^  les  angles  60  et  6'.  Soient  /v,  et  /'o  les  deux  valeurs  OM, 
et  OM2  des  rayons  vecteurs  correspondant  à  un  angle  polaire  0.  Les 
aires  des  secteurs  OMoM<M'  et  OM0M2M'  sont  respectivement 

-    /       r\d^,  i    /      ri  ^9, 

et  l'aire  de  la  courbe,  différence  de  ces  deux  secteurs,  est 

'^J(i^  '^^60  '^^% 

On  peut  écrire  aussi,  en  intervertissant  les  limites  de  la  deuxième 
intégrale, 

A=-/       r\d^-\-  -  rldQ, 

formule  qu'on  peut  inlerprétei-  3n  disant  que  l'aire  est  égale  à 

l'intégrale  • 

H- 

1  J  ,..rfO  =.  '^^J{x  dy-ydx) 
prise  toul  le  long  de  la  courbe  dans  le  sens  positif. 


Si  le  point  O  est  intérieur  à  la  courbe  {fig-  36),  l'aire  est  donnée 
par  Pintégrale 


27: 


car  9  doit  varier  de  o  à  27c  pour  que  M  décrive  la  courbe.  On  peut 
dire  encore  que  l'aire  est  donnée  par  l'intégrale 

^    Cr^dQ=^~    f{xdy—ydx) 
prise  le  long  de  la  courbe  dans  le  sens  positif. 
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On  verrait,  comme  au  n°  4-3,  que  les  mêmes  résultats  s'appliquent 
à  une-courbe  fermée,  d'une  forme  quelconque,  sans  points  doubles. 
Si  la  courbe  présente  un  point  double  [fig'-  27),  l'intégrale 


I  r= 


^    fr-dO=-.-    fixdy—ydx) 


prise  le  long  de  la  courbe  représentera,  suivant  les  cas,  la  diffé- 
rence ou  la  somme  des  aires  des  deux  boucles. 

Remarque.  -  L'intégrale  I  prise  le  long  d'un  arc  AMB,  non 
fermé,  est  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  fermé 
OAMBO  obtenu  en  menant  les  rayons  OA  et  OB,  car,  sur  ces 
rayons,  d^  est  nul  et  les  valeurs  de  Fintégrale  sur  OA  et  sur  OB 
sont  nulles. 


CHAPITRE  IV. 


VOLUME  D'UN  SOLIDE  A  BASES  PARALLÈLES. 

MOMENTS  D'INERTIE  ET  CENTRES  DE  GRAVITÉ  D'AIRES 

ET  DE  VOLUMES  HOMOGÈNES. 


FORMULE  GENERALE. 


48.  Formule  générale  donnant  le  volume  d'un  solide  à  bases 
parallèles.  — ■  Soit  un  volume  analogue  à  un  tonneau,  limité  laté- 
ralement par  une  surface  quelconque,  et  aux  extrémités,  par  deux 
plans  parallèles  que  nous  appellerons  les  plans  de  base  {fig-  3-). 

Fig.  37. 


Prenons  pour  plan  des  yz  un  plan  parallèle  aux  plans  de  base, 
pour  axe  des  x  une  droite  Ox  perpendiculaire  à  ces  plans. 

Soient  Xq  et  x^  les  valeurs  de  x  correspondant  aux  deux  bases  ; 
Kq  et  A<  les  points  où  ces  deux  bases  prolongées  rencontrent  Oj;. 
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Coupons  le  volume  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz  ren- 
contrant Ox  au  point  A  d'abscisse  x.  Soit  S  Taire  de  la  section 
faite  par  ce  plan  :  cette  aire,  qu'on  peut  évaluer  par  les  méthodes 
précédentes,  est  évidemment  une  fonction  de  ^  : 

S  =  cp(ar). 

Le  volume  V  compris  entre  le  plan  de  base  inférieure  Sq  et  la 

section  S  d'abscisse  œ  est  une  fonction  de  x.  Nous  allons  montrer 

que  la  différentielle  dV  de  cette  fonction  V  de  ^r  est  donnée  par  la 

formule 

^V  =  S  dx. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  quand  x  aug- 
mente, S  diminue.  Faisons  croître  x  de  ^x  =:  AA'  et  soit 

S'  —  '^{x-i-  Ix) 

la  nouvelle  valeur  de  l'aire  de  la  section.  L'accroissement  AV  du 
volume  est  une  tranche  de  hauteur  A^.  Cet  accroissement  est 
compris  entre  un  cylindre  de  base  S  ayant  pour  hauteur  àx  et  un 
cylindre  de  base  S'  ayant  pour  hauteur  àx  : 

S'  ^x  <  AV  <  s  \x. 

En  divisant  par  àx,  on  a 

.,       AV        ^ 

S'<  --  <s. 

Ouand  ^x  tend  vers   o,  —  tend   vers   la    dérivée  -j- >  S'   tend 
^  '   Ax  dx 

vers  S;  la  limite  -j-  est  donc  égale  à  S,  et  l'on  a 

d\ 

^  =8.  d\  =  Sdx. 

dx 

En  intégrant  de  Xq^  qui  donne  la  base  inférieure,  kX\^  qui  donne 
la  base  supérieure,  on  a  le  volume  total  considéré 

V=    r    \dx. 


F 


Cette  formule  est  aisée  à  retenir  :  elle  exprime  que  le  volume  V 
!st  la  somme  des  cylindres  infiniment  petits  inscrits  S  dx. 
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Remarque.  —  Pour  simplilier  le  raisonnement,  nous  avons 
supposé  que  la  projection  de  S  sur  le  plan  de  S'  {fig-  3^)  entoure 
complètement  S'.  Si  cette  projection  était  en  partie  sur  S'  et  en 
partie  en  dehors,  la  forme  du  raisonnement  devrait  être  un  peu 
modifiée,  mais  le  résultat  final  serait  le  même  :  le  volume  V,  limite 
de  la  somme  des  cylindres  inscrits  S  dx^  est  toujours  donné  par  la 
même  formule. 

49.  Cas  particulier  où  S  est  fonction  du  second  degré  de  a?.  — 
Supposons  que  l'aire  S  soit  une  fonction  du  second  degré  de  x  : 

a,  p,  Y  désignant  des  constantes.  Cette  propriété  est  indépendante 
de  la  position  de  l'origine.  ^  En  effet,  si  Ton  prenait  une  autre 
origine  en  conservant  la  même  direction  d'axes,  les  formules 
de  changement  de  coordonnées  donneraient,  entre  l'ancienne 
abscisse  x  d'un  point  et  la  nouvelle  x' ^  une  relation  de  la  forme 


Par  cette  substitution,  l'expression  S  du  second  degré  en  x  se 
transforme  évidemment  en  une  expression  du  second  degré  en  x' . 

Pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposerons  qu'on  ait  choisi 
pour  plan  des  yz  le  plan  de  la  base  inférieure;  alors  Xq^=^o  et 
X{  =  A,  si  h  désigne  la  hauteur  du  solide  (distance  des  plans  des 
bases).  L'aire  S  étant,  par  hypothèse,  du  deuxième   degré  en  x, 

on  a 

S  =  ax^  -+-  bx  +  c 

et 

V  =     /      ( ax^ -h  bx  -h  c)  clx. 


En  intégrant,  on  a  immédiatement 


\  —  a—-  ^  b v-  cil, 

i  2 


OU,  en  réduisant  au  même  dénominateui 


v(2aA2  4-  Zbh^ÇiC). 
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L'interpl^étation  géométrique  de  cette  formule  est  identique  à 
celle  de  l'expression  qui  donne  le  segment  parabolique  (n*^  33). 
Appelons  Sq  la  base  inférieure  correspondant  à  x  =  o;  on  a 

So  =  c; 
S,  la  base  supérieure  correspondant  i\  x  =  li^ 

S„i  la  section  médiane  correspondant  kx  =^  —  -, 

^,n  =a- — ho \-  c. 

La  parenthèse  figurant  dans  l'expression  de  Y  est,  comme  on  le 
vérifie  immédiatement, 

Sq-h-  Si+  4S„i  ; 

on  a  donc  enfin  la  formule 

(1)  V=|(So+S,-^4S.,)- 

On  vérifiera,  comme  exercice,  que  cette  même  formule  (i) 
s'applique  lorsque  S  s'exprime  par  un  polynôme  du  troisième 
degré  en  :r. 


Cas  particulier  oii  S  est  linéaiie  en  x.  —  Cette  formule 
établie  pour  a  quelconque,  s'applique  évidemment  quand  a  est  nul 
c'est-à-dire  quand  S  est  du  premier  degré  en^, 

S  =  ^37  -h  c. 

Mais  alors 

So=  c,         Si  ==  hh  4-  c,         'è,n  =  ^ H  c; 

donc 

S,,i  =:    -(  So-f-   Si  ) 

et  la  formule  générale  devient 

(2)  V=^(So-+-S, 
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50.  Exemples.  —  i*^  Solides  élémentaires.  —  La  formule 
précédente  (i)  s'applique  aux  solides  élémentaires,  tronc  de 
pyramide,  tronc  de  cône,  tranche  de  sphère.  En  effet,  dans  un 
tronc  de  pyramide  ou  de  cône,  les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  aux  bases  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  leuirs 
distances  x  au  sommet.  S  est  donc  une  fonction  du  second  degré 
de  X. 

Il  en  est  de  même  pour  une  tranche  de  sphère  à  bases  parallèles. 
En  effet,  si  Ton  prend  encore  l'axe  Ox  perpendiculaire  aux  bases, 
l'origine  étant  au  centre  de  la  sphère,  l'aire  S  de  la  section  faite 
par  un  plan  à  une  distance  x  du  centre  est 

S  =  7r(R2_a;2), 

OÙ  R  désigne   le    rayon    de  la    sphère.    Cette    expression   est   du 
deuxième  degré  en  x. 

1^  Tranche  elliptique  d\tne  surface  du  second  ordre.  —  La 
même  formule  s'applique  à  une  tranche  de  surface  du  second  ordre 
comprise  entre  deux  plans  parallèles,  pourvu  que  cette  tranche  ait 
un  volume  fini,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  les  plans  de  base  de 
la  tranche  coupent  la  surface  suivant  des  ellipses.  C'est  ce  qu'on 
pourra  vérifier  à  titre  d'exercice. 

INous  nous  bornerons  ici  à  une  tranche  d'ellipsoïde  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  à  un  plan  principal.  L'ellipsoïde  étant 
rapporté  à  ses  axes  a,  Z^,  c  a  pour  équation 

^2  yî  2' 

^^  "^  6^  "^  ^  "^  '  • 

Un  plan  x  =  const.,  parallèle  au  planj)/0^,  le  coupe  suivant  une 
ellipse  dont  les  axes  sont 


et  dont  l'aire 


*'=V-S'    ^'=V'-S 


s  ^  Tc6'c'  =  7t6c  (  [ 


est  une  fonction  du  second  degré  de  x.  La  formule  (i  )  s'applique 
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donc  à  une  tranche  quelconque  limitée  par  deux  plans  parallèles 
X  — •  oc Q  et  oc  —  oc  \ , 

Pour  avoir  Fellipsoïde  entier,  nous  prendrons  comme  plan  de  la 
base  supérieure  le  plan  tangent  x  ^=  a  :  ce  plan  coupant  la  surface 
suivant  un  point,  on  a  S,  =  o.  Prenons  de  même  comme  plan  de 
la  base  inférieure  le  plan  tangent  ^  =  —  a,  alors  S©  =  o.  La  section 
médiane  est  dans  le  plan  àes  yz]  elle  a  pour  aire 

'S„i  =  Tzbc. 

La  distance  h  des  plans  de  base  étant  ici  2«,  on  a,  pour  le 
volume, 

ia  4       / 

o  6 

3°  Paraboloïde  elliptique.  —  Considérons,  dans  un  para- 
boloïde  elliptique,  des  sections  elliptiques  parallèles  à  un  plan 
principal.  En  prenant  ce  plan  pour  plan  des  yz^  on  trouve  que 
l'aire  S  d'une  de  ces  sections  est  une  fonction  linéaire  de  son 
abscisse  x',  la  formule  simplifiée  (2)  s'applique  et  l'on  a,  pour  le 
volume  d'une  tranche, 

V=^(So-4-SO. 


II.  —  VOLUMES  DES  SOLIDES  DE  REVOLUTION. 
CENTRES  DE  GRAVITÉ  DES  AIRES  PLANES  HOMOGÈNES. 

ol.  Formule.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  soit,  dans  le 
plan  xOy^  une  courbe  C  ayant  pour  équation  {fig.  38) 

Cette  courbe  est  considérée  comme  la  méridienne  d'une  surface 
de  révolution  autour  de  Ox.  Prenons  sur  la  courbe  C  un  arc  AMB 
ne  traversant  pas  O.r,  et  abaissons  les  perpendiculaires  AA' et  BB' 
sur  l'axe  Ox.  Quand  on  fait  tourner  le  trapèze  curviligne  A'AMBB' 
autour  de  Ox^  il  engendre  un  volume  limité  latéralement  par  la 
surface  de  révolution,  à  droite  et  à  gauche  par  deux  parallèles  de 
rayons  AA'  et  BIV.  Découpons  ce  volume  en  tranches  infiniment 
minces  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  Ox.  La  section  S 
du  solide  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  situé  à  l'abscisse 
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OP  =  x^  est  un  cercle  de  rayon  MP  =/,  et  l'on  a 

S  =  T.y^. 
Donc  d'après  la  formule  générale  précédemment  établie  (n'*48) 


y 


2  dx. 


a  et  b  désignant  les  abscisses  des  points  A  et  B. 

Dans  cette  intégrale,  y  est  une  fonction  de  x  définie  par  l'équa- 
tion de  la  méridienne/  [x^  y)  =  o. 

On  peut  dire  que  le  volume  est  égal  à  l'intégrale  ir  /  f^  dx  prise 


le  long  de  l'arc  de  courbe  AMB. 


52.  Exemple.  —  Supposons  que  la  méridienne  soit  une  hyper- 
bole équilatère  ayant  les  axes  pour  asymptotes.  Son  équation  est 


xy  =  k- 


•^  X 


Le  volume  de  la  tranche  engendrée    par    A'AMBB'   est   alors 


L'intégrale  indéfinie  étant  - — ,  on  a 


V  =  TrÂ:« 


Remarque.  —   Quand  on  fait  croître  b  indéfiniment,   V  tend 
vers  une  limite 

a 


inV 


APPELL.  —    ST. 
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Nous  avons  vu,  au  contraire,  que  l'aire  du  segment  plan 
A'AMBB'  augmente  indéfiniment,  quand  B  s'éloigne  sur  l'hyper- 
bole (n*^  32). 

53.  Volume  de  révolution  engendré  par  une  courbe  fermée 
plane.  —  Soit,  dans  le  plan  des  ooy^  une  courbe  fermée  C  située 
d'un  même  côté  de  l'axe  de  révolution  Ox  {fig-  39,  1). 

Fig.  3g. 


Proposons-nous  encore  de  calculer  le  volume  engendré  par  la 
rotation  de  l'aire  C  autour  de  Ox.  Pour  cela,  menons  les  tangentes 
à  C  perpendiculaires  k  Ox^  AA  et  BB'.  Supposons  qu'une  parais 
lèle  à  Oy  située  à  une  abscisse  OP  =  x  coupe  la  courbe  C  en  deux 
points  M,  et  M2  d'ordonnées  y<  ely^-  Le  volume  cherché  \  est  la 
différence  des  volumes,  engendrés  par  les  segments  A'AMoBB'  et 
A'AM^BB': 

y  =  111     yldx  —  izj     y\ 


dx. 


On  peut  écrire  aussi 


^      /     yï^^-^i     y\dx\.^ 


en  intervertissant  les  limites  de  la  deuxième  intégrale  et  changeant 
son  signe.  On  peut  dire  alors  que  le  volume  V  est  égal  à  l'inté- 
grale 


(3) 


prise  le  long  de  la  courbe  C  dans  le  sens  de  la  flèche  (sens  négatif); 
c'est  ce  qu'on  convient  d'indiquer  par  l'indice  (G)  et  le  signe  — 
surmontant  l'intégrale. 
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Le  moyen  le  plus  simple  de  calculer  cette  intégrale  (3)  est 
d'exprimer  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  la  courbe  G  en 
fonction  d'un  paramètre  t^ 

de  telle  façon  que,  t  variant  de  a  à  p,  le  point  de  coordonnées  x< 
et  y  fasse  une  fois  le  tour  de  la  courbe  G,  dans  le  sens  de  la  flèche. 
On  a  alors,  en  prenant  t  comme  variable  dans  l'intégrale  (3), 


54.  Cas  où  la  courbe  coupe  l'axe.  —  Dans  ce  cas  {fi g-  39,  II), 
on  évaluera  séparément  les  volumes  engendrés  par  les  deux  aires 
DG'E  et  DG'E,  situées  de  part  d'autre  de  l'axe  Ox. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l'intégrale 


y'^dx, 


prise  le  long  de  la  courbe  G  dans  le  sens  de  la  flèche,  représente 
alors  la  différence  V — Y"  entre  les  volumes  V  et  V'  engendrés 
par  ces  deux  aires.  En  effet,  le  volume  engendré  par  DGŒ  est 


^/.; 


(DC»E) 


y  désignant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'arc  DG^E  et  l'indice  (DG'E) 
de  l'intégrale  signifiant  que  cette  intégrale  est  prise  le  long  de 
l'arc  DG'E.  De  même,  le  volume  \"  est 


I        y^  dx, 


7t 

'(l)C"E 


)'  désignant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'arc  DG'E. 
La  différence  de  ces  volumes  est 

OU,  en  invertissant  les  limites   de  la  deuxième  intégrale  et  chan- 
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géant  son  signe 

V- 
c'est-à-dire 

«^(DC'E,                              ''(ECl)) 

U) 

V'-V'=;r  f  y'dx, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  delà  courbe  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Ainsi,  dans  ce  cas,  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  repré- 
sente la  différence  des  volumes  engendrés  par  la  portion  d'aire 
placée  au-dessus  et  la  portion  d'aire  placée  au-dessous  de  l'axe.  Ce 
fait  devient  d'ailleurs  évident  si  l'on  remarque  que,  x  et  y  dési- 
gnant les  coordonnées  d'un  point  M  qui  décrit  la  courbe  dans  le 
sens  indiqué,  doo  est  positif  quand  x  croît  et  négatif  quand  il 
décroît.  La  somme 

dx 


^fr- 


contient  alors  positivement  les  éléments  du  volume  engendré  par 
l'aire  DG'E  et  négativement  les  éléments  du  volume  engendré  par 
l'aire  DC'E. 

Nous  avons  supposé  que  la  courbe  n'est  rencontrée  qu'en  deux 
points  par  une  parallèle  à  Oy.  Si  la  courbe  a  une  forme  plus 
compliquée,  sans  points  doubles,  on  procédera  comme  pour  les 
aires  (//_«.  26)  et  l'on  montrera  que  les  résultats  précédents  sont 
encore  applicables  :  si  l'axe  ne  traverse  pas  l'aire,  le  volume 
engendré  est  '^  j  y'^  dx,  l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe 
dans  le  sens  indiqué.  Si  l'axe  traverse  Faire,  cette  intégrale  donne 
la  différence  des  volumes  engendrés  par  les  aires  situées  de  part 
et  d'autre  de  l'axe. 

55.  Exemple.  —  Volume  du  tore.  —  Le  tore  est  une  surface  de 
révolution  dont  la  méridienne  est  un  cercle.  L'axe  de  révolution 
étant  pris  pour  axe  Ox^  prenons  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  G  du  cercle  générateur  sur  Ox.  Soit  OG  =  a, 
et  soit  R  le  rayon  du  cercle.  Nous  supposons  que  le  cercle  ne  coupe 
pas  l'axe,  c'est-à-dire  que  a  est  supérieur  à  R.  Le  volume  V  du 
tore  est  égal  à  l'intégrale  {fig-  4o) 


'h 


■'^dx. 
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prise  sur  la  (circonférence  du  cercle  générateur.  Or  les  coordon- 
nées X  Ql  y  d'un  point  M  de  cette  circonférence  sont 

a7=.B.^in^,        ^  =  a-+-Rcos^, 

t  désignant  l'angle  yGM.  Pour  que  le  point  M  fasse  le  tour  de  la 

Fig,  4o. 


^ 

r 

(( 

G      ) 

/'" 

\      0 

G,      / 

C" 


circonférence  dans  le  sens  négatif,  il  faut  faire  varier  t  de  o  à  27:. 
Donc 

0 

J^2TT  ^2U  ^27T 

'       costdt-hiTiaR^-  cos^tdt-t-TiK^  cos^tdt. 

0  «-0  ^U 

La  première  et  la  dernière  intégrale  sont  nulles  ;  en  effet,  dans 
l'intervalle  de  o  à  27:,  les  fonctions  cosf  et  cos^^  prennent  des 
valeurs  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  les  éléments  de 
chacune  des  deux  intégrales  ont  donc  deux  à  deux  des  sommes 
nulles,  et  les  intégrales  elles-mêmes  sont  nulles. 

Quant   à   la   deuxième   intégrale,    en   y   remplaçant   cos-^^  par 

I-|-COS2^         11        1        • 

,  elle  devient 


£ 


cos^t  dt 


i 


(i  -+-  cosit)  dt 


1  s  I  n  2  ^ 

-t-] — - 

2  4 


On  a  donc 


V  =  2u2aR2=  7rR2.27r, 
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Cas  où  le  cercle  coupe  Vaxe.  —  Si  le  cercle  coupe  l'axe 
(cercle  pointillé  dans  la  figure  4o),  a  est  moindre  que  R.  L'inté- 
grale 


k:  /jk2  dx, 


prise  le  long  de  la  circonférence  du  cercle  générateur  dans  le  sens 
de    la    flèche,   est  égale    à    la    diff'érence  des    volumes   V  et  V" 
engendrés  par  le  segment  CCD  et  le  segment  DG'C. 
On  a  donc  alors,  par  le  même  calcul, 

V— V"=TrR2.2ra. 

56.  Centre  de  gravité  d'une  aire  plane  homogène.  Théorème  de 
Guldin.  —  Quand  on  connaît  le  centre  de  gravité  d'une  aire  plane 
supposée  homogène,  on  en  déduit  facilement  le  volume  engendré 
par  cette  aire  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 

Commençons  par  rappeler  les  formules  donnant  le  centre  de 
gravité  d'une  aire  plane. 

Soit  une  aire  plane  homogène  A,  rapportée  à  deux  axes  Ox  et 
Oy^  G  son  centre  de  gravité  et  Y  l'ordonnée  GG'  du  centre  de 
gravité.  Nous  allons  montrer  qu'on  a,  dans  tous  les  cas  de  ligure, 

(5)  AY=  -    f  y'-dx, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  G  qui  limite  l'aire,  dans       » 
le  sens  de  la  flèche  {fig-  Sp). 

'En  eifet,  l'ordonnée  Y  du  centre  de  gravité  d'un  système,  de 
masse  totale  M,  est  donnée  par 


MY 


my. 


quand  le  système  est  décomposé  en  élémetits  de  masse  m  dont  le 
centre  de  gravité  a  pour  ordonnée  y.  L'aire  considérée  étant 
homogène,  on  peut  admettre  que  la  masse  d'une  portion  de  l'aire 
est  exprimée  par  le  même  nombre  que  son  aire. 

Décomposons  l'aire  A  par  des  parallèles  à  Oy  en  rectangles 
infiniment  petits  M,N4N2M2  de  hauteur  dx  et  appelons  j^,  et  y 2 
les  ordonnées  des  deux  points  Mj  et  M2.  Le  centre  de  gravité  g 
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du  rectangle,  étant  au  centre  de  figure,  a  pour  ordonnée 


^ 


D'ailleurs,  quelle  que  soit  la  position  des  deux  points  M,  et  Mg 
par  rapport  à  l'axe,  qu'ils  soient  tous  les  deux  d'un  côté  comme 
dans  la  figure  ^g,  I,  ou  l'un  au-dessus  et  l'autre  au-dessous, 
comme  dans  la  figure  89,  II,  l'aire  du  rectangle  est 

m  =  {y-2~- Xi)  dx\ 
on  a  donc 

my  =  (  y.,  —  y^)  dx^^^^^'  =  ^  (jKi  -  y\,)  dx. 

La  somme  de  ces  produits  étendue  à  toute  l'aire  est 

/ 

^rny  =  -    \      {y\—y\)dx, 
*^  Il 

en  appelant  a  ei  b  les  jc  des  tangentes  verticales  AA'  et  BB'. 

Cette  somme  étant  égale  au  produit  de  l'aire  totale  A  par  l'or- 
donnée Y  du  centre  de  gravité,  on  a 

AY=  -  /    (yl-yhd^ 


Or,   cette  dernière  intégrale  est,   comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut,  égale  à  l'intégrale 


/  y~dx, 


prise   le  long  de  la  courbe  limitant  l'aire  A,  dans  le  sens  de  la 
flèche  (sens  négatif).  La  formule  (5)  est  donc  démontrée. 

On  trouverait  de  même  l'abscisse  X  du  centre  de  gravité  G,  par 
la  formule 


f  x^dy,    • 

l'intégrale  étant  prise  en  sens  contraire  (sens  positif)  sur  le  contour. 

Théorème  de  Guldin.  —   Le  volume  engendré  par  une  aire 
plane  A  tournant  autour  cT un  axe  Ox  situé  dans  son  plan  et 
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qui  ne  la  traverse  pas,  est  égal  à  faire  A  multipliée  par  la 
circonférence  décrite  par  le  centfe  de  gravité  de  V aire  sup- 
posée homogène. 

En  effet,  nous  avons  trouvé  (n°  53)  que  le  volume  engendré  \ 
est  donné  par  la  formule 


y^  dx. 


Mais  la  formule  (5)  montre  que  l'intégrale  du  deuxième  membre 

est  égale  à  2AY,  Y  désignant  l'ordonnée  du  centre  de  gravité.  On 

a  donc  § 

V  =  A.2;:Y, 

ce  qui  démontre  le  théorème,  car  2 7: Y  ou  2  7rGG'  est  la  circonfé- 
rence décrite  par  le  centre  de  gravité. 

Cas  où  la  courbe  coupe  V axe.  —  Dans  ce  cas,  la  différence 
des  volumes  V  et  V  "  engendrés  par  les  parties  de  l'aire  situées  au- 
dessus  et  au-dessous  de  l'axe,  est  donnée  par  la  formule 

V— ¥"=:  TT  f  y^dx. 
On  a  donc  alors,  d'après  (5), 

Y'-\"=  A.ir.Y. 

Ainsi,  en  appliquant  à  une  aire  qui  traverse  l'axe  la  formule 
fournie  par  le  théorème  de  Guldin,  on  trouve  la  différence  V  —  V. 

En  particulier,  si  l'on  fait  tourner  une  aire  plane  autour  d'un 
axe  de  son  plan  passant  par  le  centre  de  gravité,  on  a  1  =0, 

V'— V"=o, 

ce  qui    signifie  que  les  volumes  engendrés  par  les  deux  parties 
EC'D  et  EC"D  sont  alors  équivalents. 

Le  tore  fournit  un  exemple  simple  de  l'application  de  ce  théo- 
rème. Nous  avons  trouvé,  en  effet,  que  le  volume  du  tore  est  égal 
à  l'aire  A  =  tiR^  du  cercle  générateur  multipliée  par  la  circon- 
férence 2  7za  décrite  par  le  centre  du  cercle,  qui  est  évidemment 
son  centre  de  gravité. 
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III.  —  MOMENTS  D^INERTIE. 
CENTRES  DE  GRAVITÉ  DES  VOLUMES  HOMOGÈNES. 

37.  Moments  d'inertie.  —  Etant  donné  un  système  de  points 
matériels,  on  appelle  : 

Moment  d'' inertie  du  système  par  rapport  à  un  plan  P,  la 
somme  Smo^  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de 
chaque  point  par  le  carré  de  sa  distance  ô  au  plan  P; 

Moment  d^ inertie  du  système  par  rapport  :i  un  axe  y,cf! ^  la 
somme  S/?ir-  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de 
chaque  point  par  le  carré  de  sa  distance  r  à  l'axe  aa'  ; 

Moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  un  point  O^  la 
somme  SmR-  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de 
chaque  point  par  le  carré  de  sa  distance  R  au  point  O. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  appelons  u-y^-)  \^zxi 
iKxy  les  moments  d'inertie  d'un  système  par  rapport  aux  trois 
plans  yOz,  zOx^  xOy^  jjl^,  [jlj,  ]j,z  ses  moments  d'inertie  par 
rapport  aux  trois  axes  Ox^  Oj',  G 5,  et  ^o  son  moment  d'inertie 
par  rapport  au  point  O.  On  a 

On  en  conclut  immédiatement 

[Ar  ^  l-'-zx  ~+~  l^xyt 
Ko  =   l^yz  H-  f^3.r  +  [J^xy  =  H-vs  +  l^x  ', 

ou,  en  langage  ordinaire  :  le  moment  d'inertie  d'un  S)  stème,  par 
rapport  à  un  axe,  est  égal  à  la  somme  de  ses  moments  d'inertie 
par  rapport  à  deux  plans  rectangulaires  passant  par  l  axe  ; 
le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  un  point,  est  la  somme  des 
moments  dHnertie  par  rapport  aux  trois  faces  d' un  trièdre 
trirectangle  ayant  ce  point  pour  sommet,  ou  la  somme  des 
moments  d'inertie  par  rapport  à  une  face  et  à  l'arête  opposée 
de  ce  trièdre. 
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Si  l'on  veut  calculer  le  moment  d'inertie  d  un  corps  continu 
par  rapport  à  un  plan,  un  axe  ou  un  point,  on  le  divise  en  éléments, 
de  masse  infiniment  petits  dm  et  l'on  calcule  les  sommes  intégrales 


I  0-  dm,  j  r^  dm,  j  R2  ^/^^ 


dont  chaque  terme  est  le  produit  de  la  masse  dm  d'un  élément 
par  le  carré  de  sa  distance  au  plan,  à  l'axe  ou  au  point. 


58.  Moments  d'inertie  des  aires  planes  homogènes.  —  i'^  Rec- 
tangle homogène.  —  Soit  un  rectangle  homogène  M<IN\M2N2  : 
cherchons  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  O^  parallèle 
à  l'un  des  côtés  M,N,,  cet  axe  pouvant  d'ailleurs  occuper  une 
position  quelconque  par  rapport  au  rectangle,  comme  le  montrent 
les  trois  cas  de  figures  indiqués  {/ig-  4i)-  Appelons  h  la  longueur 


Fig. 


^     ""h' 


M^    N, 


M,  N, 


M,     N 


M,^N, 


du  côté  M,N,,  y,  etjv'2  les  ordonnées  des  côtés  M,N,  et  M^Na 
(^2>»7<),  et  0  la  masse  de,  l'unité  de  surface  du  rectangle.  Si 
l'on  considère,  dans  le  rectangle,  une  bande  infiniment  mince 
comprise  entre  deux  parallèles  à  O^  d'ordonnées  jr  etr-\-dy, 
sa  masse  est  dm  =  phdj.  Le  carré  delà  distance  de  cette  tranche 
dm  k  Ox  est  y-  :  on  a  donc,  pour  le  moment  d'inertie  cherché  u.^, 


l^x=  y""  dm  =  ph  I      jk2  ciy  = 


{y\-y\)' 


2"  Aire  plane  homogène  limitée  par  une  courbe  fermée  sans 
points  doubles.  —  Soit  d'abord,  comme  dans  la  figure  Sq,  une 
aire  plane  homogène  limitée  par  une  courbe  qui  est  rencontrée  en 
deux  points  seulement  M,  et  M2  par  une  parallèle  à  0/  :  appelons 
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p  la  masse  de  l'unité  de  surface.  La  bande  infiniment  mince 
MiN<N2M2  comprise  entre  deux  ordonnées  correspondant  aux 
abscisses  x  et  x  -{-  dx  peut  être  assimilée  à  un  rectangle  dont  la 
dimension,  parallèle  à  0.r,  est  h  =  dx.  D'après  la  formule  précé- 
dente, le  moment  d'inertie  de  ce  rectangle,  par  rapport  à  O^,  est 

J'i  ^t.X2  désignant  les  ordonnées  des  points  M,  et  M^.  Le  moment 
d'inertie  de  Taire  totale,  par  rapport  à  O^,  est  donc 

a  el  b  désignant  les  abscisses  des  tangentes  verticales  AA'  et  BB', 
On  peut  écrire  l'intégrale 

J^b  ^b  ^  b  ^  a 

'      yl  dx  —  /     y\  dx  =   /      y\  dx  -\-   i     y\  dx, 

et  l'on  voit  que  la  somme  des  deux  dernières  intégrales  est  l'inté- 
grale 

J^    y"^  dx 
(C) 

prise  sur  la  courbe  limite  dans  le  sens  de  la  flèche  {^fig-  Sg)  (sens 
négatif).  On  a  donc  enfin 


'''  ^^=fX 


y^  dx. 

(C) 


On  verra,  comme  nous  l'avons  vu  pour  l'intégrale  curviligne 
donnant  l'aire  {fig.  26),  que  la  même  formule  s'applique  à  une 
aire  plane  limitée  par  une  courbe  fermée  quelconque,  sans  points 
doubles. 

Pour  évaluer  pratiquement  l'intégrale  (6),  on  exprime  les 
coordonnées  x  et  y  d'un  point  du  contour,  en  fonction  d'un  para- 
mètre t 

de  telle  façon  que,  t  variant  de  a  à  p,  le  point  x^y  fasse  une  fois 
le  tour  du  contour  dans  le  sens  indiqué.  On  a  alors,  en  prenant  t 
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comme  variable, 

P    r^ 

f^:r-|J       t{t)f'{t)dt. 

Exemple.  —  Moment  dUnertie  de  Caire  d''une  ellipse  homo- 
^gène  par  rappo^'t  au  grand  axe.  —  Si  l'on  prend  le  grand  axe 
pour  axe  Ox  {fig.  23),  on  a  pour  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'ellipse 

et  il  suffît  de  faire  varier  t  de  27z  à  o,   pour  que  le  point  a^,  y 
décrive  l'ellipse  dans  le  sens  négatif.  Donc 

L'intégrale  définie  qui  figure  dans  cette  formule  est  le  quadruple 
de  l'intéerrale 


=  f    sin* 


'  1.3    T. 


t  dt 

2.4  2 


calculée  au  n^  40  (exemple  I).  Donc  elle  est  égale  à  —  et  l'on  a 

\^x  =  P  — T—  =  M  —  , 


M  désignant  la  masse  totale  de  l'ellipse  izabo.  De  môme,  par 
rapport  au  petit  axe,  le  moment  d'inertie  de  l'ellipse  est  M  —,  et 
par  rapport  au  centre  M  — - —  . 

59.   Centre  de  gravité  d'un  volume  homogène.  —  Soit  un  solide 

homogène  de  la  forme  indiquée  au  n°  48;  en  adoptant  les  nôlations 

de  ce  numéro,  appelons  S  l'aire  de  la  section  du  solide  par  un 

plan  parallèle  àyOz,  d'abscisse  x  :  l'aire  S  est  une  fonction  de  x. 

La  tranche  infiniment  mince,  comprise  entre  les  plans  d'abscisses 

X  et  X  -{-  dxj  peut  être  assimilée  à  un  cylindre  droit  de  volume 

S<^^  et  de  masse 

dm  =  p  S  dx, 

p  désignant  la  masse  de  l'unité  de  volume. 
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Appelons  ^ojJKoî^o   les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de 
l'aire  S  supposée  homogène;  on  a  d'abord 

puis,  dans  chaque  cas  particulier,  Yq  et  Zq  sont  des  fonctions 
de  X.  Le  centre  de  gravité  de  la  tranche  diffère  infiniment  peu  de 
celui  du  cylindre  homogène  Sc/x,  lequel  diffère  infiniment  peu  du 
centre  de  gravité  Xq^  y^^  So  de  la  base  S.  Les  coordonnées  X,  Y,  Z 
du  centre  de  gravité  de  'la  masse  totale  M  sont  alors  données  par 
les  formules 

MX  =  I  xodm,  MY  =    l  y^^dni,  MZ=jzQdm 

ou  encore 

MX  =  p  fxo  S  dx,  MY  =  p  /jo  ^  dx,  MZ  =  p  f  Zq  S  dx, 

où  M  =  p V,  V  désignant  le  volume  du  solide  et  Xq=  x. 

Application  :  demi-ellipsoïde.  —   Soit  à  trouver  le  centre  de 
gravité  de  la  moitié  de  l'ellipsoïde 

^2  y1  z^ 

située  du  côté  positif  du  plan  j/ Os.  On  a  ici  (n*'  50) 

S  =  Tz^cf  I  —  ^r 


Le  centre  de  gravité  est  évidemment  sur  Ox.  On  a 

M=-::paèc,  MX  =  p   /      r.bclx ^\xdx, 


X  =  -  a. 


60.  Moment  d'inertie  du  même  solide  par  rapport  auplanyOs.  — 
La  tranche  cylindrique  élémentaire,  comprise  entre  les  plans  x  et 
X  H-  dx^  a  pour  masse  dm  =  pSr/^r.  Tous  ses  éléments  sont  à  la 
même  distance  ±  x  àw  plan  yOs;  le  moment  d'inertie  du  solide, 
par  rapport  au  plan  j^ Os,  est  donc 


jji^.,  z=  i  x^  dm  =  p  j  x^S  dx. 
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Exemple.  —  Moment  cV inertie  d'un  ellipsoïde  par  rapport  à 
un  plan  principal.  —  Le  moment  d'inertie  de  i'ellipsdïde  (7) 
par  rapport  au  planj^O^  est 


\^yz 


^I_       ^^^(»-fi)-^'^^' 


4  ~ùhcà^        ..  «2 

en  appelant  M  la  masse  totale  -  Tzpabc  de  l'ellipsoïde. 

61.  Application  à  un  volume  de  révolution.  —  Considérons  en 
particulier  le  volume  homogène  engendré  par  une  aire  fermée 
plane  {/ig-  Sg,  I)  tournant  autour  d'un  axe  O^  situé  dans  son 
plan  et  ne  la  traversant  pas.  Si  l'on  suppose  d'abord,  comme  dans 
la  figure  39,  I,  que  la  courbe  limite  est  rencontrée  par  une 
ordonnée  en  deux  points  M,  et  jVL,  on  voit  que  la  section  S  du 
solide  de  révolution  par  un  plan  perpendiculaire  à  0;r,  en  un 
point  P,  est  une  couronne  comprise  entre  deux  cercles  concen- 
triques de  rayons  1',  et  y 2-  On  a  donc 

Centre  de  gravité.  —  Ce  point  est  sur  Ox  par  raison  de 
symétrie  ;  son  abscisse  X  est  donnée  par 

MX  =r -p   /     {y\ — y\)xdx  =  r.p\     j     ylx  dx -^-  j     y\x  dx\ 


rp   /  y'^x 


dx. 


l'intégrale  étant  prise  sur  la  courbe  limite  C,  dans  le  sens  de  la 
flèche  (sens  négatif)  (fig-  Sg). 

Moment  d'inertie  du  même  solide  par  rapport  à  un  plan 
perpendiculaiie  à  Caxe  (plan  yOz).  —  On  a 


V-i 


z=-p  I     iyl  —y\)x'^dx 

=  7:p        /      x^y\  dx  -f-    /      x^y\  rfar     =  7:p   /    x'^y^  dx, 

V^^'n  ''b  "  J  ^^'iC^ 
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l'intégrale  étant  encore  prise  sur  le  contour,  toujours  dans  le  sens 
négatif. 

On  verra,  comme  pour  les  aires  planes  {jig-  26),  que  ces  deux 
formules  s'appliquent  au  volume  engendré  par  une  aire  limitée 
par  une  courbe  sans  points  doubles,  pourvu  que  U axe  O x  ne  la 
traverse  pas. 

Appiication  à  un  tore.  —  Cherchons  le  moment  d'inertie  d'un 
lore  par  rapport  au  plan  de  son  équaieur. 

Si  nous  reprenons  la  figure  (4o)  du  n*'  55,  le  plan  des  j'j3,  per- 
pendiculaire à  Ox  en  O,  est  précisément  le  plan  de  Féquateur. 
Les  coordonnées  d'un  point  M  du  cercle  générateur  sont 

^y.=  r.plx'^y^-d.v  =  T.p   /        R2  sinU(a -+- R  cos/)2  R  cos^- c^^. 

«y  Jn 


•-0 

En  développant,  on  voit  d'abord  que  les  deux  intégrales 


^271  ^271 

/        sin^  ;  cos^ //^,  /        sin 


2^  cos'^t  dt 


sont  nulles,  car  les  éléments,  dans  chacune  d'elles,  sont  deux  à 
deux  égaux  et  de  signes  conti'aires  pour  les  valeurs  t  et^-f-Tc. 
Ensuite 


.■2TC  ^27r-„_,  ^271 


•    0 

d'où 


/        s\n^ t  co^'U  dl  ^ — dt  = — —dt=-; 


en  désignant  par  M  la  masse  du  tore 

M  =  p.'>.7:2aR2. 

62.  Moment  d'inertie  d'un  solide  de  révolution  homogène  par 
rapport  à  son  axe.  —  1°  Moment  d^ inertie  d'un  cylindre  de  révo- 
lution Jiomogène  par  rapport  à  son  axe.  —  Soient  h  la  hauteur, 
R  le  rajon  du  cylindre,  p  la  masse  de  l'unité  de  volume,  p.  le 
moment  d'inertie  cherché.  La  masse  du  cylindre  est 

M  ==  7rR2/ip. 
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Si  R  croît  de  <iR,  la  masse  M  aiigmenle  de 

Cette  masse  t/M  forme  une  couche  infiniment  mince,  comprise 
entre  le  cylindre  de  rayon  R  et  le  cylindre  de  même  axe  de 
rayon  R  H-  t/R  :  tous  ses  éléments  sont  à  la  même  distance  R  de 
l'axe.  L'accroissement  d'^  du  moment  d'inertie  est  le  moment 
d'inertie  de  cette  couche,  c'est-à-dire  R2<:/M.  Donc 

dix^^R^AT.RhpdR). 
En  intégrant  et  remarquant  que  ix  s'annule  avec  R, 
(8)  a=-;ipR*A. 

i*'  Solide  de  révolution.  —  Soit  le  solide  engendré  par  une 
aire  plane,  tournant  autour  d'un  axe  Oûf,  situé  dans  son  plan  et  ne 
la  traversant  pas.  Supposons  d'abord,  comme  dans  la  figure  89,  1, 
que  les  parallèles  à  Oy  ne  coupent  la  courbe  qu'en  deux  points  M, 
et  Mo,  d'ordonnées  y,  ety2-  Prenons  deux  ordonnées  infiniment 
voisines,  d'abscisses  x  et  x-^dx\  la  tranche  engendrée  par  la 
révolution  de  l'aire  infiniment  petite  MiN,N2M2  peut  être  assi- 
milée à  la  différence  de  deux  cylindres  ayant  pour  axe  O^r,  pour 
hauteur  dx  et  pour  rayons  y^  ^t/,.  Le  moment  d'inertie  d]x  de 
cette  tranche  par  rapport  k  Ox  est  la  difiérence  des  moments 
d'inertie  des  deux  cylindres,  donnés  successivement  par  la  for- 
mule (  8  )  où  h  =^  d.r  et  où  R  prend  les  deux  valeurs  j^  et  jki  ' 

T.  3 

du.  =  ^(y2  —y\)doc. 

Le  moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  kOx  est  la  somme 
des  moments  d\k  des  tranches.  Donc 

l'intégrale  étant  prise  sur  la  courbe  limite  (C)  dans  le  sens  de  la 
flèche  (sens  négatif). 

Cette  formule  s'étend,  toujours  par  la  même  méthode,  à  une  aire 
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plane  quelconque  ne  traversant  pas  Ox^  et  limitée  par  une  courbe 
sans  points  doubles. 

Exemple.  —  Moment  d'inertie  d'un  tore  par  rapport  à  son 
axe.  —  La  figure  étant  faite  comme  au  n**  55,  on  a,  pour  les  coor- 
données d'un  point  du  contour  du  cercle  générateur, 

a7  =  Rsin^,        y  =  a  ^Kcost. 
Alors,  d'après  la  formule  précédente, 

fjL^=  ~    /       (a -h  R  cos^)*R  cos^ 

2       Jr. 


dt. 


Si  l'on  développe  le  binôme,  les  intégrales  contenant  des  puis- 
sances impaires  de  cos^  sont  nulles.  Il  reste 

f       cos2/ o?^-H  2itpaR*  /       co%''tdt. 

0,  *^0 

On  a  donc,  d'après  les  valeurs  des  intégrales, 

cos2«c?^  =  7r,  /        cos'*  t  dt  =  -Ti, 

en  appelant  M  la  masse  totale  du  tore. 

63.  Résumé.  —  En  résumé,  on  a  les  résultats  suivants  pour  une 
aire  plane  limitée  par  un  contour  C,  sans  points  doubles  : 
I**  Aire 

X  z=  I   y  dx  ; 

2^  Ordonnée  du  centre  de  gravité  de  l'aire 

3°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  Ox,  de  l'aire  supposée  de 
densité  p,  v 


/   r^dx; 
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4**  Moment  d'inertie  par  rapport  à  O^,  du  volume  V  de  densité  p, 
engendré  par  Faire  tournant  autour  de  Oa?, 


les  quatre  intégrales   j  y"dx^  où  ai  =^  i ,  2,  3,  4 5  étant  prises  le  long 

du  contour  G  dans  le  sens  négatif.  Les  trois  premières  formules 
sont  exactes  quand  l'aire  est  traversée  par  l'axe  O^  ;  la  quatrième 
suppose  que  l'aire  n'est  pas  traversée  par  Ox  ; 

5"  Abscisse  du  centre  de  gravité  du  volume  V  engendré  par  la 
rotation  de  l'aire  autour  de  Ox  : 

X=  ;^   f  y^xdx', 
6°  Moment  d'inertie  du  volume  V  par  rapport  au  plan  y  0;3  : 

\i-yz  =  T^P    I      ^^y^  dx. 
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ET  DES  SURFACES  CONIQUES. 


I.  —  RECTIFICATION  DES  COURBES. 

64.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  —  Prenons  sur  une  courbe 
donnée,  plane  ou  gauche,  deux  points  A  et  B.  Par  définition,  la 
longueur  de  l'arc  de  courbe  AB  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
périmètre  d'une  ligne  brisée  AM,  M2  . .  .M„_i  B  inscrite  dans  l'arc, 
quand  le  nombre  des  côtés  de  cette  ligne  augmente  indéfiniment, 
chacun  d'eux  tendant  vers  zéro  {fig.  42). 


Nous  admettrons  que  cette  limite  existe  et  est  indépendante  de 
la  loi  suivant  laquelle  on  fait  tendre  les  côtés  de  la  ligne  brisée 
vers  zéro.  Nous  admettrons,  en  outre,  que  la  longueur  de  l'arc 
ainsi  définie  possède,  comme  un  arc  de  cercle,  cette  propriété  que 
le  rapport  de  la  corde  à  l'arc  tend  vers  l'unité  quand  l'arc  tend 
vers  zéro.  Voici  comment  on  peut  alors  obtenir  facilement  la 
différentielle  de  l'arc  : 

Soient 

les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  t.  Appelons  s  l'arc  de  courbe  O^M  compté  à  partir 
d'une  origine  fixe  O',  prise  sur  la  courbe,  jusqu'au  point  M  :  cet 
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arc  est  évidemment  une  fonction  de  t.  Quand  on  fait  croître  t  de 
A^,  les  coordonnées  a?,  y,  z  subissent  des  accroissements  A:r,  Ay, 
A^,  le  point  M  se  déplace  de  M  en  M'  et  l'arc  s  croît  d'un  arc  MM' 


égal  à  A5.  On  a  alors 


corde  MM'  —  ^ Ax^ -+■  Ly%  -+-  As^, 
d'où 

A5 

arc  MM'  A5  Â7 


corde  MM' 


v/Ax2  H- Aj'S -h  A^2 


\/m-m-m 


Quand  It  tend  vers  zéro,  le  rapport  de  Tare  à  la  corde  tend 

vers  1,  comme  nous  l'admettons;  —,  — -j  -f-y  -r-  tendent  vers  les 

It      \t      A^      A/ 

, ,    .    ,       ds    dx    dy    dz  ,, 

dérivées  -7-,  -7-,  -j-,  -7-,  et  1  on  a 
dt     dt     dt     dt 

ch 

dt 


on    en    déduit,    en    chassant    le    dénominateur,    puis    multipliant 
par  dt^ 

ds  =  \Jdx°^  -H  dy^-  -\-  dz^. 

Cette  formule  est  aisée  à  retenir,  car  elle  exprime  que  l'arc  infi- 
niment petit  MM'  est  équivalent  à  sa  corde. 

Voici  quelques  applications  immédiates  de  ces  formules.  Nous 
en  donnerons  d'autres,  notamment  la  rectification  de  l'ellipse, 
quand  nous  aurons  étudié  les  développements  en  séries  de 
puissances. 

60.  Chaînette;  —  La  courbe  appelée  chaînette  est  la  figure 
d'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  suspendu  par  ses  deux  extré- 
mités. Elle  a  pour  équation 


=  ^G^ 


a  ch  - 


a  désignant  une  longueur.  Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  Oy\  elle  a  la  forme  indiquée  sur  la  figure  43;  l'ordonnée 
du  sommet  B  est  égale  à  a. 
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Calculons  l'arc  BM  =  s.  Nous  prendrons  ici  l'abscisse  comme  le 
paramètre  en  fonction  duquel  s'expriment  les  coordonnées.  On  a 


dy 


=  ^(J- 


e    ""    dx 


donc 


ds 


s/dx^  -+-  dy'*-  =  -\  k-\-  \e"  —  e    "  /  dx. 


En  développant  la  quantité  sous  le  radical,  on  voit  qu'elle  est  le 

X  .r 

carré  de  e^+e    ".  Donc 

ds  =  l\e~'-h  e~^)  dx. 

,  En  intégrant  et  remarquant  que  5  doit  s'annuler  avec  l'abscisse  x 
du  point  M,  on  a 

1  a 

Il  est  aisé  de  construire  s  :  en  effet,  on  vérifie  immédiatement  la 
relation 


yt  —  s'^—  a', 


y -a' 


qui  permet  de  construire  s  comme  côté  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  y  et  pour  autre  côté  a. 
Voici  comment  on  peut  faire  cette  construction  :  menons  la 
tangente  en  M,  l'ordonnée  MP,  et  abaissons  la  perpendiculaire 
PC  sur  la  tangente  :  nous  allons  montrer  que 


PG  =  a, 


MC  =  s. 
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En  efFet,  l'angle  o-  que  fait  la  tangente  en  M  avec  Ox  est  tel  que 

^  dx        i^ 

donc,  d'après  la  valeur  de  5, 


s 
tangd  =  - 


On  en  conclut,  comme  a^ -{- s'^  ^=^  y- ^ 

\s  a 

sina  =  —  )  cosa  =  -  • 

y  y 

Gomme,  dans  le  triangle  MPC,  l'angle  en  P  est  égal  à  a-,  on  a 

MG  =  j^  sina  =  5,         PG=j'Cosa  =  a. 
Remarque.  —  Si  l'on  appelle  A  l'aire  du  segment  OBMP,  on  a 

dk=Ydx=  -W-^e"^)dx; 

d'où,  en  intégrant  et  remarquant  que  A  s'annule  avec  a?, 

K=—\e~'—e~'")=as. 

L'aire  A  est  donc  le  double  de  l'aire  du  triangle  MPC. 

66.  Cycloïde.  —  Calculons  l'arc  O M  delà  cjcloïde  {^fig.  24)» 
En  appelant  u  l'angle  dont  le  cercle  a  tourné  (n*^  42),  on  a  pour 
les  coordonnées  du  point  M 

X  =^  a{u  —  sinw),        y  =z  a{i  —  cosm), 

a  désignant  le  rayon  du  cercle  roulant.  On  en  conclut 

dx  =  a{i  —  cos u)  du,         dy  =  asinudu. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donc 

dy  sinw  u 

-r-  =  =cot-. 

dx        I  —  cos  u  1 

Cette  formule  montre  que  la  tangente  coïncide  avec  la  droite  MB 
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joignant  M  au  point  B  diamétralement  opposé  au  point  de  contact. 
En  effet,   cette  droite  MB  fait  avec  BI  un  angle  moitié  de  IGM, 

c'est-à-dire  égal  à  -  :  elle  fait  donc  avec  O^  l'angle  -  —  -  et  son 


coefficient  angulaire  est  bien  cot  - 
On  a 


d$  =  </dx^  -h  dy^  =  a  /(i  —  ces  w )'  -4-  sin^  u  du. 
Développant   et   remplaçant  i  —  cos  m   parasin^— ,    on  trouve 


d'où,  en  intégrant, 


ds  —  ia  sin  —  du; 
1 


s  =  —  4  a  ces h  C. 


L'arc,  étant  compté  à  partir  de  O,  doit  s'annuler  pour  m  =zz  o; 
donc  G  =  4<^  et 

5  =  arc  OM  =  4ût  (  i  —  cos  -  j  • 

En  particulier,  l'arc  00',  terminé  au  point  le  plus  haut  O'  de  la 
cjcloïde,  correspond  à  w  =  tt.  Donc 

arc  00'=  4  «. 

Remarque.   —    L^arc   O'M  est  égal   au   double  de  la   tan- 
gente MB.  En  effet, 

arc  O'M  =  arcOO'— arcOM  =  4ût  ces  — > 

1 

et  le  triangle  rectangle  IMB,  dans  lequel  l'angle  en  B  est  ->  donne 

MB  =  la  cos-  : 

2 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

67.  Parabole.  —  Soit  une  parabole  rapportée  à  son  axe  Oy  et  à 
la  tangente  au  sommet  Ox  {fig-  44)  • 
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On 


dy  =  —  dx,  ds  =  \/dx^  -h  dy^ 


i/^ 


dx. 


et,  en  intégrant, 


=  arcOM  =  1  i/  i  -h  ^  dx  =  -  T\/p^  -h  x^  dx. 


Fig.  44. 


o         T      P         » 


Appliquons  la  formule  d'intégration  par  parties 
\  udv  —  uv  —    \  V  du^ 


en  faisant 

Nous  avons 
ps 


u  =  \//?2_|_  ^2^  p  =  a?. 


=  /  v//>  *  -h  ic2  dx  =  X  \/p^  -+-  x^  —  / 


^2 


v//>2-+-  37^ 


û?:p. 


La  dernière  intégrale  peut  s'écrire,  en  remplaçant  au  numéra- 
teur x^  par  p^-\-x-  —  /?-, 

/,  dx=  I  s/p'^  H-  x^-  dx—  I    f^ 

OU  encore 

DS — p^L{x-i- \/p^-h  X^)-{-  C. 
On  a  donc 

ps  =  X  v//?2  _f-  072  _  ^^  _,_  ^2  L  (-2"  -f-  y/^2  ^_  j;2  )  _  G 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  5  et  remarquant  que  la  constante  G 
est  égale  à  p^Lyo,  car  s  s'annule  avec  x, 
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68.  Rectification  d'une  courbe  gauche.  —  Soit,  par  exemple,  la 
courbe  gauche  définie  par  les  équations 

Cherchons  l'arc  s  de  cette  courbe  à  partir  de  l'origine.  On  a 


Donc 


ds  —  s/dx""-  -I-  dy"^  -\-  dz^\ 
dy  ^=^  IX  dx^         dz  =  -ix^  dx^ 


ds  =  / 1 -4-  4 a;^ -4-  4 rr*  dx  =^  (i-\-  ix^)  dx 
et,  en  intégrant, 

2 

sans  ajouter  de  constante,  car  on  suppose  que,  pour  x  =  o^  5=  o. 
On  a  donc 

s  =  X  -{-  z. 

69.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe  plane  en  coordonnées 
polaires.  —  Considérons  une  courbe  plane  rapportée  à  un  système 
de  coordonnées  polaires  r  et  0,  OM  =  r^  x  OM  =  0  (  fig.  45). 

Fig.  45. 


I- 


Les  coordonnées  rectangulaires  x  eiy  d'un  point  M  sont  données 

par  les  formules 

x  =  rcos^,         y  =  rsin6. 

Le  long  de  la  courbe,  x^y^  r,  8  sont  fonctions  d'un  même  para- 
mètre et  l'on  a 

dx  =  cos^  dr  —  rsin6<af0, 

dy  •=  sin  6  rfr  -h  r  ces  6  û?9  ; 
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donc 

ds  =  ^dx^  -h  dy"^  =  s/ dr^ -^  r^  d^^ . 

On  peut  retrouver  rapidement  cette  formule  de  la  façon  sui- 
vante :  soit  M'  un  point. infiniment  voisin  de  M  ayant  pour  coor- 
données r -{- dr  et  9-|-(i9.  Si  l'on  décrit  de  O  comme  centre  un 
arc  de  cercle  MP  de  rayon  r,  on  a 

PM'=rfr,         arcPM  =  rrf8,         arc  MM' =  rf*. 

Gomnje  un  arc  infiniment  petit  est  équivalent  à  sa  corde,  le 
triangle  infinitésimal  MPM',  rectangle  en  P,  donne 

MPiT'^  =  M^'  -+-PM^ 
ds^  =  dr^  -h  r»  û?62. 

70.  Exemple.  —  Caidioïde.  —  Soient  un  cercle  de  diamètre  a, 
O  un  point  de  la  circonférence.  Prolongeons  chaque  rayon  vec- 
teur OP  du  cercle  d'une  longueur  constante  égale  au  diamètre  du 

cercle  {fig.  46) 

PM  =  a. 

Le  lieu  de  M  est  une  courbe  appelée  cardioïde.  En  prenant  le 


diamètre  OA  comme  axe  polaire,  l'équation  de  la  courbe  e»st 

/'  =  a(i  -h  cos6). 
Alors 


ds=^  a /sin26  +  (i_hcos6)«  rfÔ, 


ds  =^  a^i{i  -+-  cos8)  «5^6  =  2«  cos-c?0. 
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L'arc  AM  =  <?  qui  s'annule  avec  6  est  donc 


s  •=  ^a  sin  - 

2 


La  longueur  de  l'arc  AMO,  correspondant  à  9  =  u,  est 
arcAMO  =  4a. 
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II. 


AIRE  D'UNE  PORTION  DE  SURFACE  DE  REVOLUTION 
COMPRISE  ENTRE  DEUX  PARALLÈLES. 


71.  Formule  générale.  —  Prenons  comme  axe  des  x  l'axe  de  la 
surface  de  révolution.  Le  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant 
une  courbe  appelée  méridienne  de  la  surface.  Prenons  sur  cette 
méridienne  un  arc  continu  AB  situé  du  côté  àes y  positifs;  nous 
nous  proposons  de  calculer  l'aire  engendrée  par  la  révolution 
de  AB  autour  de  Ox  :  cette  aire  est  limitée  par  les  deux  parallèles 

Fig.  4?- 


AA'  et  BB'  décrits  par  les  points  A  et  B.  Nous  avons  représenté 
sur  la  figure  47  le  quart  de  l'aire,  quart  situé  dans  le  dièdre  formé 
par  les  plans  ^O^  et  yOx. 

Inscrivons  dans  l'arc  AB  une  ligne  polygonale  AM,  Ma .  .Mn_^  B  : 
quand  la  ligne  AB  tourne  autour  de  O^,  la  ligne  polygonale 
engendre  une  aire  composée  de  la  somme  des  surfaces  latérales 
de  n  troncs  de  cône.  L'aire  engendrée  par  l'arc  AB  est,  par  défi- 
nition, la  limite  vers  laquelle  tend  l'aire  engendrée  par  la  ligne 
polygonale  inscrite  quand  le  nombre  n  de  ses  côtés  augmente 
indéfiniment,  chacun  d'eux  tendant  vers  zéro. 

Soient  M  et  M'  deux  sommets  consécutifs  de  la  ligne  polygonale 
ayant  pour  ordonnées  y  =  MP,  y  -j-  Ay  =  M'P'.  L'aire  engendrée 
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par  la  droite  MM'  est  égale  à  MM'  multipliée  par  la  demi-somme 
des  circonférences  des  bases  du  tronc  : 


-(r^^) 


MM'. 


L'aire  cherchée  A  est  la  limite  de  la  somme  des  quantités  ana- 
logues évaluées  successivement  pour  tous  les  côtés  de  la  ligne 
polygonale  : 

(t)  .     \  =  Um^2Tz(jr-^-^\uM', 

le  signe  2  indiquant  qu'il  faut  faire  la  somme  des  quantités  qui  le 
suivent. 

Soit  ÙlS  la  longueur  de  l'arc  MM'.  Considérons  la  somme 

(2)  E2TCJKAS 

étendue  aux  différents  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  de  la  ligne 
polygonale.  Nous  allons  montrer  que  cette  nouvelle  somme  (2) 
a  même  limite  que  la  première  (i)  quand  les  côtés  de  la  ligne 
polygonale  tendent  vers  zéro. 

En  effet,  dans  la  somme  (i),  tous  les  éléments  ont  le  même 
signe;  le  rapport  d'un  élément  de  la  somme  (i)  à  l'élément  corres- 
pondant de  la  somme  (2) 

^y 
•^■^2    MM' 


y       A* 

MM' 

tend  vers   i ,   car  Aj  tend  vers  zéro  et  ^-—  est  le  rapport  d'une 

corde  à  l'arc  sous-tendu.  Donc,  d'après  le  théorème  fondamental 
sur  les  sommes  d'infiniment  petits  (n*^  10),  les  sommes  (i)  et  (2) 
ont  même  limite  et  l'on  a 

A  =  limS-^T:^  A.ç. 

Cette   dernière  limite  est  l'intégrale    /    2Tzyds  prise  le  long  de 
Tare  AB  :  on  a  donc,  en  faisant  sortir  27r  du  signe  d'intégration, 


=  2  71  /      y  ds. 


lAB) 

Cette   dernière   formule   est  aisée  à  retenir  :  elle   exprime  que 
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l'aire  A  est  la  somme  des  aires  des  troncs  de  cône  engendrés  par 
les  éléments  d'arcs  infiniment  petits  ds. 

Pour  calculer  effectivement  A,  on  exprimera  les  coordonnées  x 
et  y  d'un  point  M  de  la  méridienne  AB  en  fonction  d'un  para- 
mètre w,  de  façon  que  le  point  M  [x^  y)  décrive  l'arc  AB  quand  u 
varie  àa  Uq  k  u^  : 

^  =/(").      r  =  ?(w); 

on  a  alors 

ds  =  s/dx'^ -+-  dy^  =  //'H")  -+"  ?'H^)  du 
et 

J/»  "i  

'  Cp(M)  v//'2(w)  -h  Cp'2(M)  <iw. 

«0 

72.   Aire  d'une  zone  de  paraboloïde  de  révolution.  —  Soit 

r^  —  2pT  =  o 

l'équation  d'une  parabole  dans  le  plan  desxy,  ayant  pour  axe  O^. 
En  faisant  tourner  l'arc  AB  de  cette  parabole  autour  de  Ox^  on 
engendre  une  zone  de  paraboloïde  de  révolution  AA'B'B.  Prenons 
ici  y  comme  variable  indépendante.  Nous  aurons 


dx  =  ^dy,  ds  =  \/dx^  -h  dy^  =  i/  \^^dy. 

x\.ppelant  j^'o  et  j^i  les  ordonnées  des  points  A  et  B,  on  a 


k  =  2TZ  I       y  ds  —  1TZ  l      yK/  ^^—dy. 


(AB)  «^jo 

En  écrivant 


nous  voyons  que  l'intégrale  indéfinie  est  -  (yo^-hjK^)^  \  on  a  donc 
73.  Aire  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé.  —  Soit 


12b 


CHAPITRE    V. 


léquation  de  Tellipse  méridienne  OBA  dont  nous  figurons  le  quart  : 
le  grand  axe  OA  =  a  de  cette  ellipse  est  dirigé  suivant  l'axe  de 
révolution  Ox.  Nous  pouvons  exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  M  de  Tellipse  en  posant  (Jig.  48) 

X  =  a  cos u,        y  =  b  s'inu, 

Fig.  48. 


et.  pour  que  le  point  M  décrive  Tare  AB.  il  faut  faire  varier  u 


de  o  à  -•  On  a 

2 


ds  =  y^dx'-f-  dy-  =  \/a-s\n^  u  -r-  6*  cos^u  du 

ou,  en  remplaçant  sin^  u  par  i  —  cos^  u  et  introduisant  l'excentri- 
cité £  =:  - \J a-  —  b-. 


ds  =  a  ^ i  —  t-cos^udu. 
Alors,  l'aire  A  =  2-  /  yds^  engendrée  par  l'arc  BA,  est 

k  =  ir.ab  I     \/i  —  £-  cos2  u  sin  u  du. 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  faisons  un  changement  de  variable 

en  posant 

£  cosa  =  sin/; 

u  partant  de  o,  nous  prendrons  pour  t  la  valeur  to  comprise  entre 
o  et  -  définie  par  z  =  sin^o  ',  "  croissant,  t  décroît,  et,  pour  a  =  -  j 
t  prend  la  valeur  o. 

On  a  alors 

—  £  sin  M  du  =  cos  t  dt^ 


y/ \  —  e-  cos'a  =  cos/, 
1-ao     r 


A  = 


/      cos"- tdt. 
0 
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Remplaçant  cos^  t  par  -i— ^^-^j  on  voit  que  l'intégrale  indéfinie 

<     ,     sin  2^       ^  ,, 

est  — \ ; — >  et  1  on  a 

2  4 

Remettons  pour  t^  sa  valeur  arc  sin  £,  en  remarquant  que 


il  vient  enfin,  pour  Taire  du  demi-ellipsoïde, 


arc  sine 


r.ahi-— ^s/\ 


Comme  vérification,  on  doit  retrouver  l'aire  dun  hémisphère 
de  rajon  a  en  faisant  b  =^  a  et,  par  suite,  s  =  o  :  effectivement. 


1              1                '         arc  sin  z  j  .  17   •        j      •      ^ 

[uand  e  tend  vers  zéro.  tend  vers  i  et  1  aire  devient 


A  =  2 -«2. 

Aire  d'un  ellipsoïde  de  réiolution  aplati.  —  La  méridienne 
étant  une  ellipse  AB  ayant  pour  petit  axe  l'axe  de  révolution  Oar, 
un  calcul  analogue  donne  pour  l'aire  du  demi-ellipsoïde 

OÙ  r,  désigne  lé  rapport  t,   c  =  y  b'  a-. 

Comme  vérification,  quand  b  tend  vers  a,  r,  tend  vers  zéro,  et 

l'on  doit  trouver  l'aire  d'un  hémisphère  de  rajon  a.  Effectivement, 

quand  r,  tend  vers  zéro,  l'expression  entre  crochets  se  réduit  à  2  et 

l'on  a 

A  =  2^aî. 


7i.  Aire  d'un  tore.  —  Le  tore  est  engendré  par  un  cercle  tour- 
nant autour  d'un  axe  Ox.  Supposons  que  le  cercle  ne  coupe  pas 
l'axe  {fig-  4o)  et  prenons  comme  origine  la  projection  du  centre  G 
du  cercle  sur  l'axe  de  révolution.  Soit  OG  =  a  et  soit  R  le  rajon  GM 
du  cercle  générateur.  L'aire  du  tore  est  égale  à  l'intégrale 


r.fyds. 
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prise  toul  le  long  du  cercle  G.  En  appelant  t  l'angle  de  GM  avec  Oy, 
on  a,  pour  les  coordonnées  de  M,' 

ar  =  R  sin^,        ^  =  a-f-Rcosf, 

et,  pour  que  le  point  M  décrive  la  circonférence  entière,  il  faut 
faire  varier  f  de  o  à  271.  On  a  évidemment 

ds  =  'Rdt\ 
donc 

X  = 'iTt  I  y  ds  =  27zR  j       (a -hKcost)  dt. 

L'intégrale  indéfinie  est  at -\-K  sin  t^  et  l'intégrale  définie  27za, 

Donc 

A  =  2TrR.27ra  =  /^-K^aR. 

L'aire  A  est  donc  égale  à  la  longueur  de  la  courbe  qui  tourne  2  7rR, 
multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité 
de  cette  courbe  2Txa.  C'est  là  un  cas  particulier  d'un  second 
théorème  de  Guldin  (n°  76). 

75.  Cas  où  la  courbe  traverse  l'axe.  —  Dans  ce  qui  précède, 
nous  avons  supposé  que  la  méridienne  AB  de  la  surface  ne  tra- 
verse pas  l'axe.  Supposons  qu'elle  le  traverse  au  point  E.  Alors  on 
évaluera  séparément  l'aire  A, ,  engendrée  parla  rotation  de  l'arc  EB, 


Pis-  49- 

J/ 

J 

/« 

T 

.-^' 

ce 

et  l'aire  A2,  engendrée  par  la  rotation  de  AE.  Pour  un  point  M, 
de  l'arc  EB,  l'ordonnée  j;i  est  positive.  On  a  donc  {Jig-  4g) 

Ai=  27r  /     ^ids, 

•^  EB) 

l'intégrale  étant  prise  de  E  en  B.   Pour  un  point  M2  de  AE,  l'or- 
donnée j'a  est  négative.  L'élément  ds  placé  en  M2  engendre  la  sur- 
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face  latérale  d'un  tronc  de  cône,  dans  lequel  le  rayon  de  la  circon- 
férence équidistante  des  bases  est  — y 2-  L'aire  de  ce  tronc  de  cône 

élémentaire  est 

—  27:y.,  ds, 

et  l'aire  Ao  engendrée  par  AE  est 


A2  =  ~  2  Tt 

'(AE) 


'  /     JK2  ds. 

Calculons  la  différence  A,  —  A2  de  ces  aires.  Nous  aurons 
Al — A2=2  7r    /     yids  -}-  iTz  j     y^ds. 

*^|EB)  «-MAE» 

La  somme  des  deux  intégrales  du  deuxième  membre  est  évidem- 
ment l'intégrale  27z  j       f  ds   prise  le  long   de   la  courbe    de   A 

•^    (AB) 

en  B. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'intégrale 


2  7t  /      y  ds, 

(AB) 


qui  représente  l'aire  totale  quand  la  méridienne  AB  ne  traverse 
pas  l'axe  de  révolution,  ne  représente  plus  que  la  différence  des 
aires  engendrées  par  les  arcs  de  méridienne  placés  de  part  et  d'autre 
de  l'axe.  Gela  se  voit  d'ailleurs  a  prio/H^  car,  dans  la  somme 

i-K  I  y  ds, 

le  facteur  ds  est  positif,  mais^  est  positif  ou  négatif  suivant  que 
l'élément  <i.ç  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  Ox.  Par  exemple, 
pour  le  tore,  quand  le  cercle  générateur  coupe  l'axe  (cercle  poin- 
tillé de  la  figure  4o),  l'expression 

représente  la  différence  des  aires  engendrées  par  les  arcs  G'  et  G'. 

76.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe  plane  supposé  homo- 
gène. Théorème  de  Guldfin.  ~  Soit  un  arc  de  courbe  plane  AB 
supposé  homogène  rapporté  à  deux  axes  Ojc  el  Oy.  Soient  G  le 

Appell.  —  Éléments  d'Analyse.  —  st.  9 
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centre  de  gravité  de  cet  arc,  X  et  Y  ses  coordonnées.  Appliquons 

la  formule 

MY=^my. 

Actuellement  la  masse  d'une  portion  de  l'arc  de  courbe  est  expri- 

Fig.  5o. 


& 

^B 

dsy^ 

kA 

~0 

G' 

ce 

mée  par  le  même  nombre  que  sa  longueur.  On  a  donc  M  r=  /  (lon- 
gueur totale)  et,  en  appelant  jk  l'ordonnée  d'un  élément  ds^ 


On  a  donc 


m  =  ds 


m  y  =  y  ds. 

=  f  yds. 


(AB) 


On  trouverait  de  même,  en  prenant  les  moments  par  rapport 
àOy, 

X/=  r    xds. 

^{AB) 

Ces  formules  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  l'arc.  Elles  conviennent,  quelle  que  soit  la  position  de 
l'arc  AB  par  rapport  aux  axes. 

Théorème  de  Guldin.  —  L'aire  engendrée  par  une  ligne 
plane ^  tournant  autour  dUin  axe^  situé  dans  son  plan  et  ne  la 
traversant  pas^  est  égale  à  la  longueur  de  la  ligne  multipliée 
par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  la  ligne 
supposée  homogène. 

En  effet,  l'aire  engendrée  par  la  ligne  AB  tournant  autour 
&eOx  est,  d'après  ce  qui  précède. 


\  =  '2-  I     y  ds/' 
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mais  l'intégrale  du  second  membre  est  égale  à  Y  /,  on  a  donc 

ce  qui  démontre  le  théorème,   car  .•^7t\   est  la  circonférence  de 
rayon  Y  =:  GG'  que  décrit  le  centre  de  gravité  en  tournant. 

Cas  où  la  méridienne  AB  traverse  Vaxe.  —  Dans  ce  cas,  la 
différence  des  aires  engendrées  par  les  parties  de  la  méri- 
dienne AB  situées  de  part  et  d^ autre  de  laxe  est  donnée  par  la 
même  intégrale 

iT.  i     yds, 

qui  est  toujours  égale  à 


/.^TlY. 

L'application  du  théorème  de  Guldin  donne  donc  alors  la  diffé- 
rence des  aires  engendrées  par  les  parties  de  AB  placées  de  part 
et  d'autre  de  l'axe. 

Par  exemple,  si  le  centre  de  gravité  de  l'arc  AB  était  sur  l'axe, 
on  aurait  Y  =  o  :  les  parties  de  la  méridienne  placées  de  part  et 
d'autre  de  l'axe  engendreraient  des  aires  équivalentes. 


III.  -  AIRE  D'UNE  PARTIE  DE  SURFACE 

CONIQUE  OU  CYLINDRIQUE 

COMPRISE    ENTRE    DEUX    GÉNÉRATRICES. 


77.  Formule  '  générale  pour  une  surface  conique.  —  Soit  une 
surface  conique  {fi fi'.  5i  )  dont  le  sommet  est  à  l'origine  O  et  dont 
la  directrice  D  est  une  courbe  gauche  quelconque,  telle  que  les 
coordonnées  d'un  point  M  de  cette  courbe  s'expriment  en  fonc- 
tions d'un  paramètre  t  par  les  formules 

(M)  oc=J\t),        r  =  ^it),         z  =  ^{t). 

Considérons  la  portion  S  de  surface  conique  limitée  par  une 
génératrice  fixe  OMo,  une  génératrice  variable  OM  et  l'arc  M^M 
de  la  directrice  D.  Cette  surface  S  est  évidemment  une  fonction 
du  paramètre  t  définissant  la  position  du  point  M.  Quand  on  fait 
croître  t  de  dt^  le  point  M  se  déplace  infiniment  peu  de  M  en  M', 
les  coordonnées  de  M'  sont  x -\-dx,  y -^dy,  z -\- dz,  et  la  sur- 
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face  s  augmente  de  sa  différentielle  <iS,  égale  à  l'aire  du  secteur 
infiniment  petit  MOM',  qu*on  peut  confondre  avec  le  triangle  MOM'  : 


dS  =.  MOM'. 


On  sait  que  l'aire  d'un  triangle  dans  l'espace  est  égale  à  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans 


jy 


rectangulaires.  Si  donc  nous  appelons  ^S^,  dSy^  dSz  les  projections 
du  triangle  MOM'  sur  les  trois  plans  coordonnés  yO^,  zOx^  -^Oj', 
nous'aurons 

ds  =  ^{dS:^y-h{dSyy-^{dSi)\ 

Évaluons  dSz-  La  projection  de  la  directrice  D  sur  le  plan  xOy 
est  une  courbe  D',  lieu  du  point  P  du  plan  xOy  dont  les  coordon- 
nées sont  données  par  x  ^=f{t)^  y  =■  o  {l),  La  droite  OM  se  pro- 
jette en  OP.  La  droite  OM'  se  projette  en  OP';  le  point  P'  ayant 
pour  coordonnées  :t  -\-  dx^  y  -h  dy.  Le  triangle  MOM'  se  projette 
donc  suivant  le!triangle  POP'  qui  a  pour  surface  (n°  46) 


«rs. 


{xdy  —y  dx). 


On  trouve  de  même,  en  permutant, 


d^x=  -{ydz  —  zdy), 


dSy=   -{z  dx 
1 


X  dz)% 


On  a  donc  la  formule 


«iS  =  -s/{y  dz  —  zdyf-^-i  z  dx  —  x  dzy  -^-  {x  dy  —ydx)'^, 
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OU  encore,  en  remplaçant  x^y,  z  en  fonction  de  t  eldx,  dy\,  dz 
^aYf'{t)  dt,  o'{t)  dt^  ^'{t)  dt, 

dS  =  I  /(cpJ;'-tL9')-''-f-(4;/'-yY)2-+-(/cp'-cp/')2  dt. 

En  intégrant  de  t^  à  f,  on  aura  l'aire   conique  limitée  par  les 
deux  génératrices  OMo  et  OM. 

Exemple.  —  Prenons,  par  exemple,  la  courbe  gauche  du  troi- 
sième ordre  définie  par  les  équations 

X  =Bz  -t,        y  =  t^,         z  ^  t^, 

et  cherchons  l'aire  de  la  surface  conique  aj'^ant  son  sommet  à  l'ori- 
gine, ayant  cette  courbe  pour  directrice,  et  limitée  par  deux  géné- 
ratrices fixes  OMo,  OM  et  par  la  directrice. 
Actuellement 

dx  —  -  dt,  dy  —  it  dt^         dz  =  "it^  dt, 

y  dz  —  z  dy  —  f*  dt,        z  dx  —  x  dz  =z  —  t^  dt. 


X  dy  —  y  dx  =  -  ^3  dt. 


D 


onc 


d'S 


=  -  i/ 1^  -i- (^ -i-  y  t^  dt  =  -  (f^ -+-  -  lA  dt. 


Intégrant  entre  ^o^  q"i  donne  le  point  Mq,  et  t,  qui  donne  le 
point  M,  on  a 

ce  qu'on  peut  exprimer  comme  il  suit,  à  l'aide  des  coordonnées 
des  deux  points  Mq  et  M, 

78.  Remarque.  —  L'expression  de  S  ne  changeant  évidemment 
pas  quand  on  développe  le  cône,  celle  de  dS  ne  doit  pas  changer. 
C'est  ce  qu'on  vérifie  en  remarquant  que  les  côtés  du  triangle  MOM' 
{fig'.  5i)  ne  changent  pas  dans  le  développement.  On  peut  aussi 
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mettre  ce  fait  en  évidence  analjtiquement,  en  remarquant  qu'on 
a  identiquement 

dS  =z  -  /(ar2-+-j2^^2)(//a^2_|_  ^j2_^^^2)  ^  (^jr:  dcc  -i- y  dy  -^  z  dz)"^ , 


ainsi  qu'on  le  vérifie  en  développant  les  deux  expressions  de  dS. 

Or,  si  l'on  fait 

OM  =  r, 
on  a 

r^  —  a?'  -h  j2  _^  -2^         r  dr  =  X  dx  -\- y  dy  -\-  z  dz, 

donc 

I     /  .,    ■  ., — r—        r 

•2  '1 


dS  =  -  v//-2  ds-^—7'^~  dr'^  =  -  s/ds^—  dr\ 


formule  dont  les  éléments  restent  invariables  quand  on  développe 
le  cône,  car  l'arc  s  de  la  directrice  ne  change  pas  dans  le  déve- 
loppement, ni  la  longueur  r  de  la  géftératrice  OM. 

Cette  dernière  formule  peut  d'ailleurs  s'écrire  immédiatement, 
car  la  hauteur  MH  du  triangle  MOM'  est 


MM'    —  M'  H'  =  ^ds^—  dr\ 
et  sa  base  0M==  r  -{-  dr  diffère  infiniment  peu  de  r. 


79.  Aire   d'une  partie  de  surface   cylindrique.    —    Soit,   dans 

Fig.  52. 

M' 
M 

A 


l'espace,   un  arc  de  courbe  AB  décrit  par  un  point  M  de  coor- 
données 


(M) 


^=/(0,       J  =  ?('},       ^  =  ^(0- 
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Considérons  le  cylindre  projetant  cet  arc  de  courbe  sur  le  plan 
des  jcy  en  A,B,.  On  veut  calculer  l'aire  ABB,  A,  limitée  par  les 
arcs  AB,  A,  B,  et  les  génératrices  extrêmes  AA,  et  BB,.  Soient  M 
et  M'  deux  points  infiniment  voisins  de  AB  correspondant  aux 
valeurs  t  et  t -\- dt  du  paramètre.  Soient  Mi  et  M'^  leurs  projec- 
tions. L'élément  MM'  est  un  élément  d'arc  ds  de  AB,  l'élément  M^  M  j 
est  un  élément  d'arcs  dsi  de  la  projection  A,  B,  : 


dsi  =  s/dx'^-^  dy^. 
L'aire  du  rectangle  élémentai^re  MM'M'jM<  est 

z  dsx. 
L'aire,  qui  est  la  somme  de  ces  rectangles,  est  donc 

S  =^  j  z  dsx  =   /  -5  \/dx'^  -+-  dyK 
Si  l'on  veut  introduire  la  variable  ^,  on  aura 


r^  - 

S=/     '\>it)^f\t)-i-f'-^it)dt, 


a  et  b   désignant  les  valeurs   de  t  donnant  les  points  extrêmes 
AetB. 

Cette  formule  est  d'ailleurs  évidente,  si  l'on  développe  le  cylindre 
en  faisant  coïncider  A,B,  avec  une  portion  de  l'axe  Ox.  L'aire 
devient  plane,  et  l'on  peut  lui  appliquer  tout  ce  qu'on  a  vu  sur  la 
mesure  d'un  segment  de  courbe  plane. 
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DÉVELOPPEMENT  D'UNE  FONCTION  EN  SÉRIE  DE  PUISSANCES 
ENTIÈRES  ET  POSITIVES  DE  LA  VARIABLE. 


I.  —  EXAMEN  DE  QUELQUES  CAS  PARTICULIERS. 
INTERVALLE  DE  CONVERGENCE. 

80.  Généralités.  —  Le  développement  d'une  fonction  f{x)  en 
une  série  de  la  forme 

f{x)  =  «0-+-  «1^  -+-  «2iP^H-  «3a73-h.  .  .-H  a,ja?'»H-.  .  ., 

où  «05  <^i7  •  •  •  5  <^//i  •  •  •  sont  des  coefficients  constants,  est  d'une 
grande  importance  aussi  bien  dans  la  théorie  que  dans  les  applica- 
tions. Cette  importance  tient  surtout  à  ce  que,  dans  les  limites 
dans  lesquelles  elles  sont  convergentes,  les  séries  de  puissances 
peuvent  être  différentiées,  intégrées,  multipliées  les  unes  par  les 
autres  comme  des  polynômes. 

81.  Premier  exemple.  —  Progression  géométrique  décrois- 
sante. —  La  théorie  des  progressions  géométriques  donne  le 
développement 

(l)  =  \-^  X  -\-  x^^.  .,-\-  x'^-+- ... 

^    '  I  —  X 

convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i 
et-f-i.  On  a,  en  effet,  en  faisant  la  division  et  désignant  par  p  un 
entier  positif  quelconque, 

(a)  =\-^x^x^-\-...-\-xP. 


Si  X  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  xP'^^  tend  vers  zéro 
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quand/)  augmente  indéfiniment,  le  premier  membre  tend  vers 
et  l'on  obtient  le  développement  (i). 

Autres  développements  en  progression  géométrique.  —  Voici 
quelques  développements  qui  se  tirent  immédiatement  du  précé- 
dent : 

1°  Soit  a  une  constante  différente  de  zéro^  on  a 


(^) 


I  X         x^ 


X"- 


a  —  X  /  X  \         a        w        a^ 


comme  on  le  voit  en  remplaçant  dans  (i)  ^  par  -.  Ce  nouveau 

développement  (3)   est  convergent  quand  la  valeur  absolue  de - 
est  moindre  que  i 


<i 


c'est-à-dire  quand  x  est  compris  entre  —  a  et  -h  a. 
2"  Si,  dans  la  formule  (i),  on  change  ^  en  —  x"^^  on 


(4) 


I  -h  X 


-   —  r  —  x^ -^  x'*  —  .  .  . ->r  x^"^  —  .  .  .  , 


développement  convergent  pour  x  compris  entre  —  i  et  -f-  1 . 

82.     Représentation    graphique.    --    Considérons    la    courbe 
ififf-  53) 

Fig.  53.  Fig.  54. 


Cette  courbe  est  une  hyperbole  ayant  pour  asymptote  la  droite 

AB,   X  =:  l. 
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Si  Ton   veut  représenter  graphiquement  la  fonction  définie  par 
le  développement  (i) 

cette  courbe  n'existe  que  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  1  et  -f-i,  et,  dans  cet  intervalle,  elle  coïncide  avec 


Le  développement  en  série  ne  représente  donc  que  l'arc  de 
courbe  compris  entre  AB  et  la  droite  A'B'  symétrique  de  AB  par 
rapport  à  Oy. 

De  même  la  courbe  y=  ^  a  la  forme  indiquée  (fig-  54); 

le  développement 

convergent  seulement  quand  x  est  compris  entre  — i  et  +1, 
représente  l'arc  BB'  compris  entre  deux  parallèles  AB  et  A'B' 
à  OjK,  placées  symétriquement  par  rapport  à  Oy  à  une  distance  i 
de  l'origine. 

83.  Intervalle  de  convergence  d'une  série  entière.  —  Théorï:me. 
—  Une  série  entière  converge  dans  un  intervalle  symétrique 
par  rapport  à  zéro. 

Considérons  une  série  ' 

ati-\-  a^x  -^  a^x^-\- .  .  .-\-  anX^-\~ . . .. 

Cette  série  est  toujours  convergente  pour  ^  =  o  :  sa  somme  est 
alors  aQ.  Il  peut  se  faire  qu'elle  soit  divergente  pour  toute  autre 
valeur  de  x  :  elle  est  alors  inutilisable.  Mais  supposons  qu'elle 
converge  pour  une  valeur  particulière  a,  non  nulle,  de  la  variable  x] 
nous  allons  démontrer  qu'elle  est  convergente  et  même  absolu- 
ment convergente  (*)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  a  et  -|-  a,  c'est-à-dire  telles  que 


<i 


(^)  Une  série  est  absolument  convergente  quand  la  série  des  valeurs  absolue 
de  ses  termes  est  convergente. 
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En  effet,  la  série 

«0  H-  «1  a  H-  • .  •  -H  «/i  ^'^  H-  • .  • 

étant  convergente  par  hypothèse,  le  terme  général 

tend  vers  zéro.  La  série  proposée  peut  s'écrire 

X                 /  x\^                            /  x\" 
ao  -f-  a,  a h  «2  ^cM  -  j   -+- .  .  .  -h  a^i  a'M  -  j    -]- 

Supposons  que  la  valeur  absolue  de  -  soit  moindre  que  i , 


Comme  a^a^*  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment, 
il  est  évident  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'entier  n  dépassant 
un  nombre  fixe  suffisamment  grand,  auOL^  est,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  i.  Pour  toutes  ces  valeurs  de  ai,  la  valeur  absolue  du 
terme  général  de  la  série  proposée 


a„a" 


est  plus  petite  que  -  ,  c  est-a-dire  plus  petite  que  le  terme  gêne- 
rai de  la  progression  géométrique  décroissante  dont  le  terme 
général  est  -  .  La  série  proposée  est  donc  absolument  conver- 
gente. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  série  converge  nécessairement  dans  un 
intervalle  symétrique  par  rapport  à  zéro,  car,  dès  qu'elle  converge 
pour  une  valeur  a  de  x^  elle  converge  dans  tout  l'intervalle  de  —  a 
à-|-a.   Le  fait  que  nous  avons  vérifié  pour  les  développements 

de ,  , est  donc  vénérai.  Si  l'on  veut  construire  la 

1  —  X     a  —  X     i  -{-  x^  ^ 

courbe  définie  par  une  équation  de  la  forme 

cette  courbe  n'existe  qu'entre  deux  ordonnées  symétriques  par 
rapport  à  l'axe  Ojk,  comme  dans  les  figures  53  et  54- 
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84.  Intervalle  de  convergence.  —  On  appelle  intervalle  de 
convergence  d'une  série  entière  un  intervalle  ( — «,  -\-a)  symé- 
trique par  rapport  à  zéro,  tel  que  la  série  soit  convergente  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  dans  l'intervalle,  et  divergente  pour 
toute  valeur  extérieure. 

A  priori^  on  ne  peut  rien  affirmer  sur  ce  qui  se  passe  quand  x 
est  égal  aux  limites  mêmes 

X  =±  a. 

Il  peut  arriver  que  la  série  converge  aux  deux  limites,  ou  en  une 
seulement,  ou  en  aucune.  C'est  ce  qu'on  verra  dans  les  exemples 
suivants. 

Exemples.  —  i°  La  série 

\-\-  IX  -^Zx^-\-. .  .-}-  nx'^-'^-\-. . . 

est  convergente  quand  x  est  compris  dans  l'intervalle  (—  i,  -f-i), 
et  divergente  quand  x  est,  en  valeur  absolue,  supérieur  à  i .  En 
effet,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 

{nA-\)x'^        /i -f- 1 

—  =  X 

nx'^~^  n 

tend  vers  x  quand  n  augmente  indéfiniment.  Dans  cette  série, 
l'intervalle  de  convergence  est  l'intervalle  allant  de  —  i  à  -j-  i .  La 
série  est  divergente  pour  les  valeurs  zb  i ,  car,  pour  .r  =  liz  i ,  le 
terme  général  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue. 

2*^  La  série 

X       x^  x"^ 

1 h.  .  .H h.  .  . 

1  1  n 

est  de  même  convergente  pour  |:p|  <  i  et  divergente  pour  |.^|  >>  i . 

L'intervalle  de  convergence  est  donc  de  —  i  à  -j-  i .  A  l'une  des 

limites  x  =  —  i ,   elle  est  convergente  ;  à  l'autre  :r  =  +  i ,  elle  est 

divergente. 

3"*  La  série 

X       x'  x"^ 

est  convergente  pour  |a?|  <  i,  divergente  pour  |:r  |  >  i  ;  l'intervalle 
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de  convergence  est  de  —  i  à  -|-  i  ;  elle  converge  aux  deux  limites 

X  =^±  i . 
4**  La  série 

e^=i-i 1 h. ..H h . . . 

I         1.2  I . 2 .  . .  n 

est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  :  on  peut  dire  qu'elle 
converge  dans  l'intervalle  symétrique  —  oo  à  +oo. 

S'*  Le  développement  de  a-^,  où  a  est  une  constante  positive,  se 
ramène  immédiatement  au  précédent.  jPour  cela,  on  pose 

t  désignant  une   nouvelle  variable;   en  prenant    les   logarithmes 
népériens  de  deux  membres,  on  a 

t  =  xLa. 
Alors 

xha      x'^n.ay 

I  \  .1 

Ce  développement  converge  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  de 

—  oc  à  -|-CX). 


II.  —  DIFFERENTIATION  ET  INTEGRATION 
DES  SÉRIES  ENTIÈRES. 


85.  Théorème.  —  Pour  obtenir  la  dérivée  ou  la  fonction  pri- 
mitive d'une  fonction  définie  par  une  série  entière  dans  l'in- 
tervalle de  convergence^  il  suffit  de  dériver  ou  d'' intégrer  la 
série  terme  à  terme.  C'est  là  un  théorème  très  important  que 
nous  admettrons  et  qui  justifie  ce  que  nous  avons  dit  en  commen- 
çant, c'est  que  les  séries  entières  peuvent,  dans  l'intervalle  de 
'convergence,  être  traitées  comme  des  polynômes. 

Voici  ce  qu'il  faut  entendre  d'une  façon  précise  par  le  théorème 
que  nous  venons  d'énoncer  : 

Différentiation  d^une  série  entière.  —  Soit  une  série  de  puis- 
sances : 

/( a?)  =  «0 -^  «1^  +  «2^' -+- .  •  • -+-  «/i^"  H- . .  •  ; 

dans  l'intervalle  de  convergence,  la  dérivée  de  la  fonction  f(x) 
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s'obtient  en  prenant  les  dérivées  des  divers  termes  de  la  série^ 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

f'{x)  =:  ai-+-  2a2''^  -H- .  -H-  Aia^a7«-i-f-. .  ., 

Intégration  dUine  série  de  puissances.  —  De  même,  dans 
l'intervalle  de  convergence,  V intégrale  de  la  fonction  f{x)  s'ob- 
tient en  intégrant  la  série  terme  à  terme,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


I     /(x)dx  =  aosc  -+-  ai ^«2-5- 


0  ^  ^  n-^i 


III.  —  DÉVELOPPEMENTS  DE  QUELQUES  FONCTIONS 
PARTICULIÈRES. 

86.   Développements  deL(i  —  x)^  L(i-|-a:),  L .  —  Nous 

avons  rappelé  au  n*'  81  le  développement  de par  une  pro- 
gression géométrique 


convergente  entre  — i  et  -|- i .  Multiplions  les  deux  membres  par 
dx  et  intégrons-les  de  o  à  x.  Nous  avons,  après  ^voir  changé  les 
signes. 


r     ,  .  X'^  X^  X^ 

L{i  —  x)=  —  X — ... 

2  3  n 


développement  convergent  également  entre  —  i  et  -}- 1 .  Le  déve- 
loppement converge  encore  pour  x  =^  — ^  i  ;  on  peut  démontrer  et 
nous  admettrons  qu'il  continue  à  représenter  la  fonction;  on  a 
donc  alors 

hi  =\ h-  —  -  H- 

En  changeant  x  en  —  x\  nous  obtenons  le  développement  de 

L(i-f-^) 

f  /  N  x"^         X^  ,         ^         x^ 

L(i-h57)  =  x h^; ...-h  (— i)"-i h 

2  o  n 

Retranchant  les  deux  développements  précédents  terme  à  terme 
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et  remplaçant  la  différence  des  deux  logarithmes  par  le  logarithme 
du  quotient,  on  a 


I    ,     I  -h  37  X^  X^  ;272rt-t-J 

-  L  =1  X  -\-   -r- 


1  —  X  3  5  2/1  -h  I 


On  ramène  aux  développements  précédents  le  développement 
de  L(a-(-.T),  où  a  est  une  constante  positive  différente  de  o. 
En  effet,  si  l'on  écrit  a-\-x=:(i(\-\ — -)y  on  a 


L{a -f- a?)  =  La -h  L  /  iH j. 

On  est  alors  ramené  au  développement  de  L(  i  -| — ■  j,  qui  se  déduit 

du  développement  de  L(i-}-^)  par  le  changement  de  j:^  en  -;  et 

Fon  a 

,  .  .       -  X        i  x"^        \  x^ 

L(a-f-j7)  =  LaH -h-  --— .. 

a        2  a2        3  «3 


développement  convergent  pour 


<i 


87.  Développement  de  arctang:r.  —  Nous  avons  établi  plus 
haut,  comme  une  conséquence  de  la  théorie  élémentaire  des  pro- 
gressions géométriques,  le  développement 


I  H-  X^ 


I  —  x"^-^  x'*  —  X^  -i-  . 


convergent  pour  x  compris  entre  —  i  et  -f-  i . 

En  multipliant  par  dx  et  intégrant  de  o  à  :c,  on  a 

oo'^        oc^        oc^ 

arc  tanffa;  =37 -h h..    , 

3  5.7 

développement  qui  converge  également  entre  —  i  et  +  i .  Ce  déve- 
loppement converge  encore  pour  la  limite  .r  =  i  ;  comme  arctangi 
est  égal' à  -,  on  a,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

71  111 

4  357 

Cette  série  converge  très  lentement  et  ne  convient  pas  pour  le 
calcul  de  iz. 
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IV.  —  SERIE  DE  MAC-LAURIN.  -  APPLICATIONS. 

88.  Série  de  Mac-Laurin.  —  Nous  venons  de  développer  cer- 
taines fonctions  particulières  en  séries  de  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable.  Nous  allons  indiquer  une  formule  géné- 
rale permettant  de  former  le  développement  en  série  de  puissances 
d'une  fonction  quelconque  donnée /(a?),  pourvu  que  ce  dévelop- 
pement soit  possible. 

Soit  donc/(ic)  une  fonction  donnée  :  supposons  cette  fonction 
développée  en  une  série  de  la  forme 

(i)  f{x)  =  a^)-k-axX-^aix'^-\-...-\-anX'^-\-.... 

Comme  nous  l'avons  vu,  cette  série  converge  dans  un  intervalle 
de  —  a  à  -f-a.  Dans  cet  intervalle,  la  fonction /(^)  est  continue 
et  a  une  dérivée 

(2)  f'{x)  =  a^-^ia^x  -^"ia^x^-^,  .  .-\-  nanoc'^''^-^. .  ., 

définie  par  une  nouvelle  série  de  puissances,  convergente  dans  le 
même  intervalle.  Cette  dérivée  première  possède  alors  une  dérivée 

(3)  /"{x)  —  la^-^-  i.'iazx  -^..  .-^{n  —  \)nanX"'-'^-^.  .  .. 
Cette  nouvelle  série  a,  de  même,  une  dérivée 

(  4  )  f"{^)  --•2.3«3  +  ...+  (/i  —  2)(/i  —  I  )nanxn-^  -h  .  .  . , 

et  ainsi  de  suite,. jusqu'à  la  dérivée  d'ordre  n 

(5)  /i«)(^)  =  1.2.3. ..(/i  —  2)(/i  —  i)/ia„H 

D'après  cela,  une  première  condition  pour  qu'une  fonction 
donnée/  (a?)  puisse  être  développée  en  une  série  de  puissances  dans 
un  intervalle  — a,  -|-a,  est  que,  dans  cet  intervalle,  elle  adme^tte 
des  dérivées  de  tous  les  ordres  restant  toutes  finies.  Cette  condi- 
tion étant  remplie,  si  le  développement  est  possible,  on  obtiendra 
les  coefficients  «o,  «« ,  . . . ,  ««,  •  .  . ,  en  faisant  x  =:  o  dans  les  for- 
mules précédentes  (i)  à  (5).  On  a  ainsi 

/"(o) 


«o=/(o),  a,  =/'(o),  a2  = 


1 .2 


I  .2.3 
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Portant  ces  valeurs  dans  le  développement  de/(j?),  on  a 

W  /(^)  -/(o)-^  y/'(o)  +  ^/"(o) 

-«•3  f/i 

i.i.i-^    ^    ^  i.2.../r      ^   ^ 

89.  Légitimité  du  développement.  —  Telle  est  la  formule  de 
Mac-Laurin.  Elle  donne  le  développement  de  f{oc)  quand  il  est 
possible.  Mais  dans  quelles  conditions  ce  développement  est-il 
possible  ? 

Pour  cela  il  faut  et  il  suffît  : 

i*^  Que  la  série  du  second  membre  de  la  formule  ait  tous  ses 
coefficients  finis  ; 

2*^  Qu'elle  soit  convergente  (dans  quelque  intervalle  symétrique 
par  rapport  à  l'origine); 

3*^  Que  la  somme  de  cette  série  soit  égale  à  f{x). 

On  constate  facilement  que  les  deux  premières  conditions  sont 
remplies.  La  troisième  est  beaucoup  plus  difficile  à  vérifier;  on  y 
arrive  par  divers  procédés  dont  on  trouvera  plus  loin  des  exemples 
à  propos  des  développements  de  sin^r,  cosj^,  (i-f-^)"'.  On  y 
arrive  également,  dans  certains  cas,  en  évaluant  Terreur  commise 
quand  on  substitue  à  la  fonction  les  n  premiers  termes  de  la 
série  (6).  Cette  erreur  est  fournie  par  l'application  de  la  formule 
générale  des  accroissements  finis  [formule  (6),  p.  lo],  dans 
laquelle  on  remplace  a  par  o  et  h  par  x  :  on  a  ainsi 

/(.)-/(„)- f/7,o)-^/-(o)-...-_frl__/u-,,(o) 


I  .  2  ...  Al 


où  o^Q^i.  L'erreur  commise,  en  remplaçant/(^)  par  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série,  est  alors 


\  .1.  .  An 


90.   Développements  de  sin  x  et  cos  x  —  Soit  d'abord 

/(.r)  =  sina7; 
Appell.  —  l'Acinents  d'analyse.  —  st. 
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on  a,  successivement, 

f'{.T)  =  cosx,         f"{x)—  —  sin:r,         f"'(^x)—  —  cos:r, 
f^^'ix)  =  sina?,  .... 

Faisant  x  =  o,  on  voit  que  la  fonction  et  tontes  les  dérivées 
d'ordre  pair  s'anniilent;  les  dérivées  d'ordre  impair  sont  alterna- 
tivement égales  à  -|-  I  et  à  —  i . 

On  trouve  ainsi  le  développement 

/v»3  /7?^ 

s\n  X  —  X 


I  .  9. .  3  1  .  '2  .  ■) .  1 . 5 

Ce  développement  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
de  —  00  à  4-  c/^. 

Mais  ce  fait  ne  suffit  pas  pour  qu'on  puisse  affirmer,  en  toute 
rigueur,  que  la  somme  de  la  série  est  bien  égale  à  sinj?.  C'est 
ce  que  nous  vérifierons  plus  loin.  On  peut  aussi  vérifier  que 
l'erreur  £„  du  n**  89  tend  vers  zéro. 

Pour  avoir  le  développement  de  cos^r,  il  suffit  de  prendre  la 
dérivée  du  développement  précédent.  On  a  ainsi 

x'^  x'* 

cosa:-  =  I  — 


1.2  I . 2 . i . 4 

91.  Formule  d'Euler.  —  On  peut  rattacher  ces  deux  développe- 
ments à  celui  de  e^.  Soit  /  l'unité  complexe  telle  que 

l^-^  —  i 
et,  par  suite, 

on  a,  par  définition, 

ix  /2-y2  j3;y3  l'*jr.'t 


1  1.1  1  .  •>.  .  0  1.2,0.4 


En  remplaçant  les  puissances  successives  de  i  par  leurs  valeurs, 
n  voit  que  les  termes  de  rang  impair  sont 


X- 

I 


1 .  -2        I .  '2  3 . 4 
et  forment  le  développement  de  cosa;,  puis,  que  les  termes  de  ranj 
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pair  sonL 


i  \  X 


.'2.3         1.2.3.4.5 

et  forment  le  développement  de  i  sin:r. 

On  a  donc 

g/x  —  ces  a;  H-  isin:r. 


Changeant  x  en  —  x^  on  a  de  même 


cosa7  —  L  siii^r. 


Si,  enfin,  on  ajoute  et  retranche  ces  formules  membre  à  membre, 
on  a 

* 

1     ,    .  . 

s\ux  =  — :  (e'-^ —  e-'^). 


92.  Vérification.   —  Voici    comment  on  peut   vérifier   que   les 

deux  développements  ci-dessus  représentent  bien  sin  .r  et  cos^. 

Posons 

x^  x^ 


Il  —  X  — 


1,2.3        1 . 2 . 3 . 4  •  5 


V  =  \  


1.2  1  .2.3., 


et  proposons-nous  de  déterminer  les  fonctions  u  et  v  de  la  variable  x. 
On  voit  immédiatement,  en  difïerentiant,  que  l'on  a 


(hi  _  dv 

dx         '  dx 


On  en  conclut,  en  multipliant  la  première  équation  par  u  et  la 
deuxième  par  v  et  ajoutant, 

du  dv 

u  — — ^  V  —r-   =0. 
dx  dx 

Le  premier  membre  de  cette  relation  étant  la  dérivée  de  -  (m-  -4-  p'-), 
on  en  conclut,  par  l'intégration,  que  u-  -f-  r-  est  constant 

11--+-  v^  =  G, 

G   désignant   une    constante.    Pour    déterminer   cette   constante. 
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faisons  ^  :=  o  ;  alors  a  se  réduit  à  o,  p  à  i ,  donc  G  =  i  et  l'on  a 
On  lire  de  là 

('  =  ±  v/l  —  «2 

et,  en  portant  dans  la  relation  — -  =  c, 

du        ,     , ■  ^     ,  du 

-7—  =  ±1  1/ 1  —  w- ,  =b  dx  =  — ^z=z=^  • 

^^  V/I-Z^2 

Dans  cette  dernière  relation,  le  premier  membre  est  la  différen- 
tielle de  =h  a?,  le  deuxième  de  arcsinw;  on  a  donc,  en  prenant  le 

signe  +, 

iT  -h  a  =  arc  sin  m,  u  —  sin(:r  -4-  a), 

a  désignant  une  constante  arbitraire;  en  prenant  le  signe  — ,  on  a 

de  même 

—  ;r -h  |j  —  arc  sin  z^,  w  =  sin( — x-^'^), 

p  désignant  une  constante  arbitraire.  Ces  deux  expressions  rentrent 
l'une  dans  l'autre,  car,  en  posant 

la  deuxième  devient 

->  w=:sin(- — X  —  a  j  =  sin  (a:- -H  a). 

Ensuite  la  formule  v  =  -r-  donne 

dx 

.V  =  cos(a"  -t-  a). 

Pour  déterminer  a,  remarquons  encore  que  w  et  t^  se  réduisent, 

respectivement,   à  o  et   i    pour  x  =  o.    Nous   aurons,   en  faisant 

X  =  o, 

o  =  sina,  1  =  cosa. 

Donc 

où  k  est  un  entier  positif,  négatif  ou  nul;  et  l'on  a  enfin 

w  =  sin  (a: -h  2  A' 7:),         ^' =  cos(^  +  2/17:), 
c'est-à-dire 

u  =  s'mx,         V  =  cosa7. 
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93.  Développement  de  (i-f-.x)'".  —  Soit  m  un  nombre  quel- 
conque, positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire.  Appliquons  la 
formule  de  Mac-Laurin  au  développement  de 

On  a  immédiatement 

/'(:r)  = /n(i-+-ar)"'-i,         f" (x)  ^  m{m -\)  U-^  x)"^-^, 
f^P^(x)  =  m{m  —  i) . .  .{m  —  p  -^  i)  (i  -h  xy^-P. 

En  faisant  a:  =  o,  on  en  déduit 

/(o)  =  i,        /'(o)=m,        /"(o)  =  m(m  — t), 
y(/''(o)  =  m(m  —  \).  .  .{m  —  p  -+-  i). 

La  formule  de  Mac-Laurin  donne  alors 

^  '  1  1.2  1.2.3 

711  (m  —  \). .  .(m  —  /?  -+-  1  ) 
i  .1. . .p 

On  a  ainsi  la  formule  du  binôme  étendue  à  un  exposant  quel- 
conque. 

Pour  voir  dans  quelles  limites  cette  série  est  convergente,  pre- 
nons le  rapport  du  terme  en  xP'^^  au  terme  précédent  en  xP  :  nous 
avons  pour  ce  rapport 

711  —  p 

X. 


Quand  p  augmente  indéfiniment,  ce  rapport  tend  vers  —  x. 
Donc,  quand  x  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  la  série  est 
convergente  ;  quand  x  est  supérieur  à  i  en  valeur  absolue,  elle  est 
divergente.  Nous  allons  vérifier  que,  dans  l'intervalle  de  —  i  à  -H  i , 
la  somme  de  la  série  est  bien  égale  à  (  i  -f-  x)"'-. 

94.  Vérification.  —  Posons 

711  711  (m  —  I  )     „       m  (m  —  \)  (  m  —  2  ) 

i  1.2  1.2.) 

En  prenant  la  dérivée,  on  a 

dy  V         m  —  [  (' 711  —  \)  (ni  —  2  )  "1 
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puis,  en  multipliant  ce  développement  par  x^ 

dy  r  m  —  I     ,        (m  —  \){in  —  2  )     .,  "1 

X  — )—  =  /??  kr  -i X-  -t- x^  -\- , .  .     . 

dx  j  I  I  .  -2  J 

Ajoutons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  en  ordonnant 
le  deuxième  membre  par  rapport  à  ;r;  il  vient 

^  dy  r         m  m(ni  —  \)     ^  "1 

(j   -^X)-f-    rrr    m       I  -1 X  -\ ^ X^'  ^  .  .  .       , 

dx  L  I  1.2  J 

OÙ  la  série  du  deuxième  membre  est  y.  On  a  donc 

d'où 

dy  dx 

-^—  =  m . 

J  i  -{-  X 

Le  premier  terme  est  la  différentielle  de  Ly,  le  deuxième  de 
mL(i-r.'r);  les  différentielles  de  ces  deux  fonctions  de  prêtant 
égales,  ces  fonctions  diffèrent  par  une  constante  et  Ton  a 

\,y  =  ni\.{\-v-  x)  -^Q.. 

Pour  déterminer  C,  faisons  j:  =  o;  alors,  d'après  la  série  qui 
définit  y^  on  a 

Gomme  L  i  =  o,  on  a 

G  -  o. 

Donc  enfin 

L  J'  =  m  L  (  I  -h  :c  ) ,         j^  =  (  i  -f-  a:  )  '" . 

93.  Développement  de  (a-h.i^)"S  a  étant  une  constante  diffé- 
rente de  zéro.  —  On  peut  écrire 

/         X  \  '" 

On  est  donc  ramené  à  développer  (  i  H j  ;  ce  dernier  déve- 
loppement se  déduit  immédiatement   de  celui  de  (i  +  .r)'^*  en  y 

chanereant  :r  en  —  : 

^  a 


(-a 


m  X        ni  (m  —  i  )  a:- 

I    H i ^ — - 

la  \  .1         a- 


développement  convergent   pour  x  compris    entre   —  a  et   -j-  a. 
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96.   Développement  de  arc  sin^.    —   On  a 

I 


v/ 1  —  as  ■ 


r^(l  —  0-2) 


D'après  la  formule  générale  précédente,  où  l'on  change  x  en 
-  a:-,  on  a 


*  "i     ,       m{in  —  \), 

(  I  —  .r2  )'«  :=  i  —  —  a:-^  H ^ x^ 

I  1.2 


Faisons  m  =^  —  -■>  alors 


3                                5 
m  —  \  — ,  m  —  2  = ?  .  . .  , 

X  'X 

et  l'on  trouve 

.  - 1  I     o        » • ^     .        [.3.5 

2  V. .  I  •2.4.  <) 

Multiplions  les  deux  membres  par  dx  et  intégrons  de  o  à  x^  ii 

vient 

I  x'^       i .  3  x^ 
arc  sin  .7-  =  x  +       ^r  -+-  — ;  "  -    -r-  •  •  •  • 
'ju  3  -2.4    3 

Ces  développements  sont  convergents  pour  x  compris  entro 
—  I  et  -f-  r,  1  arc  étant  compris  entre  —  —  et  -h  7* 

97.  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Dans  les  appli- 
cations, on  emploie  souvent  la  méthode  des  coefticients  indéter- 
minés pour  calculer  les  premiers  termes  du  développement  d'une 
fonction  en  série  de  puissances. 

Prenons  par  exemple  la  fonction 

sin.r 
lanir.r  =  , 

COiX 

qui  est  finie,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  pour  :r  =  o.    Posons 

s  i  n  .r 

=:  «Q-f-  <7j;r  H-  a:>x--f- .... 

cosx 

Le  premier  membre  changeant  de  signe  avec  .r,  il  doit  en  être 
de  même  du  deuxième.  La  série  ne  doit  donc  contenir  que  des 
puissances    impaires  de  x.  Les  coefficients  (7o,  «2?  <^'o  •  •  •    ^^ni 


l5l  CHAPITRE   VI. 

nuls,  et  l'on  peut,  dans  la  série,  mettre  oc  en  facteur.  On  a  ainsi, 
en  chassant  le  dénominateur, 

et,  en  remplaçant  sina^  et  cos  :r  par  leurs  développements, 
x''-        x'* 


6         l'îo 


/  X'         x'*  \ 

\  2         24  / 


En  faisant  le  produit  des  deux  séries  du  deuxième  membre  et 
ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r,  on  doit  trouver 
une  série  identique  au  premier  membre  :  on  a  donc 


a,                        I 

«1       «3 

I 
120 

d'où 

I 
«1  =  1,           «3^  r^y 

2 



On  a  donc 

X'^  2  X^ 

tanga?  =  X —  -h  —T- 


V.  —  SERIE  DE  TAYLOR. 


98.  Série  de  Taylor.  Formule.  —  La  formule  de  Mac-Laurin 
permet  d'étudier  une  fonction  /(a^)  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
j;  =  o;  nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  série  de  Mac-Laurin  con- 
verge dans  un  intervalle  symétrique  par  rapport  à  zéro. 

Pour  étudier  la  fonction  /{x)  dans  le  voisinage  d'une  autre 
valeur  a^o,  on  fait  un  changement  de  variable  en  posant 


X  =  a  -j-  X 


alors  X  étant  voisin  de  a,  x'  est  voisin  de  zéro  ;  et  l'on  est  ramené 
à  étudier  la  fonction  de  x' 

/{a -h  x'), 

dans  le  voisinage  de  J^' =  o.  Pour  cela,  on  développe /(« -j-^') 
suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  x' .  La  formule  qui 
donne  ce  développement  est  la  formule  d*^  Taylor. 
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Si,  pour  un  instant,  on  pose 

o{x')=f{a-\-x'), 

il  s'agit  de  développer  <^{x')  en  série  de  puissances  entières  et 
positives  de  x' .  C'est  ce  qu'on  fait  en  appliquant  à  cp  {x')  le  déve- 
loppement de  Mac-Laurin  : 

x'  x'^ 

Cp(a7')  =  cp(0)+   —0'{0)-^   -—0"(0)  -!-.... 

Or  l'identité 

cp(a;')  —f^ia  +  x' ) 

et  les  identités  qu'on  en  déduit,  en  prenant  les  dérivées  succes- 
sives des  deux  membres  par  rapport  à  x\  donnant  évidemment, 
pour  x'  =  o, 

0(0)  = /(a),         o'(o)-/'(a),         (p"(o)=/"(a), 
On  a  donc  le  développement 

(T)  f^a-^x')=f{a)^'^f'{a)+^J"{a)-^... 


\  .1. .  .11 


qui  est  le  développement  de  Tajlor.  Pour  que  ce  développement 
soit  applicable,  il  faut  et  il  suffit  que  'f  (^')  soit  développable  par 
la  formule  de  Mac-Laurin. 

Le   développement  (T)   converge  pour  les  valeurs  de  x'  com- 
prises dans  un  certain  intervalle  symétrique  par  rapport  à  :r'  =  o, 

c'est-à-dire   pour 

—  a  <  a7'<  +  a. 

Comme  on  a  posé 

X  —  a  -^  x' ,     ' 

ce  développement  représente  donc  la  fonction  f{x)  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  —  a  et  «  4-  a. 

En  remplaçant,  dans  le  développement  (T),  a  par  x  et  x'  par  A, 
on  écrit  la  même  formule 

f{x  +  h)  =f{x)  +   ^^f'(x)  4-   -^/"(.X-)  +.  .  .  . 
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99.  Interprétation  géométrique.  —  Considérons  la  courbe  ayant 
pour  équation 

Si  l'on  développe  y*  (;r)  parla  série  de  Mac-Laurin,  on  obtient  un 
développement  qui  représente  un  arc  BB,  de  la  courbe,  compris 
entre  deux  ordonnées  symétriques  par  rapport  à  Oy  {fig-   55). 


Pour  étudier  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  autre  point  A, 
d'abscisse  a,  on  considère  l'ordonnée  AO'  du  point  A  et  l'on  trans- 
porte les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  O'  de  façon  à  les 
amener  en  O'  x  et  O'  y' .  La  nouvelle  abscisse  x'  d'un  point  de  la 
courbe  est  liée  à  l'ancienne  x  par  la  formule 

X  =  a  H-  x' . 
L'équation  de  la  courbe  devient 

et,  pour  étudier  la  courbe  au  voisinage  du  point  A,  on  développe 

f{a-\-x')  suivant  les  puissances  de  x' .  La  série  de  Taylor  ainsi 

obtenue  représente  un  nouvel  arc  GC,  de  la  courbe,  compris  entre 

deux  ordonnées  symétriques  par  rapport  à  O' y' . 

Soit,  par  exemple, 

I 


équation  d'une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  ^r  =  i   et  y 
Si  l'on  forme  le  développement  de  Mac-Laurin, 


=  o. 


y 


il  est  convergent  pour 


—  I <^  < I 
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il  représente  l'arc  Boo  compris  entre  l'asymptote  x 
trique  de  l'asymptote  par  rapport  à  Oy{fig.  56). 


i55 
et  la  sjmé- 


Fig.  56. 


3/ 


Pour   étudier   la   courbe   au    voisinage    du    point  A  d'abscisse 

00'  =  2,  on  fait 

a?  —  2  -h  .-r'  ;  • 

alors 

r  = r  =  —  i-f-ic  —  a?'-h...; 

*^  1  + as- 

celte  nouvelle  série,  étant  convergente  pour 

—  1  <  a;'  <  I , 

représente  l'arc  d'hyperbole  —  ce  G  compris  entre  l'asymptote  ver- 
ticale ;r'  =  —  I  et  la  symétrique  x'  =^ -^  \  de  cette  droite  par  rap- 
port à  la  droite  O' y' . 


VI.  -  APPLICATION  DES  DEVELOPPEMENTS  EN  SERIES 
DE  PUISSANCES  A  L'ÉTUDE  DES  FORMES  INDÉTERMINÉES. 

100.   Formes  indéterminées.  —  Les  principaux  types  de  formes 
indéterminées   sont 

O  02 

->       —  j       O  X  ^,      G",      oc",       I     ,      oc  —  00. 
G  ce 

Forme-'  —  Soient/(.2^)  et  C5(a7)  deux  fonctions  de  x  qui  s'an- 
nulent toutes  deux  pour  x  =  a.  Le  rapport 
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n'a  aucun  sens  pour.r  =  a;  mais  il  peut  arriver  que  ce  rapport 
tende  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  a;  on  dit  alors  que  cette 
limite  est  la  valeur  du  rapport  pour  x  ^=  a. 

On  démontre,  dans  les  éléments  de  l'Algèbre,  que  si  le  rapport 
des  dérivées 

o\x) 

a  une  limite  pour  x  =i  a^  le  rapport 

cp(ar) 

a  également  une  limite  et  que  ces  limites  sont  les  mêmes.  Dans  un 
grand  nombre  de  cas,  on  peut  employer  les  développements  en 
série  de  la  façon  suivante  :  si  l'on  pose 

X  =  a  -{-  x\ 

le  problème  est  de  \o'\x  si  le  rapport 

o{a^x') 

tend  vers  une  limite  quand  x'  tend  vers  zéro  et  de  trouver  cette 
limite  si  elle  existe.  Si  les  deux  fonctions  sont  développables  par 
la  formule  de  Tajlor,  on  les  développera  suivant  les  puissances 
de  x'  \  on  pourra  supprimer  une  certaine  puissance  de  x' ^  comme 
facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur,  et  l'on  verra 
immédiatement  s'il  existe  une  limite. 
Par  exemple,   prenons  le  rapport 


L(i  -+-  x)  —  X  -\ 


pour  X  ^=  o.  Ce  rapport  prend  la  forme  -.  Développons  les  deux 
termes  suivant  les  puissances  de  x.  On  a 


, 

x^ 

X^ 

l  .2. 

3    '     I 

.2.3. 

4-5 

L(.-+-:r)  = 

X  — 

X'- 

H 

1 

x^ 

y  ~ 

x'^ 

4 
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Le  rapport  considéré  est  donc 

X3 


r.2.3    '  •■• 

a;3 

•  • 

Divisant  haut  et  bas  par  x^  et  faisant  tendre  oo  vers  zéro,  on 


T      •        ï 
trouve  comme  limite  - 


Gomme  deuxième  exemple,  prenons 


i_ 

(\-\-  X  )•*  —  e 


.pour  :r  =  o.   Ce  rapport  prend  alors  la  forme  ->  car,  x  tendant 

vers  zéro,  (i  -h  5?)^  tend  vers  e.  On  peut  encore  développer  le 
numérateur  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  11  suffît  de 
remarquer  que  l'on  a  identiquement 


caries  deux  membres  ont  niême  logarithme  népérien.  Remplaçons 
L(iH-^)  par  son  développement  en  série,  on  a 


(i^xY^e      2^^" 

'=  e.e". 

en  posant 

X           X' 

.... 

Si,  dans  la  série 

I        I .  •  >. 

-+-..., 

on  remplace  u  par  sa  valeur  et  si  l'on  ordonne  le  résultat  par  rap- 
port aux  puissances  de  :r,  on  a 


e"  =  I X  -\ -■  X' 

'1  24 

Donc 


(i  -\-  xy=  e[\ X  ^ -iP--h. . . 

^  1  i\ 
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et  le  rapport  proposé 

(  I  -h  a?  )•*■  —  e 

X 

devient,  après  la  suppression  du  facteur  x  au  numérateur  et  au 
dénominateur. 


-en ;  ex  -r- 

2  9.4 


La  limite  cherchée  est  donc  —  -  e. 


Forme—'  —  Si  deux  fonctions /(^)  et  'f(j?)  deviennent  infi- 
nies pour  ^  =  a,  le  rapport 


prend,  pour  x  ^=.a^  la  forme  —  •  En  écrivant  ce  rapport 


'^{X) 


J\^) 


on  est  ramené  à  la  forme  - 


On  peut,  dans  certains  cas,  trouver  directement  la  limite,  sans 
passer  par  cette   transformation.    Soit,    par   exemple,  le  rapport 


XP 


OÙ  p  el  m  sont  des  nombres  positifs.  Quand  x  augmente  indéfini- 
ment, ce  rapport  prend  la  forme  —  •  Pour  trouver  sa  limite,  déve- 
loppons e"^^  en  série  ;  le  rapport  devient 


xi> 


mx        m-x- 

1 


1  1.2  I  .  2 .  .  .  /t 

Soit  n  un  entier  supérieur  à  p.  Divisons  le  numérateur  et  le 
dénominateur  par  x^.,  il  vient 

xP-"- 

1  m       1  m^^  ni"^-^^ 

i r  -h  ...  H i -r  -+-  .  .  . 

ar"  I    a;"-^  i .  2 .  .  .  /i         i  .  2 .  .  .  (  /i  -1-  1  ) 
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Quand  X  augmente  indéfiniment,  le  numérateur  tend  vers  zéro; 
le, dénominateur  augmente  indéfiniment,  car,  après  les  n  premiers 
termes  du  dénominateur  qui  tendent  vers  zéro,  viennent  des 
termes  tous  positifs  qui  augmentent  indéfiniment. 

Le  rapport  tend  donc  vers  zéro. 

Forme  o  X  oo.  —  Cette  forme  se  ramène  à  l'une  des  précé- 
dentes.  Soit,  en  effet,  un  produit 

/(a7)(p(a-), 

dans  lequel  f\x)  devient  nul  pour  ^  ==  a  et  C5(^)  infini.  En  écri- 
vant ce  produit 

fix-) 


on  voit  qu'il  prend  la  forme  ->  et  en  l'écrivant 


o 

oix) 


on  voit  ciLi'il  prend  la  forme  -• 

Considérons  par  exemple  le  produit 

37'"  La:, 

où  m  est  positif.   Quand  x  tend  vers  zéro,   ce  produit  prend  la 
forme  o  X  oo. 

La  fonction  lux  ne  peut  pas  être  développée  par  la  formule  de 
Mac-Laurin.  Nous  ferons  un  changement  de  variable  en  posant 

Pour  faire  tendre  x  vers  zéro,  il  faut  faire  croître  t  indéfiniment 
par  valeurs  positives.  On  a  alors 

x"^  Lx  =  —  t e-"'^  = —  • 

çmt 

Pour  t  infini,  ce  dernier  rapport  tend 'vers  zéro,  d'après  Fexemple 
précédent  ;  le  produit  x'^^hx  tend  donc  vers  zéro  avec  x. 

Formes  0*^,000^1".  —  Qgs  formes  se  ramènent  aux  précédentes  en 
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prenant  les  logarithmes  des  fonctions  qui  se  présentent  sous  l'une 
de  ces  formes. 

Ainsi,  prenons  la  fonction 

où,  pour  ^  =  «, 

f{a)  =  o,         9(a)  =  o. 

L'expression 

prend,  pour  :r  =  a,  la  forme  o  X  oo. 
Soit,  par  exemple,  l'expression 

y  =  ^^, 
où  X  tend  vers  zéro.  On  à 

Ly  =  x\^x. 

Quand  X  tend  vers  zéro,  le  produit  xhx  tend  vers  zéro, 
comme  nous  venons  de  le  voir;  donc  ^y  tend  vers  zéro  et  y 
tend  vers  i . 

-    Forme  ce  —  oo.  ^  Soit  une  différence 

f{x)-^{x) 

dans  laquelle  /(:c)  et  o[x)  deviennent   infinis  pour^  =  <7.   On 
écrira  cette  différence 

Quand  x  tend  vers  a,  le  rapport 


prend  la  forme  ~  •   Si  ce  rapport  tend  vers  une  limite  /  différente 
de  I,   le  facteur  i  —  ^ — 7  tend  vers  la  limite  1  —  /  différente  de 

zéro,  et  comme  f  {x)  devient  infini,  la  quantité  considérée  aug- 
mente au  delà  de  toute  limite. 

Si  le  rapport  ^7^^  tend  vers   i ,  le  facteur  i  —  ^^^f— ^   tend  vers 
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zéro;  le  facteiiry*(^)  devient  infini  et  la  quantité  considérée  prend 

la  forme 

oc  X  o; 

elle  peut  donc  alors  avoir  une  limite. 
Prenons,  par  exemple,  la  différence 

■N         3  /—z /-— ; 

0  =  y/  a-*  -T-  .7-  -  -i-  I  —  yx--  -+-  a- 

pour  x=:r.-\-oc.  Celte  différence  se  présente  alors  sous  la  forme 
oc  —  ce.  On  constate  immédiatement  que  le  rapport  des  deux  radi- 
caux tend  vers  i.  La  différence  peut  donc  avoir  une  limite.  Pour 
la  trouver,  écrivons,  en  employant  une  méthode  directe. 


.V         1         I  /         I 

Y         X      x^         y         X 

car,  X  étant  positif, 
et,  dans  tous  les  cas, 

y  X^    =   X. 

On  a  donc 

-'  -  - 

cj  ■=  X {\ -r- u)'-^  —  a"(iH-p;-, 

où 

I  I  r 

f/    rrr    -    H -,  C   =    —  • 

X  X^  X 

Quand  X  esL  très  grand,  a  et  ^'  sont  moindres  que  i  et  l'on  peut 
développer  (i  -|-  «)  '  et  (i  +  <^')^  P^^  ^'^  formule  du  binôme 


(I- 

\-  u)'  =  i^  -u-^.  .  ., 

(1 

-r-  c^;-  =  1  +  ~P  -^ 

Remplaçant  a  et  v  par  leurs  valeurs  et  ordonnant  les  deux  séries 
par  rapport  aux  puissances  de  ->  on  a 

^    X  X-  x^ 

,  ,T  r     I  A'         ir 


i    X  X 

ArpKLL.   —  l'.lcincnts  d'anahjsc.  —  st. 
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La  diflerence  o  devient  alors 

,_£__!_  A  — A'  ^  B  —  B' 

3        1  X  x-  '    "  ' 

et,  pour  .r  ^-|-  oc, 

,.     ^       I        I  I 

3        2  6 

On  peut  remarquer  que,  pour  j?  =  ^  oo,  la  ditïerence  o  n'est  pas 
indéterminée;  elle  est  inliniment  grande  et  négative. 


CHAPITRE  Yll. 

QUELQUES  MÉTHODES  D'INTÉGRATION. 


Nous  nous  occupons,  dans  ce  Chapitre,  de  quelques  catégories 
de  différentielles  pour  lesquelles  il  existe  des  méthodes  générales 
d'intégralion.  Ce  sont  les  différentielles  rationnelles,  et  celles  qui 
peuvent  être  rendues  rationnelles  par  un  changement  de  varial)le. 

Nous  indiquons,  en  commençant,  quelques  cas  simples  de  réduc- 
tion immédiate  aux  types  élémentaires  connus. 


I.  -  REDUCTION  AUX  TYPES  ELEMENTAIRES. 

101.  Cas  de  réduction  aux  types  élémentaires.        Etant  donnée 
une  intégrale 

Jf(x)d.r, 

il  faut  d'abord  voir  si,  par  un  changement  de  variable,  on  ne  peut 
pas  la  ramener  à  un  des  types  élémentaires  du  Tableau  (n"  !27). 
En  d'autres  termes,  il  faut  voir  si,  en  appelant  u  une  ceTtaine 
fonction  de  x^  l'intégrale  ne  peut  pas  se  mettre,  à  un  facteur 
constant  prés,  sous  une  des  formes 

/•„,„„„,   fia,    f^±^,    r^. 


/: 


du 


L'intégration  est  alors  immédiate. 
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Exemples.  —  i*^  Soit  à  trouver 

I 


dx. 


On  peut  remarquer  que  le  numérateur  est,  au  facteur  3  près,  la 
différentielle  du  dénominateur,  car 

d{x^-\-Zx+'i)  =  '^{x--^\)dx. 

En  faisant 

u  =  x'^-^-Zx  -^  1^ 


on  peut  écrire  l'intégrale 


comme  cette  dernière  intégrale  est  égale  à-L//-f-C,  l'intégrale 
proposée  est  égale  à 


^L(^-î+3;r  +  2)  +  G. 


2^  Soit  de  même 

/  tanga;  dx. 

En  écrivant  cette  intégrale 

/?>\nxdr  rdco'sx 

CO'èX  J      cosx 

on  voit  qu'elle  est  de  la  forme 

rdu 

u  étant  ici  égal  à  cos  x',  donc 

/  tanga7^;c  —  —  hco^x  -\-  (\. 

On  trouve,  par  un  calcul  semblable, 

/  cota?  dx  —  L  sinor  -f-  C. 

y  Soit  l'intégrale 

/'  {x  -\-  \)  dx 
J x'^  -\-  'IX  -\-  x 
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on  remarquera  que  le  numérateur  est,  au  faeteur  2  près,  la  diffé- 
rentielle du  trinôme  sous  le  radical.  Si  donc  on  fait 

on  a 

du 


r  du 

J  2v/« 
intégrale  qui  est  égale  à 


4°  Soit  Tintégrale 

r.     dx 

J  x\Jx'^ — I 
en  divisant  haut  et  bas  par  x-^  on  peut  l'écrire 

on  voit  qu'elle  est  égale  a 


—  arc  sin h  G. 

X 


II.  —  INTEGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  RATIONNELLES. 

102.  Méthode  générale.  —  Une  fraction  rationnelle  R(^),  d'une 
variable  .r,  est  une  fonction  de  x  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
du  quotient  de  deux  polynômes  entiers  en  x  : 

^^     ^        Ao+ Ai.r-f- A2ip2-4-.  .  ._v  A,„a?'« 
l\{x)  == 


Ho -h  liiX  -^  H.2X^-i-.  .  .-r-  lip  xi> 

m  et  jo  désignant  deux  entiers.  Pour  calculer  l'intégrale 

l\(x)dx, 


/■ 


on  décompose  la  fraction  rationnelle  ^{x)  en  fractions  simples  et 
l'on  intègre  ensuite  chaque  fraction  simple  séparément.  Gomme  on 
l'a  vu  en  Algèbre,  pour  faire  cette  décomposition,  il  faut  connaître 
les  racines  du  dénominateur  de  R(a7).  Ces  racines  une  fois  connues, 
la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  en  fractions  simples 
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peut  se  faire  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  et  n'exige 
plus  que  la  résolution  d'équations  du  premier  dci^ré. 

Les  seules  difficultés  que  pourra  présenter  l'intégration  seront 
donc  à  ordre  algébrique  ;  elles  porteront  sur  le  calcul  des  racines 
du  dénominateur. 

Exemples.  —  I.  Soit  à  calculer 


(^ 


"^X 


dx. 


Les  racines  du  dénominateur  sont  deux  racines  simples  réelles 
I  et  2.  Comme  le  degré  du  numérateur  surpasse  d'une  unité  celui 
du  dénominateur,  la  méthode  de  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples  donnera  la  fraction  considérée  sous 
forme  d'une  partie  entière  du  premier  degré,  suivie  de  deux 
fractions  simples  ayant  pour  dénominateurs  x  —  i  et  ^' 


-^  1 


X- —  6x 


=  Xx-^B-~ 


Les  coefficients  A,  B,  C,  D  doivent  être  choisis  de  façon  à  rendre 
le  deuxième  membre  identique  au  premier.  En  chassant  les  déno- 
minateurs, on  a  l'identité 

^7?^  H-  r  —  (  A  X  -h  H  )  (:p-  —  3  a,-  -i-  2 )  -H  G  ( .r  —  •>.  j  -f-  D  (a-  —  i  ). 

Identifiant  les  termes  en  x'^  et  en  j-,  on  a 

A  =  i,         15—  iA  =  o,         IJ  =  3. 

Faisant  ensuite  x  =^  v.  puis  j:-  =  2,  on  a 

L'intégrale  proposée  est  donc  identique  à 

/'         „  r  >.  dx       r  9  dx 

j   (^  +  ,^d.r-J   -^^^J   --^^, 
c'est-à-dire 

X- 

V-  "ix  —  ih{x  —  I  )  4-  9L(.r  —  '^)  -h  const. 
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11.  Soit  à  calculer 


s 


/;3  {  x'^ -T-  -x  -\-  i  ) 


dx. 


Actuellement,  le  dénominateur  admet  la  racine  triple  :c  =  o  et 
deux  racines  simples  imaginaires  conjuguées  annulant  le  trinôme 
x--\-x^-\- 1 . 

Comme  le  numérateur  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  du  déno- 
minateur, il  n'y  a  pas  de  partie  entière  dans  la  formule  de  décom- 
position et  Ton  a  une" décomposition  de  la  forme 

.r^-^i  A  B         C  M.r-+-N 


x^  (  X'  -4-  X  -H  1  )        X'^        x-        X        X'  +  rr  H-  I 

où  il  reste  à  déterminer  A,  B,  C,  M  et  N.  Pour  cela,  chassons  les 
dénominateurs,  nous  aurons  l'identité 

X'*  -r-  \  ~  {k  -r-   V>  X  -}~  C  X-)  {X-  -^-  X  -r-  l)  -T-  {^  X  -^  '^)  X^ . 

Egalons  les  coefficients   des  mêmes  puissances  de  x  dans  les 
deux  membres,  en  suivant  Tordre  des  puissances  croissantes  :  nous 

avons 

A.  =  [ ,         A  -t-  B  =  o,         A  4-  B  +  G  =  o, 

B -+- G -T- r!f  =  o,         G-+-M  =  i; 

d'où  l'on  tire  immédiatement 

A  =  i,         B^  — I,         G  =- o,         N  =  i,         M  ^  [. 

L'intégrale  proposée  est  donc  identique  à 

J       X^  J      X-  J      x'-  -r-  X  -I-  I 

Les  deux  premières  intégrales  s'obtiennent  immédiatement  :  elles 
sont  de  la  forme 


•'«  dx 


où  m  est  égal  à  —  3,  puis  à  —  2.  Reste  à  calculer 


/ 


X^^  X  -+-  1 


dx. 


Pour  cela,  décomposons  le  trinôme  du  dénominateur  en  carrés, 
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l'intégrale  devient 


cil 

A  PITRE 

X  -h  T 

VII. 

( 

X  - 

-i)' 

3 

H 

4 

et,  en  faisant,  pour  un  instant, 

de  façon  à  ramener  le  dénominateur  à  la  forme  l 

7Ù 


<  +  -'--V' 


En  écrivant  cette  intégrale 


r  t  dt        T     r    ^/^ 


v/ 
on  voit  qu'elle  est  égale  à 


-hif-  -+-  I  )  H ir  arc  laiii:^  -h  const, 

ou,  en  revenant  à  la  variable  x^ 

I  .   r4  /         I  \-       1        I                 9,jr  -4-  F 
-L-:r-i -hiH —  arc  tanjr h  consl ,; 

•^  LA     -y     J    /j       "  /3 

la  quantité  soumise  au  signe  L  peut  s'écrire,  un  peu  plus  slmj)le- 
ment,  -  (^x--\-x  -1-  i);  en  remplaçant  le  logarithme  du  produit  par 
la  somme  des  logarithmes  des  facteurs  et  fondant  la  constante 
-L^  dans  la  constante  arbitraire,  on  a  enfin 

1  ,   ,     „  ,  I  IX  ^\ 

-  L(x^-i-  X  -\-  i)  ^ arc  tanjj h  const. 

2  v/3  v/3 


En  résumé, 

/-— - — dx 
X^{X^-^  X  -^l) 


-—H i L(x^-^  X  -h  i)  -^. =  arc  tang = h  const. 

x^        X        -A     '  v/3  v/3 
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103.  Cas  général.  —  Si  Ton  considère  une  fraction  rationnelle 
quelconque  R(^),  et  si  on  la  décompose  en  fractions  simples,  on 
trouve  des  termes  des  divers  types  suivants  :  d'abord  une  partie 
entière 

(I)  a^-^-  aix  -^  a-ix- ^ . .  .+  a,.x^^ 

quotient  du  numérateur  par  le  dénominateur;  puis  des  termes  de 

la  forme  - 

A  A'  \{c(.-\) 

(II) 


X — a        (X  —  a)'^  {X — rt)» 

provenant    d'une    racine    réelle    a    d'ordre   a    du    dénominateur 

(A.  A',  .  .  .,  A^^'"*^  sont  des  constantes);  puis  enfin  des  termes  de 
la  forme 

M^x  +  Ni  M.2.r+N2  Mva7-+->Jv 


'--\-px-\-q         {x^-^ px  -T-  q)'  {x--^px-^q)"^ 

provenant  d'un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  d'ordre  v 
du  dénominateur  {x--\-px-\-q  est  un  trinôme  du  deuxième  degré 
admettant  ces  deux  racines  conjuguées;  Mi,  N,,...,  Mv,  Nv  sont 
des  constantes). 

Pour  calculer  l'intégrale 


j'wix) 


dx. 


il  suffit  de  calculer  les  intégrales  des  expressions  (1),  (II)  et  (111) 
multipliées  par  dx.  La  partie  entière  (1)  donne  l'intégrale 

«0^7  -h  «I 1- ...  4-  a,. h  const.  ; 

-1  /•  -h  I 

les  fractions  simples  (11)  provenant  d'une  racine  réelle  donnent 
l'intégrale 

AT/  ^        •    ^'  A"  A(«-'^ 

£S.\a{x  —  a) — . , .—  ' -1-  const. 

x~a        ^{x  —  a)^  (^a  —  j)(ic  — a)a-i 

Il  reste  donc  à  calculer  les  termes  de  l'intégrale  provenant  des 
fractions  simples  telles  que  (111).  Ces  termes  se  calculent  par  voie 
récurrente  comme  il  suit. 
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M  a-  -i-  N 


^ dx.  —  Chacun  des  termes  de  la 

somme  (III)  donne  une  intéorale  de  la  forme 

/   - — dx. 

J    {X--+-/JX  -f-  q  )" 

où   n  a  des  valeurs  entières  positives  n  =:  i ,   n  =  2,  ...,   /î  =:  v. 
Pour   calculer  cette    intégrale,   décomposons  d'abord   le  trinôme 

x-  4-  j)x  +  rj  en  carrés  : 

x--^px-i-q=lx-\--j    -+- q  —  -—• 

Les  racines  du  trinôme  étant  imaginaires,   rj — ^ '— est  positii; 

mais  le  calcul  que  nous  allons  faire  pouvant  s'applicjuer  également 
au  cas  où  les  racines  seraient  réelles,  nous  ferons 

Il  pouvant  être  positif  ou  négatif.  L'intégrale  s'écrit  alors 


dx. 


!t,  en  faisant  le  changement  de  variable. 


J~ 


^dt. 


ntégrale  qui  se  partage  en  deux  parties  : 
Comme  2t  dt  est  la  différentielle  de  ^--|-  /i,  la  première  intégrait 


est 

I  i 
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quand  n  est  différent  de  i,  et 

1 


L(r2H-A), 


md  n 


quana  /i  =  i . 

Reste  à  calculer  l'intégrale 


I  -  f    "" 

Nous  allons,  en  supposant  n  supérieur  à  i,  établir  une  formule 
récurrente  entré  I„  et  in-^-  Pour  cela,  partons  de 

"-'-J  (J-'-i-hy^i 
et  écrivons  cette  intégrale  sous  la  forme    /  u  dv  en  posant 


V  =   t. 


(r-^-i-/«)"-i 
L'intégration  par  parties  donne 

/    u  dv  =  uv  —    1    V  dii^ 
c'est-à-dire 

I„  _1  =    -— — -^c^ln  —  l)     /     ; ; dt. 

Dans  la  dernière  intégrale,  écrivons  le  numéraieur  sous  la  forme 

t^-\-  h  —  h; 

cette  intégrale  devient  Vu   k  —  ^^^n'  On  a  donc 

J-^-l-(^2_^,^/,)..-l    +^(/^  -0(1/^-1  -^1.^), 

d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  I„, 

(i)  'i{n  —  i)h\n=  -— — T-— -H-(2n  — 3)I/,_i. 

* 

Le  calcul  de  I,,  est  ainsi  ramené  à  celui  de  \n-.\' 
Cette  formule  étant  établie,  pour  calculer  une  intégrale  Iv,  où  v 
est  un  entier  positif  quelconque,   on  fera  successivement,  dans  la 
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formule  récurrente  ( i ), 

/i  =  V,         71  —  j  —  I ,         n  ==  V  —  -2,         . . . ,         n  =  ■>., 
ot  l'on  sera  ramené  finalement  à  calculer  Tinléj^rale  !<  : 

■.=/^- 

Quand  h  est  positif,  cette  intégrale  s'écrit 

.       i     r        \/h  1  t 

Ji  =  — Tz    / =  — =.  arc  tane  — rr« 

Quand  A  est  négatif,  A  =  —  A-,  ou  a 

i>-j  7^3^ -;i*^ r;:^- 

Remarque.  —  Au  point  de  vue  pratique,  il  y  aura  avantage  à 
commencer  le  calcul  par  I,,  I2,  etc.  Carie  calcul  de  I,  servira  pour 
celui  de  I2  ;  celui  de  I2  pour  I3;  et  ainsi  de  suite. 

Exemples.  —   1"  Soit  à  calculer 

Décomposant  le  trinôme  en  carrés,  on  a 

si  l'on  pose  al'ors 

57  -h  2  =  ^, 

l'intégrale  I  devient 

r    t  —  i       _  r    t  dt  r     dt 


en  posant,  comme  plus  haut, 

di 

^2-4-  2)« 


'■=/r 
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la  quantité  11  est  égale  à  2.  Si,  dans  la  formule  récurrente  (r),  on 
fait  n  —  3,  puis  «  ==  2,  on  a 


d'où 


8ï:i 

^    (^ 

^--^1)-^ 

-+-3J2, 

4I2 

t 

ii; 

/2 

+  2. 

8I3 

t 

_^  3 
i  ^ 

3. 

{f^- 

-+-  '2)2 

4   " 

II 

-h 

'  -+-  '1 

I 

arc  tan  g 

t 

'7ï' 

L'intégrale  proposée  I  a  donc  pour  valeur,  à  une  constante  prés, 
II  i  t  3        t  3     I  t 

ou,  en  revenant  à  la  variable  ^  et  réunissant  les  termes  de  même 
dénominateur, 

I           37  +  4                3         ^  -f-  ?.              3      I                  .r  +  7, 
[  _ .^ ; —  __  _ - _  — _  arc  tancf ^^  • 

8  (^7--+- 4^7 -+- b)-        01  x'^-Jr-ia;  -^  b        o'i   ^.^  "^     J^ 

2"  Soit  à  calculer 

1  =  f    -^^  dx. 

On  a 

x'*-^'i  =  (x^-h  i)-—  IX'  =  {x^-{-  I  —  X  y/2)  (x^-h  I  +  X  y/'i), 

37^  I      /  a"  .r  " 


^*"^ï  2/'2\a72 —  ;j;:^2-f-I  07- +  X  y/-2  -h  I 

I      /       ir  —  \/-j.  2X  -h  sj-x 


[\\l'i.\x''-  —  37/2-^-1  37-  H-  37  y/2  +  I 

ï  /  I  I 


4.  \  37-  —  37  y/2  -h  I  372  +  37  y/2  +  I 

L'intégrale  indéfinie  est  alors 

I        372  —  3^  y/2  -+- 1  ^  I    r  dx  I     /-  <^^  , 

\J~i^^'''^^\'~i.'^^    '    4  J  ■  ^-  —  37  y/2  +  I       4  »y   ^^  -+-  ^  /^  H-  I 

La  première  partie  s'annule  aux  limites  —  00  et  -h  00,  car  l'argu 


^ 
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ment  du  logarithme  est  égal  à  i  ])our  ces  deux  limites.  On  a  donc 

I     r^"  dx  [     z-^*  dx 


I     r  dx  [     r^^ 

4  J_  „     x"'  —  X  1/2  -I-  I         4  •/_  „     .r- 


;r2  —  X  sj 0.  -I-  I  ^  •   _  »       37-  H-  X  y/'2  H-  1 


_   I     Ç^  dx i_    r 

~4j_.  7r~T7^v~~^""4.A_ 


.--/2)V^  ^''-»       U+^V/' 


En  faisant,  dans  la  première  intégrale  x — ■  -  y/:>.  ^  ~f  ^^^  ^"^  ^'<^^^ 

■-^  sji 

qu'elle  devient 

du  I  v/' 

arc  tan  a  M 


4   J_«    "■''-I  "  I   4 


La  deuxième  a  la  même  valeur. 
Donc  : 


1 

'2 


III.  -  INTEGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  RATIONNELLES 

EN  sin^  ET  cos^. 

lOo.  Méthode  générale.  —  Soit  une  intégrale  de  la  forme 
1  =  /  R(sina:',  cosir)  dx^ 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  sin^  et  cos  j^.  On  ramène 
cette  intégrale  à  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle  en  faisant 
le  changement  de  variable 

X 

tan"  —  —  ^, 
1 


où  t  est  la  nouvelle  variable.  On  tire  de  là 

sina?  =  )  cosx  = 

I  -f-  ^^  1-^/2 

X                                      j           9.  dt 
-  =  arc  tang^,  dx  = 

L'intégrale  proposée  devient  alors 

J      \  I  -h  r^    I  -+-  /-'/  1-4- 1- 


c'est  l'intégrale  d'une  diflerentielle  rationnelle  en  t. 
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Remarque.  —  Une  fonction  rationnelle  en  tang\r,  cot.r,  sécx^ 
cosécj:'  est  aussi  une  fonction  rationnelle  en  sin^r  etcos^,  puisque 


sin.r  ros.r 


sec.r    =  ,  cosec.r  —  —. 


Exemples.  —  1.  Soit  à  calculer 

dx 


r  dx 

J     s'inx 

Par  l'introduction  de  la  variable  t^  cette  intégrale  devient 

r  dt 
J  ^ 


—  ht  -\~  const 
J     t 
On  a  donc 


L  tang—  H-  const. 

•1 


r  dx 

j    ^mx  "  ^ 


On  en  conclut,    en  changeant,    dans  les  deux  membres,    x  en 


x^- 
1 


fi 

II.  Soit  à  calculer 


dx  /  X 

~ —  =  L  tano-  ( h  -  )  -r-  const. 

osa;  "^  \i         !\ 


En  faisant 

J    '2-i-cosar 

tang-  =  t, 

1  —  V' 

dx^ 

•>.  dt 

'^'^-   i-h/2' 

1  H-  ^^ 

on  a  à  calculer 

C      '?.(\  —  r-) 

7/ 

La  fonction  sous  le  signe  d'intégration  est  rationnelle  en  t'-.  En 
la  décomposant  en  fractions  simples,  on  a  une  décomposition  de 
la  forme 

9.(1  —  ^2)  A  B 


Chassant  les  dénominateurs  et  identifiant,  on  trouve 
A  =  .,        B=-4. 
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On  est  donc  ramené  à  calculer 

r     dt  r     dt  4  t 

V    TT7^~V    T^7^--arclangr--arctang-+consL 

En  revenant  à  la  variable  x^  on  a  enfin 


/cosa? 
2  -h  COS 


X 


dx  —  X ~_  arc  tani;  (  -—  tang-  \  -h  const. 


s/3  "  Vv/3 


III.  y^/re  <i'/^/i  secteur  parabolique  compté  autour  du  foyer. 
—  Considérons  une  parabole  de  fojer  F  et  de  sommet  A.  Soient  r 
et  8  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M,  /•  désignant  le  rayon 
vecteur  FM  et  B  l'angle  polaire  AFM.  Nous  nous  proposons  d'éva- 
luer l'aire  du  secteur  AFM  :  c'est  là  une  question  qui  se  présente 
en  Mécanique  pour  le  mouvement  parabolique  des  comètes  autour 

du  Soleil  {Jig-  ^)~)- 

Fig.  5-. 


L'équation  de  la  parabole,  rapportée  à  son  foyer  et  à  son  axe,  est 

I  -h  cosO 
D'autre  part,  la  difFérentielle  de  l'aire  vS  d'un  secteur  est  (n"  io) 


ï  .,.  ^f^  _  ^  P 


dS  =  -r'^dO^  -  •       ,     rfO. 

•2  ■>.    (I  H-  COSO)'^ 

Donc 


«?0 


1  +  cosO)î 


La  limite  inférieure  est  zéro,  car  S  est  nul  avec  9.  Pour  évaluer 
cette  intégrale,  faisons 

tang  -  =  t,  cosO  =  ■)  aO  = 


■j.         •  i^f'  I 
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Il  vient,  comme  t  s'annule  avec  0, 


8  =  ^/-(,^,.)rf,..^(,^^ 

4   Jn  •  :|    \  3 


106.  Différentielles  rationnelles  en  tang^.  —  La  méthode  géné- 
rale se  simplifie  dans  le  cas  où  il  s'agit  de  trouver  l'intégrale  d'une 
différentielle  rationnelle  en  langer  : 

/  R(tang.r)  dx. 

Dans  ce  cas,  il  suffit  de  poser 

,  du 

tangr==M,  .T  =  arc  tangw,  dx  ^= 


1  -h  u'^ 
pour  être   ramené  à  Fintégration  d'une    différentielle   rationnelle 

Exemples.   —  i'*  Soit 

/    tang'^a;  <:/.r  ; 

par  la  substitution  que  nous  venons  d'indiquer,  on  trouve,  pour 
cette  intégrale, 

T-^  du  =  f  iu-  —^^\du  =  ^  _  !  L(i  +  w2)  -f-  G. 

J     \~\-  U^  ,1       \  1  -r-  U^J  12  ' 

2"^   Soit  à  calculer 


r      dx 

J    1  -r-  tang^- 
Cette  intégrale  devient 

r d_u .  r / '     ^         \   \~  u\ 

J     {^\  -\-  U)^\  ^  U-)         J      \-l     \-r-  U  •}.     1  -r-  «2  y 


du 


=  -  L(i  -f-  u)  -^  -arc  tangw.  —  -  L(i  +  u-)  -\-  G. 

Remaïque.   —  Il  peut   arriver  qu'une  fonction  rationnelle  en 
[        sin:?;  et.cos  JT,  R  (sin  :r,  cos  x),  puisse  s'exprimer  rationnellement 

Ai'PKM,.  —  Eléments  d'analyse.  —  st.  12 
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en  tang\z:.  Dans  ce  cas  Fintégrale 


/ 


R  (sinx,  cos^c)  dx 


se  calculera  par  la  substitution  lang\r  =  //. 

Le  théorème  suivant  indique  immédiatement  si  l'on  se  trou\e 
dans  ce  cas  simple  : 

Pour  qu  une  fonction  rationnelle  de  un  x  et  de  cos  x  soit  une 
fonction  rcitionnelle  de  tang  x  =  u^  il  faut  et  il  suffit  qu' elle  ne 
change  pas  quand  on  change  x  en  x  -\-  r.. 

La  condition  est  nécessaire,  car  u  =  tang  j"  ne  change  pas  quand 
on  change  x  en  x -h  ~-  Elle  est  suffisante;  en  effet,  on  a 
sin:r  = // cos^;  la  fonction  s'écrit  donc  R(w  cos.27,  cos^);  elle  est 
rationnelle  en  w  et  en  cos  x.  Si  Ton  change  x  en  x  -{- t.^  u  ne  change 
pas,  cos^  devient — ^cosr;  parhjpothèse,lafonctionR(wcos2:,  cos^) 
ne  change  pas  :  elle  ne  contient  donc  que  des  puissances  paires 
de  cosr;  elle  est  rationnelle  en  u,  car  cos-jc= -• 

Par  exemple,  la  fonction 

sin:r 


ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par  ^  -f-  -.  Elle  est  rationnelle 
en  u  :  y  ^=^  ~ - 


IV.  —  QUELQUES  INTEGRALES  SE  RATTACHANT 
AUX  PRÉCÉDENTES. 

107.   Intégrales  d'un  produit  de  sinus  et  de  cosinus.   —   1°  Soit 
d'abord  une  intégrale  de  la  forme 

I  co?>{ax -]~  a)  cos (bx -h-  [::.)  dr, 

où  a,  6,  aet  j3  désignent  des  constantes.  On  remplacera  le  produit 
de  cosinus  par  une  somme,  d'après  l'identité 


cosX  cos;j.  =  -  [cos(X  -4-  [jl)  h-  cos(X  —  a)], 
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qui  donne 

(i)  cos(ax -i- (x)cos(bx -h  p)  =  -  ]  cos[{a -^  b)x -î- Ci -^  [-i] 


os  [(a  —  6)  37  4-  a —  [i]  [ 


d'où  l'on  tire  immédiatement 

/  cos (ax  -\-  y.)  cos(bx  ^-  3 )  dx  =       - 


I    s\r\\(a  -+- b)x -{- a -{-  '^] 
a  -r-  b 
sin  [  ( a  —  b).r  -{-  7.  —  {i  ] 


Cette  intégrale  change  de  forme  quand  a-{-  b  ou  a  —  6  est  nul. 
Par  exemple,  si  ^  =  a:,  x  disparaît  dans  le  deuxième  cosinus  du 
second  membi'e  de  l'identité  (i)  et  Ton  a 


/  co%{ax  -T-  %)  cos(ax  -h  |j  )  dx 


a 

I    s\n(  'lax  -i-  oc  -+-  i^) 


H —  X  COS  (a  —  3)  H-  G. 


■2''   En  parlant  de  Tidentité 

sinX  sin  ijL  =  -  [cos(a  —  a)  ^—  C(^s(X  -h  a)], 

on  trouve  de  même,  ])Our 

I  sïn{ax -i- 7.)  s'in  (bx ->r- '^)  dx  , 
l'expression  " 

1    si  n  \(  a  —  b)x  ^-  y.  —  3  ]  i    si  n  f  fV/  -f-  A  )  -^  -F  y.  -I-  S  | 

v>  a  —  b  :>.  a  -T-  ()  '       ' 

(pii  change  de  forme,  quand  1)  =  a  ou  /v  =  —  a. 
Si,  par  exemple,  b  =  a,  on  a 

I    sin  (  2<2.r  -+-  a  -t-  -i  ) 


/  ?>\n{ax  -\-  y.)  sin  (ax  +  3)  dx^=  -  .r  cos(a  —  3) 
3"  Enfin,   F  identité 

si  n  X  cos  ijL  =  -  [  si  n  (  X  -f-  ;jk  )  H-  s  i  a  (  X  —  a  )] 

donne  de  même,  pour  l'intégrale 

/  si  n  (  a  X  +  a  )  cos  (  Z>  a?  -+-  ^3  )  dx^ 


•2  a 
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rexpression 

1  cos[C«nr -h  è')r -4- a -H  (3]         i   cos[(a  —  h)x -\- 'x — ^1 

2  a  -\-  b  1  a  —  b 

qui  change  de  forme  pour  a^=^±b^  et  qui  devient,  pour  a=^  b. 
par  exemple 

1  cos('2a.r  +  a  4- 8)         i        .    ^  „,         „ 

2  ia  1  ' 

4^  Si  l'on  a  une  intégrale  portant  sur  un  produit  de  plusieurs 
sinus  et  cosinus  d'arcs  linéaires  en  x  comme  les  précédents,  on 
remplace  ce  produit  par  une  somme  de  sinus  et  de  cosinus  :  l'inté- 
gration est  alors  immédiate. 

Par  exemple,  si  le  produit  comprend  trois  facteurs 

COSA  COS  tJ.  cosv, 

où 

\  =  ax  -\-  (X.  ;jL  =  Z> ,r  -h  [j ,         v  =  ca;  H-  y, 

on  remplace  d'abord  cosT.cosij.  par  une  somme 

COS  A  COS  a  =  -COS  (A  -f-  u.)  H cosi  A  —  .a); 

•2  '  2  . 

en  multipliant  par  cosv,   on  a  deux  produits  qu'on  remplace,  à 
leur  tour,  par  des  sommes 

cos(À  -h  [jl)  cosv  =  -  cos(X  -r-  JJ.  -h  v)  H cos(X  +  ;JL  —  v), 

COS  (À  —  a)  cosv  =  -  COSf  X  —  U  -4-  v  )  h COS(  A  —  'i.  —  v), 

2  1 

On  a  donc  finalement 

COSX  COS  U  COSV  —    -  COS(X  H-  'X  H-  V  )  H COS  (À  +  U  —  V  ) 

4       '       4       ' 

-h  -  COS  (  A  —  ;j.  -H  V  )  H-  -  COS  (À  —  |JL  —  V  ). 

4  4 

L'intégration  est  alors  immédiate. 

108.  Puissance  positive  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus.  —  La  mé- 
thode que  nous  venons.de  donner,  pour  trouver  l'intégrale  d'un 
produit  de  sinus  et   de    cosinus,    s'applique    évidemment   quand 
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plusieurs   facteurs  du  produit   deviennent  égaux.    Supposons-les 
tous  égaux,  nous  aurons  une  intégrale  de  la  forme 

/  cos'"  {ax  H-  7.)  dx 
ou 

/   sin'«(aa7  4-  a)  dx^ 

m  étant  un  entier  positif. 
Si  l'on  fait 

ax  -\-  y.  r=  u, 

ces  intégrales  deviennent 


/  cos'"a  du,  -    I  s\n' 


a   ' 


Pour  les  évaluer,  on  remplace  cos"^w  et  s\n"^u  par  une  somme 
de  cosinus  et  de  sinus  des  multiples  de  u.  Les  expressions  de 
cos'";^  et  de  sin^^w  par  des  sommes  peuvent  se  calculer  de  proche 
en  proche  ;  par  exemple  : 

cos-'w  =  — h-cos2a; 

multipliant  par  cosm  et  remplaçant  le  produit  cosu  cos  2  u  par  une 
somme,  on  a 

cos"*;^  =  -  cosw  -+-  -  coso  u  -\ —  cosm  =  -  cosw  H —  cos3  u. 
•>■  4  4  4  4 

Multipliant  par  cosw  et  remplaçant  chaque    terme  du  second 
membre  par  une  somme,  on  a  cos'*  u  ;  et  ainsi  de  suite. 
On  peut  opérer  plus  rapidement  comme  il  suit.  Posons 

d'où,  d'après  l'identité  d'Euler  (n"  91), 

cosa     z=z  -Çk    +  I^),  sint^     =  — .(X    —  [jl), 


coswa=  -(')v"+  a«),  sinnw  =  —.(A"—  a"). 
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On  a  donc,  d'ain-ès  l'expression  de  cos^/, 

I     .  I    ^^  ffi  ^      -       ^ 

cos'"  u=  —  (  A  +  [x  )"'  — A"'  4-  ^J.">  H -A  a(  A'"  --  H-  [x'"--'  ) 

m  (  /;?—  I  ) . 


1.2 


Dans  celte  formule,  on  développe  (a  -f-  u)'"  par  la  formule  du 
binôme  et  l'on  réunit  les  termes  qui  ont  mêmes  coefficients  :  le 
premier  et  le  dernier,  le  deuxième  et  ravant-dernier,  etc.   Or  on  a 


a;x  =  i, 

Xm-I  _4_  jj(.//i-2  —  9  cos(  f)l  —  2  )//, 

On  a  donc 


"  =  -[ 


2  cos  fuu  -h  2  m  cos(  /n  —  -2)  u 

>m(m  —  ])  1 

-! ; —  co?>{ni  —  4)^'  -+-•  •  •     • 


L'intégrale  /  cos"^ a  du  s'obtient  alors  immédiatement. 
Exemple.     -  Soit  à  calculer 

/  cos*  u  du. 
On  a 


d'où 


10  lu 


b 


On  en  déduit  immédiatement 

r       ,       ,  I  /sin4//  .  .     \ 

/  cos*  u  du  — h  -2  sin  2  u  -\-  \u\-T  const. 

j  n    4  .-  / 

On  calcule  par  la  même  méthode 

/   ?,\ï\"^  u  du\ 

il  suffit  de  partir  de  l'identité 


s'xxxu  =  — ^.(À  —  ;jl) 
■Il 
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et  d'élever  les  deux  membres  à  la  puissance  m,  en  remplaçant 
ensuite  les  termes  tels  que  ).^4-  {^^  par  2Cospu  et  les  termes  tels 
que  A^ — [JL^  par  2isinqu.  On  peut  aussi  changer  le  sinus  en  un 
cosinus  en  faisant  ^^  =  c  -J-  -  • 

2 

Formule  de  récurrence.  —  On  peut  encore,  en  posant 

I,/,  =z  /  cos'"a7  dx 


[m  entier  positif),  établir  une  formule  récurrente  qui  ramène  1,„ 
î^  T/«-2-    Ecrivons 

I„,=/cos»-...rfsin., 

et  intégrons  par  parties 

lin  =  cos'"-'a7  sina?  -\-  {m  —  i)  ,  /   coi"^^'^x  s\n-x  dx. 

Dans  la  nouvelle  intégrale  remplaçons  sin^a?  par  i  —  cos-^-  ;  elle 
devient  I,„_o  —  I,„.  Donc 

I,;,  =  cos'«-'^sina7 -f- (m  —  i)  (I,„_2— I/«);    • 

d'où,  en  transposant,. 

ni\,„  =  cos'"-ia7  sina7  +  (m  —  i)Im-2. 

On  ramène  de  même  \m-2  à  Iw_/,j  ...  et  ainsi  de  suite,  et  l'on 
arrive  finalement  à 

Ii=    /   cosa?  û?a"  =  sin.r -+- G 
ou  à 

Jq  =     /    dx  =37-1-0. 

Une  méthode  identique  s'applique  à 

i„i=    I   s\n"^xdx. 

109.  Remarque  sur  l'intégrale   /  cos"^  u  sinP  u  du.  —  Pour  cal- 
culer l'intégrale 

/   cos"^  u  s'inP  u  du, 
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OÙ  TU  et />  sont  des  entiers  positifs,  on  peut  remplacer  cos^Ui  et 
s\nP u  par  des  sommes  de  cosinus  et  de  sinus  des  multiples  de  u. 
En  faisant  le  produit  de  ces  deux  sommes,  on  aura  à  calculer  des 
intégrales  de  la  forme 

/   cos  nu  cos  n'  u  du ^ 

/   cos  nu  sinn' u  du. 

Quand  un  des  exposants  m  ou  p  est  impair,  ou  que  les  deux 
sont  impairs,  le  calcul  se  simplifie.  Soit,  par  exemple,  m  impair, 
m  =  2  /i  +  I .  On  écrira  l'intégrale 

/   cos^'^  u  s'inf  u  d  sinu 

ou,  en  posant  sinu  =  ^, 


f 


(i  --i^V^tr  dt, 


intégrale  qu'on  calcule  immédiatement  après  avoir  développé 
(i  —  t^)"  par  la  formule  du  binôme.  De  même,  si  p  est  iriipair,  on 
fait  cos  M  =  t. 

Exemple.  —  Soit  '  • 

/   cos^  u  sin*?«  du. 

En  posant  sinu  =-  t^  on  a 


c'est-à-dire 


V.  -  INTÉGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  RATIONNELLES 

PAR  RAPPORT  A  x  ET  A  \la.x'-\-  bx  +  (\ 

COURBES  UNICURSALES. 

110.   Méthode.  —  Imaginons  une  fonction  rationnelle  R(^,  y) 
de  37  et  de 

y  =  \/ax'^-^  bx -^  c. 
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Nous  allons  montrer  que  l'intégrale 


/  R(3^,y)  dx 


peut  être  ramenée  à  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle. 

Pour  cela,  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  a  est  positil 
ou  négatif. 

111.   Cas  de  a  positif.  —  Supposons  a  >o.  Nous  écrirons 


y  =  sj a  ^x^ -^ px  -+-  q. 

Désignons  alors  par  u  une  nouvelle  variable,  et  posons 
(i)  sJ x"^-^ px -V  q  —  X — //. 

Elevant  au  carré  et  supprimant  x-  dans  les  deux  membres,  on  a 
(2)  px-^q= — lux-^u-,         X  =^ 


'}.  u  -\-  p 


Remplaçant  ^  par  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (1),  on  a 

,  „  ,— fû  -h  pu  -i-  q 

111  -^  p 

De  cette  façon,  œ  ely  sont  des  fonctions  rationnelles  de  u.  En 
différentiant  l'expression  (2)  de  :r,  on  a 

(4)  dx^.'''--^P'"^'fda. 

{■lu-^p)-' 

Si  alors,  dans  l'intégrale  proposée 

/  ^y{^,y)dx, 

on  remplace  ^,  y  et  dx  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  elle  se  trans- 
forme en  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle  en  u. 


Exemple.  —  Soit  à  trouver  l'intégrale 


dx 


\/x-  -+-  2X  -^  'i 
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S 

i  Ton 

fail 

-' 

v/^^ 

■  TT-  2  a;-  -T-  3  =  T  — 

on 

trouve 

2  ^  2  U 

X  — 

y/:?  ■-  -h  2  iC  -f-  J  = 

dx 

L 

'intégi 

\ile 

I  devient  donc 

1=      /■■  :''",• 

J    a2  —  3 

7/2  -f-  2  ?/  -f-  3 


du. 


Décomposant  la  fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  on  a 


-  I» 


u-       3        y/3  y  i,  —  "^3         ^  _j_  y/ 3 


1     ,  u~\~  sj'i 
—^  L —  -t-  const. 


v/3      7A  —  /3 
OU,  en  revenant  à  la  variable  x^ 


I       ^    .T  -^  J'.)  Jx'^  -h  2  37  -h  3 

\  —  ~-\, 1— +  const. 

v/3      X  —  v/3  —  v^a;'^  +-  9.x  -+-  3 


112.   Cas  de  a  négatif.     -  Quand  a  <^  o,  on  peut  écrire 

y  =  sj ax-  -h  ^ ^  -i-  c  =  v^ —  <^  / —  .-r-  -h  /> ar  H-  ^, 


en  mettant  en  facteur  y/ —  a  qui  est  réel.  Pour  que  la  valeur  dey 
soit  réelle,  il  faut  que  le  trinôme  — x-  -\- px  ^  q  ait  des  racines 
réelles  et  que  x  soit  compris  entre  ces  racines.  Appelons  a  et  ^  les 
racines  de  ce  trinôme,  a  étant  supposé  moindre  que  jB.  On  peut 
écrire 

yj  —  X'  — px -r- q  —  s/{^x  —  :t,){^  —  x). 

a.^x^^. 
Posons   alors 

(5)  3-  — a  =  (fi  —  ir)w2, 

U  désignant  une  nouvelle  variable.  INous  avons 


(G) 


a 


^.iii 
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quant  au  radical,  il  devient 


/(  .r  —  a  j  (  [i  —  x;  =  (  ^  —  rr  )  « 
ou,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  (6), 


(7)  s/k^-  -  a)  (îi  -  .'/■•;  =  ([i  -  ^c)  — -—  • 

Enfin,  la  relation  (6)  donne 

,  .  r.  "  du 

(8)  rf.  =  .(^-.,— -^^. 

Par  ce  changement  de  variable,  l'intégrale  proposée 

/  R(^,  y)dx 

devient  donc  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle  en  n. 
Exemple.   —  Soit  à  calculer  l'intégrale 

j  ^  r  d^        _^ 


OÙ  a  est  inférieur  à  [3  et  où  K  est  extérieur  à  l'intervalle  (a,   jj). 
Nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  X  <:^  a. 
En  faisant  la  substitution  que  nous  venons  d'indiquer,  on  trouve 

,  arc  tang  (  Ui  / tZlJl  \  -i-  const. 


J  = 


En  particulier,  si  l'on  veut  l'intégrale  définie 

«^a     (x  —  'k)  J (X  —  a 


)S/{X  —  0L){'A  —  X} 


la  formule  du  changement  de  variable 

a?  — a  =  (^  —  .r)i<2 

montre  que,  u  variant  de  o  à  oo,  :r  varie  de  a  à  Jîi.  On  a  donc 

du 


H=:      f      .        "^"        . 
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Nous   venons    de    calculer  l'intégrale    indéfinie   J    :    l'intégrale 
définie  H  est  la  difTérence  des  valeurs  que  prend  J  pour  m  =  co  et 

pour  a  =  o.  C^omme  arc  tang  o  =^  o,  arc  tang  oo  =  -,  on  a 


H  = 


Cas  de  a  nul.  —  Si  a  est  nul,  on  a 


y  =  sj bx  -h-  c. 
On  fera 

,  .  ,9.  Il  du 

bx  -V  c  =  it'^^         y  =■  IL,  dx  =  — - — J 

et  la  difTérentielle 

\\{x,  y)  dx 

deviendra  rationnelle  en  u. 

113.   Intégrales    se  ramenant  aux  précédentes   :   différentielles 
rationnelles  en  x,  ^a.2?  +  ^i,  et  y/y-r  +  5.  —  Soit 

/    R ( 37,  sl'xx  -V-  J,  yj^[x  -^ri)  dx^ 

R  désignant  une  fonction  rationnelle.  La  substitution 

X2 3 

\]%x  +  [i  =  X,         X  ~  *- 

donne  une  intégrale  de  la  forme 


r^(x,  v/ax^-^c)c^x, 


ou 


c'est-à-dire  une  intégrale  du  type  que  nous  venons  d'étudier 
Par  exemple,  l'intégrale 


I  -f-  v/i  —  oc   , 
—  dx. 


J       J~i 


où  l'on  fait  y/i  -h  ^  =  X,  prend  la  forme 

2  Al -h  /r=ôî^)^x, 
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qui  rentre  dans  le  type  du  n"  112  et  qui  est  égale  à 


[89 


2  X  -i-  X  sj  -i.  —  X-  4-  2  arc  si  11  -—  • 


114.  Interprétation  géométrique  du  changement  de  variable 
employé.  —  Voici  comment  on  peut  interpréter  géométriquement 
les  substitutions  qui  nous  ont  servi  à  ramener  l'intégrale 

où 

y  =  ^^ax--i- bx -i- c, 

à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  de  w,  et  comment  on  peut 
trouver  d'autres  substitutions  permettant  d'arriv^er  au  même 
résultat. 

Si  Ton  considère  x  et  y  comme  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  M,  l'équation 


y  =  \J ax-  -^  bx  -V-  c 
représente  une  conique,  l^our  ramener  l'intégrale 

/   K{x,  y)  dx 

à  l'intégrale   d'une  fonction   rationnelle,   il  suffit   d'exprimer  les 
coordonnées  x  et  y  d'un  point  M  de   cette   conique  en  fonction 

Fi";.  58. 


rationnelle  d'un   paramètre  u.  Pour  cela,    prenons  un  point  fixe 
quelconque  Mo  sur  la  conique  {fig.  58),  ayant  pour  abscisse  x^  et 


pour  ordonnée 


y^=  \J  ax;^  —  b. 
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puis    coupons  la  conique  par  une   sécante  varial)l('  AIq^I   [)aisanl 
par  M,).  Cette  sécante  a  une  équation  de  la  forme 

Comme  elle  coupe  la  conique  en  un  seul  point  variable  M,  les 
ordonnées  x  et  y  de  ce  point  M  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  u.  On  voit  qu'il  y  a  une  infinité  de  façons  de  réaliser 
la  transformation  de  l'intégrale  en  une  intégrale  d'une  fonction 
rationnelle,  puisque  le  choix  du  point  Mo  est  arbitraire. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  substitutions  employées  dans  les 
numéros  précédents  rentrent,  comme  cas  particuliers,  dans  celles 
que  nous  venons  de  définir. 

Prenons  d'abord  la  conique 


y  =  \J x'-  -T-  px  ^  q  : 

c'est  une  hyperbole  équilatère  {fig-  09,  I),  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  ÎNous  avons 
posé 


\/x- 


ou 


-  px 

y  = 


q  —  X  —  u 


Cette  dernière  équation,  dans  laquelle  u  est  variable,  représente 
une  droite  mobile  parallèle  à  l'asymptote  CA,  c'est-à-dire  passant 


Fig.  59. 


|)ar  INI  point  M,,  de  l'hyperbole  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction 
CA.  (]('U(^  droite  ne  coupe  la  courbe  qu'en  un  point  variahic  AJ, 
dont  les  coordonnées  s'expriment  dès  lors  rationnellement  en  11. 
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Prenons  ensnile  laconique 


Pour  qu'elle  soit  réelle,  il  faut  que  les  racines  du  trinôme  soient 
réelles;  on  peut  alors  écrire 


jK  =  v/(^— a)  ([i  — X). 

Cette  équation  représente  un  cercle  {^fig-  5(),  II),  ayant  son 
centre  sur  Ox  et  coupant  cet  axe  aux  points  A'f^^^^-)  et 
B'(^=  3).  Nous  avons  posé 

X  —  'j,  =  {^j  —  x)iC-, 
d'où 

Cette  équation  représente  une  droite  B'M,  passant  par  le  |)oint 
fixe  B'  du  cercle  et  coupant  le  cercle  en  un  seul  point  \ariable  M. 

llo.  Remarque  sur  les  courbes  unicursales  en  général.  —  Etant 
donnée  une  courbe  plane  algébrique 

on  dit  qu'elle  est  unicursale^  quand  les  coordonnées  x  et  y  d'un 
quelconque  de  ses  points  peuvent  être  exprimées  en  fondions 
rationnelles  d'un  paramètre  u.  Telles  sont  les  coniques,  les  courbes 
du  troisième  ordre  avec  un  point  double,  les  courbes  du  quatrième 
ordre  avec  trois  points  doubles  ou  un  point  triple.  Si  l'on  veut 
calculer  l'aire  d'un  segment  ou  d'un  secteur  d'une  de  ces  courbes, 
on  est  conduit  à  calculer  des  intégrales  de  la  forme 


I  y  dx,  j  {x  dy  ~y  dx), 


le  long  d'un  certain  arc  de  la  courbe.  Comme  ^  etjK  peuvent  être 
exprimés  rationnellement  en  fonction  de  u^  (^n  voit  que,  en 
introduisant  cette  variable  u^  on  sera  ramené  à  intégrer  des  fractions 
rationnelles  en  u.  Il  en  est  de  même  si  Ton  a  à  calculer,  le  long 
d'un  arc  de  la  courbe  unicursale,  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


^{x,y)  dx, 
R  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y. 
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116.   Exemple  :  différentielles  rationnelles  par  rapport  à  ^  et  à 

des  puissances  fractionnaires  de  — !r-  —  Considérons  une  inté- 

craie  de  la  forme 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  oc  et  de  puissances  fraction- 
naires de  ^— — ir-  On  peut  rendre  cette  différentielle  rationnelle  en 

Y.r  -h  0  ^ 

réduisant  les  exposants  fractionnaires  (positifs  ou  négatifs)  —  >  —  ^ 
—r,j    .  .  .  au  même  dénominateurs  et  faisant  ensuite 
a./'  ^  3  ■  ou"'—  S 


-'./•  -h  0  a  —  Y""' 

i^   Soit,  par  exemple, 

1 

/  X  —  I  \  2 

Les  exposants  7  et  -  étant  égaux  a  -  et  a  -,  on  tera 
X  —  r  „  u*^-^  i 


X  -h  l  u^  —  I 


dx  z=z  i 


1  =  3/ a' du, 

J       1  -r-  W- 

intégrale  d'une  différentielle  rationnelle. 

Géométriquement,  on  peut  dire  que  la  courbe 


I 

y  =  - 


\  X  -~  \    J  I 

\x  ~^l  J 


est  unicursale,  car  la  substitution  indiquée  exprime  :r  et  y  en 
fonctions  rationnelles  de  11.  L'intégrale  donne  Taire  d'un  segment 
de  cette  courbe. 
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•°  Dans  ce  type  rentrent  les  intégrales  de  la  forme 


/H-/^)"- 


R  désisnant   une  fonction   rationnelle  de  x  et  de  if  - — ^^'  La 

substitution 

a.r  H-  P 


rendra  la  différentielle  rationnelle. 
3°  Soit  encore  à  calculer 


/i  -f-  2  v/.r    , 
V'  a^"  -h  y  X 


Les  exposants  de  ^  sont  -  et  -;  en  les  réduisant  au  même  déno- 

•i       4 

minateur,  on  peut  les  écrire  7  et  -;  on  fera  alors 
X  =  lî* ,        dx  =  4  '^^  ^^^5 

et  l'intégrale  deviendra 

4    /    — u  au, 

J      1+  '* 

qui  est  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle. 
Géométriquement,  on  peut  dire  que  la  courbe 

I  -h  -2  \/  X 

sj  X  -h  \/  X 

est  unicai'sale^   puisque  la  substitution  x  =  u''   donne  x  et  y  en 
fonctions  rationnelles  âe  11. 


VI.  -  INTEGRALES  DE  DIFFERENTIELLES  BINOMES. 

117.   Cas  d'intégrabilité.   —  Lue  différentielle  binôme  est  une 
différentielle  de  la  forme 

x'"{a  -h  bx^)P  dx^ 
où  a  el  b  désignent  des  constantes  quelconques,   m,  ji  et  p  des 

Appell.  —  Éléments  d'analyse.  —  st.  13 
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« 

exposants    commensiirables,    entiers    ou    fractionnaires,    positifs, 
négatifs  ou  nuls. 

L'intégration  d'une  différentielle  binôme 


—        .x"Ha-r- bcc'iji'dx 


peut  être  effectuée,  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires,  dans  chacun 
des  trois  cas  suivants  : 


i^  p  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul; 

2" est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  mil; 

3'* h />  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul. 


Nous  allons  traiter  le  premier  cas  ;  puis,  nous  verrons  que  le 
second  cas  se  ramène  au  premier,  et  le  troisième  au  second,  et  par 
suite  au  premier. 

Premier  cas.  —  Supposons  jo  entier.  Tout  d'abord,  si  p  est  un 
cni'iev  positif  ^  on  développera  {a-\-bx^)P  par  la  formule  du 
I)inome,  on  multipliera  le  développement  par  x"^dx  et  l'on  sera 
ramené  à  l'intégration  d'une  somme  de  termes  de  la  forme 

Exemple.  —   Soit  à  calculer 

Développant  le  cube 

/  i\3  ±  1        1 

(  H- ^«  ;   r=:  iH- 3  a:« -i- 3  a^^  4- a:2 

3 
et  multipliant  par  x    2  dx.,  on  est  ramené  à  calculer 

intégrale  qui  est  égale  à 

.  - 1  _  y  _  1 

—  ix    *  —  9.r    •*  —  18a;    '^ -f- La; -T- const. 
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Supposons  ensuite  p  entier,  mais  négatif.  On  ramène  alors 
r intégrale  1  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  comme  il  suit. 
Les  exposants  ni  et  n  sont  des  fractions  positivés  ou  négatives; 
l'éduisons-les  au  même  dénominateur  et  soient,  après  cette 
réduction. 


m  =  -  >  Al  =  - 

/.  A 


Faisons  le  changement  de  variable 


•n  en  conclut 

-    .r'«  =  wM-,  x^^  =  iC,  dx  —  }>  ii>'-^  du, 


et  l'inlégrale  devient 


X  /  fi>-+[j--i(rt  +  hic^y 


du. 


où  tous  les  exposants  \--\-  ;j.  —  i ,  v,/)  sont  entiers,  positifs  ou  néga- 
tifs; on  est  donc  ramené  à  Tintégration  d'une  fonction  rationnelle. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer 

i  X    *  VI  —  .r*» j      dx. 

Actuellement,  />  =  —  2,  entier  négatif.  On  réduit  les  fractions 
i 
4  6 


/?i  = r>  /i  =  -  au  même  dénominateur  12  : 


—  )  1 

— ,  n=  — 

I  ■>.  I  i. 


on  fait,  ensuite,  x  ^=^  u^'-  ei  Ton  est  ramené  à  l'intégrale 

qu'on  calculera,  d'après  la  méthode  du  n"  10!2,  en  décomposant 
-— - — --  en  une  partie  entière  du  quatrième  degré  suivie  de  fractions 
simples  correspondant  aux  racines  du  dénominateur. 

De                              •                    m  -+- 1  .  .  X 

EuxiEME    CAS.    —    S^pposons    maintenant    entier,    On 
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ramène  ce  cas  au  précédent  [p  entier),  en  prenant  comme  nouvelle 
variable  le  binôme  a-\-bx^'.  Posons  donc 

a  -+-  bu-"—  t^ 

t  désignant  une  nouvelle  variable.  On  en  tire 

i  L        ^ 

X  =  b    "(/  —  a)", 

m  w  1  1  ^ 

x'n^b~'^(^t-a)~,         dji  =  -b~~'{t  —  aY~   dt. 

L'intégrale  ' 

I  —    /  rp'"  {a-\-bx'^  )P  dx 
devient  alors 

\^  -b      "      /  tP{L  —  a)   "        dt. 

On  est  ainsi  conduit  à  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme 
en  t  de  la  forme 

V  =  j  t"''{a' -^b't>'')p' dt, 

,                ,               ,        m  H-  I 
ou  m  =z  p^  n  =  1,  p  =: I . 

Comme       "^     est  supposé  entier,  l'exposant  p'  est  entier,   et 
l'intégrale  F  rentre  dans  le  premier  cas. 

Exemple.   —    Soit 

i 

x-^^i-^x   ^)    dx. 

T     .  T  3        /?7  -I-  I 

Ici,  m=  -  7  n  = j  =  — ^  I . 

2  in 

On  voit  que est  entier.  On  prend  alors  comme  nouvelle 

variable  le  binôme 

i-^  X    -  —  f,         X  =  {/  —j)    :*, 

dx=—l(t  —  i)~^dt, 
et  l'intégrale  devient 

i  =  -1j^t^it-iy^dt. 
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On  est  donc  ramené  au  premier  cas.  Pour  achever  Fintégration, 
on  fait,  conformément  à  la  méthode  du  premier  cas, 


et  l'on  a 

intégrale  d'une  fonction  rationnelle. 

TuoisiÈME    CAS.    —    Supposons    enfin ^p    entier.    On 

ramène  ce  cas  au  précédent  de  la  façon  suivante  :  on  peut  écrire 

(a  -+-  bx'^)P=  x'^P(ax-"-h  b)f>. 

D'après  cela,  l'intégrale 

.    \  =1      X'" (a  -h  bx'i)P  dx 
peut   s'écrire 

I  =    /  x"'-^"P(b  +  ax-")P  dx, 

intégrale  de  la  forme 

li=  I  x"h(ai-h  biX'h)P  dx^ 

où 

nii  =  m  -\-  np,         Ai}  =  —  n  ; 
donc 

rri]  -h  1         tn  -^  jip  -\-  \  /  m  -t-  \  \ 

=  =  — h  />     . 

iix  —  a  fi  / 

r-i  /?!  -4-  I       ,  ,  .  //2 1  -4-  I  T  '  •         - 

L-omme  +  p  est  suppose  entier, est  enlier,  et  1  inté- 

grale I,  rentre  dans  le  deuxième  cas.  On  la  ramènera  au  premier 

en  posant 

b  +  ax-'i—.  t. 

118.   Application.   —   Rectification  de  la  courbe 


où.  a  est  une  constante  et  k  un  exposant  quelconque. 

On   a,    en    appelant  s  Tare    de   courbe    compté  à  partir    d'un 
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certain  point  fixe. 


on  a  donc  l'intégrale  d'une  difFérentielle  binôme  on 


m  =  o,  H  =  '2  /  —  2,  P  —  ~ 


" 

/^ 

n 

est 

pas 

entier; 

0 

/;? 

n 

[ 

"  7^ 

■      -On 

—  2 

I 

Examinons  les  cas  d'intégrabilité  : 


On  pourra  donc  intégrer  exactement  si 

2/  —  y.         ^'  '  '  2t 

E  désignant  un  entier  positif  ou  négatif; 

3'^ '■ ^  n  ---  —, H On  peut  intégrer  si 


/i  — 2        2  •  2E'— I 


E'  entier  positif  ou  négatif. 

En  résumé,  on  peut  intégrer  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires, 
quand  k  est  le  rapport  de  deux  entiers  consécutifs. 

Par  exemple,  pour  la  parabole  semi-cubique 


y  z=  ax' ,  k  —  - 

-^  2 


on  est  dans  le  deuxième  cas,  E  =  i  ;  on  a  alors 


/   \  \^  -a-x]    dx  —  


.    9     ., 
I  -i —  a- X 


VII.     -     APPLICATION     DES     DEVELOPPEMENTS     EN    SERIE 
DE   PUISSANCES  AU  CALCUL  DE  CERTAINES  INTÉGRALES. 

Nous  donnerons,  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  des  méthodes  d'approxi- 
mation et  des  procédés  mécaniques  pour  évaluer  les  inlégralcs. 
Nous    indiquerons  ici    comment,    dans    certains    cas,    on   peut 


QUELQUES   MÉTHODES    D INTEGRATION.  199 

calculer,  approximativement,  une  intégrale  en  la  développant  en 
série. 

1 19.  Intégrale   /     e~''"'dx.  —  Cette  intégrale,  qui  représente  l'aire 

de  la  courbe  y-ie~-^'''  depuis  Taxe  des  j- jusqu'à  une  ordonnée 
d'abscisse  x^  ne  peut  pas  s'exprimer  sous  forme  finie.  Pour  de 
petites  valeurs  de  x^  on  la  calculera  approximativement  en  la 
développant  en  série.  Comme 


X 


0 


.r- 

X' 

x^ 

l  .-2 

1 .  •>. . 

S 

I    .r- 

[ 

x'à 

1        x~ 

if  - —  —   — 

-H    - 

— 

3     j 

5 

1  .'A 

7    I.-2.0 

Cette  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  œ\  elle 
converge  très  rapidement  quand  x  est  inférieur  à  i. 

On  a  construit  des  Tables,  pour  le  calcul  de  cette  intégrale,  de 
la  façon  suivante.  Nous  démontrons  plus  loin  que  l'intégrale 


/      e~  '^  dx 

-  0 


est  égale  à  -  y/T:.  On  considère  alors  la  fonction  positive 

0(^0  =  ~  e-^'dx, 

V-Jo 

qui  croît  avec  x  et  qui  tend  vers   i   quand  la  limite  supérieure  x: 
croît  indéfiniment. 

D'après  le  développement  ci-dessus,  on  a 

o(x)  —  aix  —  a:iX'^-h  a;ix'^  —  .  . ., 

OÙ  les  coefficients  «,,  a^,  .  .  .  ont  pour  valeurs 

•2  2  2 

«1  ^   ■— -'  «3 


V''^  '^W~  •  (2/i  -h  I  j.  I  .'2.3.  .  ./iy/T 

On  trouvera  dans  les  Tables  de  Houël  (p.  6i)  les  logarithmes 
des  coefficients  «,,  a^^  ...,  «,;;  et  les  valeurs  approchées  de  la 
fonction  '^{x)  de  a;  =  o  à  x  =  2. 
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120.  Rectification  de  l'ellipse.  Exemple  d'intégrale  elliptique.  — 
Soit  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe 
en  fonction  d'un  paramètre  u  en  pesant 

x  =  acosi{,        y=bsinu. 

Pour  u  =  o,  on  a  le  sommet  A,  et  pour  u  =  ^,  le  sommet  B. 
Calculons  Tare  AM  =  s.  On  a 


ds  =  \/dx'^  -h  dy'^  =  \l a''-  sin^  u  -^-  b-  cos'-^  u  du. 

Remplaçons  sin^^w  par  i  —  cos-t/,   a- — h-  par  c-  et  désignons 
par  £  V excentricité  de  l'ellipse 


Nous  pourrons  écrire 


ire 

t  — 

Cl 

ds  = 

r" 

l'^COS^U 

du, 

—  a 

/■  v/.- 

-  £-  COS"'' 

u  du 

L'intégrale  ainsi  obtenue  ne  peut  pas  être  calculée  sous  forme 
finie  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires  algébriques,  exponen- 
tielles et  logarithmiques,  circulaires  directes  ou  inverses.  C'est  un 
cas  particulier  des  intégrales  elliptiques.  On  la  calculera  par  les 
méthodes  d'approximation  que  nous  donnerons  plus  tard;  on 
pourrait  aussi  la  calculer  en  la  développant  en  série  procédant 
suivant  les  puissances  de  e-. 

Faisons  le  calcul  pour  le  quadrant  d'ellipse  AB;  il  faut  intégrer 


de  o  à  -.  On  a  donc,  en  appelant  /  le  périmètre  de  l'ellipse, 


-,      V  1  —  ^'^  cos-u  du. 
4 


Comme    £-cos-«    est    moindre    que    i,    on    peut    développer 
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yi  —  £-  cos-  u  par  la  formule  du  binôme 

1  T  I 

(i  —  £2  cos^a)"^  =  1 z-  ces- w t''  cos*  u 

■>.  -2.4 

1.3     ,  1  ,3.5...('2«  — 3)  , 

£6  COS6  U—.  .. —i ^£2"COS2«M  — ... . 

2.4-6  2. 4- 6... 2/1 

En  multipliant  par  a  du  et  intégrant  ternie  à  terme  de  o  à  ->  on 
aura  une  série  donnant  -  /.   Pour  avoir  le  terme  o^énéral  de  cette 

4 

série,  il  faut  calculer  l'intégrale 


du. 


qui,  d'après  le  calcul  du  n"  40,  a  pour  valeur 

r  .  3  .  5  .  .  .  f  2  /?  —  T  )    TT 


I«  = 


4  .  0  ...  2  /i  2 


Le  coefficient  de  s-"  dans  la  série  donnant  -  est  donc 

4 

I  .  3 . 5 .  .  .  f  2  /i  —  3  )  , 

—  Cl  -— \n 

i.\.b.  .  .'i.n  [ 

OU,  d'après  la  valeur  de  I,,,  » 

7rari.3.5...(2  7i  — 3)"|2 

— (2n—  I). 

2    L        À./\.b.  .  .0  n        J 

On  a  donc  enfin  pour  -  la  série 

^"[-©■•-(à)■•■'-(à^)''•• 

V2.4.6.8/  '  J 

Calculons  le  rayon  R  d'une  circonférence  de  même  longueur 
que  l'ellipse 

2  71 

il  vient,  en  remplaçant  /  par  sa  valeur  et  calculant  les  coefficients 
numériques, 

\  4  ^'\  '^Jt)  Ib3b4 
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On  peut  obtenir  des  valeurs  approchées  de  R  en  fonction  des 

deux  demi-axes  a  et  b  de  la  façon  suivante. 

I 

2 


Une  première  \aleur  de  R,  approchée  par  défaut,  est  -(a  -h  b). 


En  effet 


b  =  \/ a  -  —  c-  =  <2  (  I  —  £-  )  -  ; 
développant  par  la  formule  du  binôme,  on  a 

V  9.  8  ib  1-28 

0                      111               •                .     a  -\-  h  ,      . 

n  en  conclut  la  \aleur  suivante  de  que  nous  écrivons  en 

réduisant  les  coefficients  numériques  aux  mêmes  dénominateurs 
que  dans  le  développement  de  R  : 

a -^  h  _^      /'         I  _^        4     ,^         8     ^         320     g 

__  „   a    (1   —    -  c-  —     —   .♦  —    —   ."  —    y^jT^  £     —  .   .   .  J    . 

On  voit  que  — ^ —  est  une  valeur  approchée  de  R  par  défaut  et 

que  la  différence  R —  est  de  l'ordre  des''. 

Une  deuxième  valeur  de  R,  approchée  également  par  défaut, 
mais  un  peu  moins,  est  sjab.  En  eflet,  h  étant  égal  à  a\l \  —  £-, 
on  a 

sJab  =  ai\  —t^)^  =  a(\—  -  z- —  777  £^ r-.  ô*^ rT^TT-*  — •  •.•     • 

'^  \  4  64  ub  ibJ84  /     . 

En  combinant  ces  deux  formules  donnant     — —    el\/ab,   on 

•2  ^        ' 

obtient,  d'après  M.  Roussinesq,  une  valeur  de  R  approchée  par 
excès.  On  a,  en  effet. 


3  rt  -h  A        1 
1       1  1 


expression  qui  ne  diffère  de  R  que  par  le  terme  en  z'^. 

1^1.  Intégrale  elliptique  E(cp,  /,).  —  Nous  avons  trouvé,  dans  le 
numéro  précédent,  que  l'arc  d'ellipse  A\I  est  donné  par 


=:  a  I      \/ 1  — i-  eus-  Ll 

^  0 


du. 
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Donc  l'arc  BM,  compté  à  partir  du  sommet  du  petit  axe,  est 


^jy 


arc  BM  =  a  /     J \  —  e'-cos-udu. 


En  faisant  u  =  -  —  '^,  du  =    -  ch^  et  remarquant  que  les  limites 
de  cp  sont  o  et  o,  on  a,  après  avoir  interverti  les  limites, 


arcBM 


al       \/ 1  —  £"- sin'^ç  <^cp. 

On  pose  habituellement,  d'après  Legëndre, 

/-?'  

J  0 

k  étant  un  nombre  positif  plus  petit  que  i. 
Avec  cette  notation 

arc  Bi\l  ^=  a\l{o,  i). 

L'intégrale  E(ç,  k)  est  une  intégrale  elliptique  qui  a  été  étudiée 
par  Legendre.  Sa  valeur  dépend  de  deux  nombres  cp  et  k.  Gomme 
k  est  moindre  que  i,  on  peut  poser 

k  3=  sinO. 

On  appelle  o  l'amplitude,  A'  le  module,  9  Tangie  du  module. 

On  trouvera  dans  les  Tables  de  Houël  (p.  58)  les  valeurs  de 
E(cp,  A)  et  de  son  logarithme,  pour  les  valeurs  successives  des 
angles  cp  et  G  exprimées  en  parties  du  quadrant,  de  dixième  en 
dixième  de  quadrant. 

Ces  Tables  pourront  donc  servir  à  la  rectification  de  Fellipse. 

12^.  Autre  exemple  d'intégrale  elliptique.  Pendule  simple.  Inté- 
grale elliptique  de  première  espèce  F  (cp,  A).  —  Imaginons  un  pendule 
simple  de  longueur  OM  ==  /  oscillant  dans  le  vide  entre  les  deux 
positions  extrêmes  OA  et  OB,  symétriques  par  rapport  à  la  verti- 
cale OMo  et  faisant  avec  la  verticale  l'angle  a.  Soit  A  l'angle  gOM 
que  fait  le  pendule  avec  la  verticale  à  l'instant  t.  On  démontre,  en 
Mécanique  rationnelle,  qu'on  a 


l/; 


/      ^X  ,  , ; 

r-  =  zn  v/2(  cos  A  —  cosa  ). 

g   dt  V     V    ,       .  ; 


v>o4 
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Remplaçons   cosa   et   cosA   respectivement   par    i  —  2  sin^  -  et 


—  2  sin^  - ,  nous  aurons 
0. 


i/f-- 


'1 


1/  sin2 sin2- 

y         2  2 

ù  nous  prenons  le  signe  -|-,   ce  qui  revient  à  supposer  que  le 

Fig.  60. 


pendule  monte.   En  intégrant  et  comptant  le  temps  à  partir  de 
l'instant  où  le  mobile  est  en  Mo,  on  a 


v/f-.C 


^sin 


2 sin'- 


G'cst  encore  là  une  intégrale  elliptique.  Elle  se  ramène  facile- 
ment à  la  forme  que  Legendre  a  nommée  intégrale  elliptique  de 
première  espèce.  Faisons  un  changement  de  variable  en  posant 


o  désignant,  une  nouvelle  variable  qui  part  de  zéro  avec  A  et  qui 
devient  égale  à  -  pour  A  =  a.  En  posant,  pour  abréger. 


sin  -  =  /c, 


on  a 
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3in-=A-sino,  -  =  arc  sin(A- sino), 

2  '  u 


Donc 


d  -  =  ' — ^^—  >  4  /  sin2  -  —  sin2  -  =:  A-  cos  9. 

•2        /i  — /r2sin2o  V  ■■*  '-^ 

V      '         c/ 0     \/i  — /c-siii-cp 

C'est  là  l'intégrale  ellipticpe  de  première  espèce,  désignée  par 
l.egendre  par  la  notation 

F(o./,.,=   r'-^^=. 

La  quantité  k  est  le  module,  es  l'amplitude.  On  trouve  dans  les 
Tables  de  Houël  (p.  58)  les  valeurs  de  cette  intégrale  :  dans  ces 
Tables,  on  a  posé 

et  l'on  a  calculé  les  valeurs  de  F(cp,  /)  et  de  son  logarithme  pour 
les  valeurs  des  deux,  angles  C5  et  9  de  dixième  en  dixième  de 
quadrant.  Dans  le  mouvement  du  pendule  simple,  B  est  égal  à  la 
moitié  de  l'anole  d'écart  maximum,  6  =  -• 

Durée  d'une  oscillation  du  pendule.  Développement  en  série 
suivant  les  puissances  du  sinus  du  demi-angle  d^écart  maxi- 
mum. —  Nous  avons  trouvé  plus  haut  l'expression  du  temps  ^  que 
met  le  pendule  à  s'écarter  de  la  verticale  d'un  angle  A.  Pour  avoir 
la  durée  T  d'une  oscillat,ion  simple,  il  suffit  de  doubler  le  temps 
que  met  A  à  acquérir  la  valeur  a. 

On  a  donc 


Cette  intégrale  F  f  -,  /  j  est  ce  que  Legendre  appelle  intégrale 
complète  de  première  espèce.  On  la  désigne  ordinairement 
par  K  : 


do 

\J  I  —  A2  sin-* 
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On  a,  avec  cette  notation, 


l^oiir  calculer  K,  nous  allons  le  développer  en  une  série  procé- 
dant suis  ant  les  puissances  de  Â' =  sin  -  j  comme  nous  avons  fait 

pour  développer  la  longueur  d'une  ellipse  en  série  procédant  sui- 
ant  les  puissances  de  l'excentricité. 


Ecrivons 


K=    /     (  I  — /t2  sin^cp)    ^  do 

«^0 


et  développons,  par  la  formule  du  binôme,  la  quantité  sous  le  signe 
d'intégration 


I     "î     ^  (  n  11   —  I  ^ 

A-2«sin2"o. 


(i  — /i^sin^cû)    -^  =  1 -I-   >   : r-!^ 

Ad         2  .  4  .  b  .  .  .  2  Ai 
n  =  l 

Nous  aurons  à  calculer  les  intégrales  (n°  40) 

r'   •   „        j  i .  3 .  5 . .  .  V»  /i  —  I   r 

Donc  enfin 


K  =  -     n 

'^  V2 


i)''-(S)'"--f;4s#^T'---]- 
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DÉVELOPPEMENT  D'UNE  FONCTION  EN  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE. 


I.  —  SERIES  TRIGONOMETRIQUES. 

123.   Propriétés  générales.  —  Soit  une  fonction  F(/)  connue 

dans  un  intervalle  (a,  h)  : 

a±t<b.  . 

On  peut  toujours,    pour  simplifier,    ramener   cet    intervalle   à 
être  —  t:  et  H-t:  en  faisant  le  changement  de  variable 

_  (  b  —  a)x  -k-  {b  -{-  a)T. 
•in 
d'où  l'on  tire 

it—  h  —  a  ''  ' 


b  — 


a 


On  voit,  en  efiet,  que  pour  t^^  a^  x^=  —  t:  et  pour  ^  =  ^,  ./•  =  tz. 
Nous  poserons 

La  fonction  /(^)  est  alors  connue  dans  l'intervalle  de  — tt 
à  -f-Tt. 

Si  cette  fonction  f{x)  est  finie  et  continue  dans  V  intervalle 
de  —  Tc  à  -+-  Tc,  on  peut  toujours^  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
prises  dans  cet  intervalle 

—  û<x<:-, 

la  développer  en  une  série  convergente  de  la  forme 

(')         /(^)  =  «oH-«i  ces 37  4-  bi  sina:--}-  «gcosia:  H-  b,sin2X  -h.  .  . 
-+-  ci„  cosnûc  -hbnS>\nnx  -+- .  . , , 
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les   coefficients   ^o,   <^i,  b^,  «2,    ^o,    ...,    a„,   Z?,;,   ...    étant  dse 
constantes  convenablement  choisies. 

Ce  développement  n'est  plus  valable  pour  les  valeurs  limites  —  t: 
et  -}-tt:  de  x.  Pour  ces  deux  valeurs  limites,  la  série  prend  la  même 
valeur 

«0  —  «1  -H  «2  —  «3  H-  ... . 

On  démontre  que  la  somme  de  cette  dernière  série  n'est  égale 
ni  ày  (  — t:),  ni  ày  (-j-t:),  mais  à  la  moyenne  arithmétique 

.^[/(-^)-+-/(^)]-    , 

On  démontre  également  que  la  série,  obtenue  en  intégrant  terme 
à  terme  une  série  telle  que  (i),  est  convergente  et  que  la  nouvelle 
série  a  pour  somme  une  fonction  primitive  de/(.r)  dans  le  même 
intervalle  de   — -iz  à  +  tt. 

Mais  on  ne  peut  pas  affirmer  que  la  série  obtenue  en  différen- 
tiant  terme  à  terme  une  série  telle  que  (i)  soit  convergente.  Nous 
ne  démontrerons  pas  toutes  ces  propositions;  nous  nous  contente- 
rons de  quelques  indications. 

124.  Détermination  des  coefficients.  —  La  détermination  des 
coefficients  du  développement  (i)  repose  sur  les  faits  suivants  : 

i^  Si  m  el  n  sont  deux  entiers  positifs  différents,  on  a 

cosmx  cosnx  dx  =^  o^  1        s\n  m  a:  sinn  x  dx  ^=  o . 

En  effet,  on  a  identiquement 

cosmx  cosnx  =  -  [cos(m  —  n)x  -{-  cos(m  +  n)x], 
sin  nix  s,innx  =  -  [cos(/;'/  —  n)x  —cos{?n  H-  n)x]. 

Les  intégrales  indéfinies  sont  donc 

I  Tsinfm  —  n)x  _^  sin  (m  -f-  n)x~\ 
'2  L        '^^  —  '^         "  m  -H  n        \  ' 

elles   s'annulent  évidemment  aux  deux  limites. 
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1^  Supposons  maintcnanl  m  =  /i,  et  considérons  les  deux  inlé- 
^rales 

/         coi^'iix  dx^  j         s'in-nxdx. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  n  est  différent  de  zéro  ou 
éf^al  à  zéro. 

A.  n  ^  o.  Les  deux  intégrales  sont  égales  à  -. 
En  effet, 

I -4- cos>.  ^a^  .    ,  i^ — cos'iAia? 


Les  deux  intésrales  indéfinies  sont  donc 

o 


X        S I  n  2  /t  a^' 


4  Al 


Le  sinus  s'annule  aux  limites;   chacune  des  intégrales  définies 
est  donc 

B.  Si  n  =  o,  la  première  intégrale  devient 


^-7: 


dx  =  *2  7r, 


et  la  deuxième  devient  nulle. 

3"  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  ni  et  /i,  qu'ils  soient  dit- 
férents  ou  non,  on  a 

/         'i\x\inx  ç.Q'snx  dx  =.  O. 
En  effet,  on  a 

^  sln  /?ia;  cosn:r  =  -  [sin  (//i  -+-  n)a7  +  sin  (m  —  ai):p]. 

Si  m  —  n  n'est  pas  nul,  l'intégrale  indéfinie  est 

I  rcos(m  H- /i).?;        cos(/?î — n)x'\ 
1  L        m  -^  n  m  —  n        J  ' 

l'intégrale    indéfinie    prenant   les    mêmes    valeurs    pour  ;r  =  —  t 
et  :r  =  TT,  Fintégrale  définie  est  nulle. 

APPKLL.  —  Klcinents  d'Analyse.  —  st.  i't 


2IO  ClIAPlTUi:    Mil. 

Si  7)i  --z=z  7z,  on  a 


l    . 
SI  11  nx  co?>nx  =  -  siii  inx. 


et  l'intégrale  entre  les  limites  —  -  et  -f-T:  est  encore  nulle. 
Ceci  posé,  prenons  le  développemenl  supposé 

(i)        f  (x)  =  ao-\- ai  co?,x  ^  ù[  ?,\nx  ^r- a.2  cos>.x -^  b^sin'ix  ~\-. . . 
-h  a,i  cos  nx  -f-  ù,i  sin  /i.r  -h  ...  . 

Pour  déterminer  a,{,  n  >  o,  multiplions  les  deux  membi'es  paj- 
cosnx  dx  et  intégrons  de  —  t:  à  -f-'^-  Nous  avons,  dans  le  premier 
membre. 


I        fi'V)  cosnx  dx. 


Dans  le  deuxième  membre,  nous  avons  une  somme  d'intégrale 
qui  sont  toutes  nulles,  d'après  les  remarques  précédentes,  excepti 
celle  qui  multiplie  a,t.  On  a  donc 


X  dx. 


I        J  (^' )  cos  nx  dx  =  a,i   1         cos-  n 

Le  coefficient  de  a„  élai^l  t:  : 

I    r^"" 

a,i=  —    I        f(x)  cos  71 X  dx. 


De  même,  pour  avoir  b,i^  on  multiplie  par  sin/i:r  dx  et  l'on  intègre 
de— 7:à-|-Tc.  Toutes  les  intégrales  du  deuxième  membre  sont 
nulles,  sauf  celle  qui  contient  b,i^  et  l'on  a 

/        f(x)s\nnxdx=ib,i    1         sïn'^nxdx; 

«y  _  7:  d^  Ti 

<l'oùj  comme  le  coefficient  de  ù„  est  7:, 

b,i=  —    j        f{x)s\nnxdx. 

Nous  avons  ainsi  tous  les  coefficients  a,,  a^-,  •  •  • ,  bi-,  bj, .... 
11  reste  à  calculer  a,,.  Pour  cela,  on  multiplie  par  dx  les  deux 
membres  du  développement  et  l'on  intègre  de  — ira  4- t:.  Toutes 
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les  Intégrales  du  second  membre  sont  nulles,  sauf  celle  qui  contienl 
<7o,  et  l'on  a 

I    r'^'' 

«0=  — :   /       J{T)dx. 

,0n  voit  que  «o  ^'^^  1^»  valeur  moyenne  de  la  fonction /(j^)  dans 
l'intervalle  de  — tt  à  +Tr;  cin  et  hn  sont  les  doubles  des  valeurs 
moyennes  de/(^)  cos/i^  elf{x)  s\nnx  dans  le  même  intervalle. 

On  peut  dire  que  le  développement  en  série  trigonométrique 
d'une  fonction  f  {x)  dans  un  intervalle  — t.  à  -\--îz  est  connu, 
quand  on  connaît  la  valeur  jnoyenne  de  la  fonction  f[x)  et 
des  produits  f[x)  cosnx^  f{x)  slnnx  dans  cet  intervalle. 

Nous  admettrons  que  le  développement  ainsi  obtenu  représente 
bien/(^),  entre  les  limites  —  iz-  et  +7^,  ce  développement  est  égal  à 

aux  deux  limites  tï  et  —  t:.  La  démonstration  de  ces  propositions 
nous  entraînerait  en  dehors  du  cadre  que  nous  nous  sommes  tracé. 

l!2o.  Application.  —  Soit, à  développer  la  fonction 

f{x)=-x, 

entre  les  limites  —  tï  et  -f-Tz. 

Résumons  les  valeurs  des  coefficients  «07  <^7??  ^«5  trouvées  plus 
haut  : 

«0=  —    /        f{oo)dx, 
(i)  {^  a,i=   —     I       f(x)co?,nxdx 

I    r^"" 

b,i=    -     I        f(x)smnxdx 

Actuellement 

I      r      X 
«0=  —   /        - 


(/l    =   I,    2,    .  .  .,    GO  ). 


dx  =  o. 
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car  rintégrale  indéfinie  —  prend  les  mêmes  valeurs  aux  deux  limites. 
4 

En  général  on  aura 

an=  —    I         -  cosnx  dx  =■  o. 


En  effet,  la  fonction  sous  le  signe   / 


—  COS  71  X 
2 


est  impaire  ;  elle  change  de  signe  avec  x.  Dans  l'intégrale  définie 

de  —  -  à  -h  Tî,  la  difî'érentielle  -  cos/ix  dx  prend  donc  des  valeurs 

deux  à  deux  égales  et  dé  signes  contraires,  et  la  somme  de  ces 
\aleurs  est  nulle. 

Calculons  maintenant 

bn=  —    I         —sinnxdx,         (  ai  =  i,  2,  .  .  . ,  x  ). 

INous  intégrerons  par  parties  en  faisant 

X                       cosnx 
u  =  —j  ç  = • 

2  II  . 

l'intégrale  peut  alors  s'écrire 

1        u  dv  =^  \  uv  [^1^^  —   /        V 

%^     f 

La  dernière  intégrale  est  nulle.  La  partie  intégrée  donne 


ï-t-7: 

dit^ 

c'est-à-dire 

X  .   ^-         r      /•^'^ 

cosnx         H /         cos  nxax 

•m 


cos/it:  =  cos( —  niz)  =  (—  i)". 


Telle  est  l'intégrale  qui  ligure  dans  bn-  Pour  avoir  ù,iy  il  faut  la 
diviser  par  t:  ;  donc 

On  —  —  • 
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Faisant  n^=\^  2, . . . ,  on  a 

d\)ù  le  développement  demandé 

(3)  —=s'\ncc sin2x -h  -  sin  Sa? — ...  ( — 7T<a7<r). 

Ce  développement  représente   la    fonction  -  entre   les   limites 

—  T  et  -j-t:.  Aux  limites,  il  ne  représente  plus  la  fonction,  car  la 
série    s'annule   pour   .r  =  ziz  tt.    La  somme  de  la   série    est  alors 


égale  à 


^[/(^) +/(--)]. 


qui  est  bien  o  dans  le  cas  actuel,  car 


X 


f{x)  =  -,  f{r.)+f{-r,)  =  o. 


Représentation  graphique.  —  Construisons  la  courbe  définie 
par  l'équation 

(4)  y-=^^\x\x sm'2a7 -f- -  sinSa?  — . . . 

ou,  pour  abréger, 

cp(^)  désignant  la  fonction  définie  par  la  somme  de  la  série 

cp(a7)=  sino:- si  11237+  -sinJa:  —  .... 

On  a  évidemment 

^{X  -\-  271)  =  o{x)^ 

o{x  —  27:)  =  ©(a;), 

d'après  les  propriétés  élémentaires  du  sinus. 
Marquons  alors,  sur  O^,  les  points  {fig.  61) 

A,     Al,     A2,      ..., 

d  abscisses 

7T,        3  71,        371.         ..., 
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et  les  points  symétriques 

A'        \'         \' 


d'ab 


scisses 


t:,     —  ot:,      —  :;)7r, 


Si  l'on  connaît  la  courbe  entre  les  ordonnées  des  points  A'  et  A^ 
on  la  connaît  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  car  la  relation 

montre  que  l'ordonnée  est  la  même  aux  points  correspondants  de 
tous  les  segments  .  . . ,  A' A,  AA, ,  A,  A2, ....  C'est  là  un  fait  ana- 

Fig.  61. 


logue  à  celui  qui  se  présente  pour  la  sinusoïde,  dont  il  suffit 
(Favoir  tracé  une  ondulation  entre  — t:  et  H- t:,  pour  pouvoir 
construire  toute  la  courbe  en  transportant  le  long  de  0.27  la  même 
ondulation. 

Construisons   donc  la  courbe  donnée,  entre  les  ordonnées  des 
points  A'  et  A,  c'est-à-dire  pour  x  compris  entre  —  t:  et  H-t:. 

Dans  cet  intervalle,   la  somme  de  la  série" est  égale  à  '—)  et  l'or- 
donnée y  de  la  courbe  est  identique  à  l'ordonnée 


du  segment  de  droite  B'B,  passant  par  O  et  ayant  pour  coefficient 

angulaire  -•  La  courbe  est  donc  formée  de  ce  segment  de  droite 

entre  tes  limites  — 7:  et  -\-~^  c'est-à-dire  entre  les  droites  A'B' 
et  AB.  Quand  x  est  égal  à  -  —  £,  s  étant  positif  et  très  petit,  For- 
donnée  de  la  courbe  est  égale  à  celle  de  la  droite,  quelque  petit 
(pic  soit  £  ;  mais  ])oiir 
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l'ordonnée  de  la  droite  csl  -  =  AB  et  celle  de  la  courbe  est  o.  Il  v 

•2  ^ 

a  donc,  dans  la  courbe,  une  discontinuité  pour  ^  =:  tï.  De  même, 
|)oiir  X  voisin  de  —  -n 

X  —  —  t:  -h  £, 

lOt'donnée  de  la  courbe  est  éi;ale  à  celle  de  la  droite  B  B  ;  niais  pour 


l'ordonnée  de  la  droite  est  A'B',  celle  de  la  courbe  o. 
En  résumé,  dans  rintervalle  de  —  tt  à  H-t,  la  courbe 


se  confond  avec  le  se^^nient  de  droite  B'B,  mais  elle  s'en  sépare 
brusquement  aux  limites.  Elle  se  compose  de  tous  les  points  de  la 
(hoite  B'B  situés  entre' les  extrémités^  mais  les  points  obtenus 
pour  x^z^T.  ne  sont  [)as  les  extrémités  B'  et  B;  ce  sont  les 
points  A'  et  A. 

La  fonction 

y  =  o{x) 


'lant  ainsi  représentée  graphiquement  dans  l'intervalle  — ^  t:,  -{-t:, 
1  suffit,  pour  avoir  la  représentation  graphique  de  cette  fonction 
ians  tout  intervalle,  de  reproduire  périodiquement  le  même  tracé 
'utre  les  points  AAj,  Aj  Ao, . .  . ,  A'A'j,  A'j  A'^, . . . ,  comme  le  montre 


la  figure  6i.  La  courbe 


y  =  ?(^) 


se  compose  donc  d'une  infinité  de  segments  de  droite  égaux  et 
parallèles  ...,  B'B,  BBj,  BfB^,  ...,  et  des  points  ...,  A',  A, 
V,,  Ao,  . . . ,  les  extrémités  de  ces  segments  n'appartenant  pas  à  la 
(■oiirl)e  et  devant  être  remplacées  parles  points  .  . . ,  A',  A,  Aj,  . . . . 
On  voit  bien,   par  cette  discussioi^  détaillée,  comment  la  série 

li'ouvée  représente  la  fonction  -  entre  les  limites  — tz  et  -(- ~. 

Remarque.  —  L'exemple  que  nous  venons  de  traiter  nous 
montre  que  l'on  ne  peut  pas  toujours  différencier  les  séries  trigo- 
nométriques. 

En  effet,   si  l'on  prenait   les   dciisées   des  divers  termes  de  la 
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série  (3),  on  aiirail  la  série 

cosa^  —  C0S1X  -+■  cos3x — ..., 

qui  est  manifestement  divergente,  car  le  terme  général  cosiix  ne 
lend  pas  vers  zéro. 

x^  /^ 

lî26.  Autre  exemple.  —  Développement  de  -7-*  —  On  pourra 
appliquer,  de  même,  la  méthode  générale  au  développement 
de  —  •  Les  intégrales  donnant  les  coefficients  se  calculeront  facile- 
ment  à  l'aide  de  l'intégration  par  parties. 

Mais  nous  pouvons  déduire  ce  développement  de  celui  de  -  : 

oc                           I  1 

(  j  )  —  =:  si n  .r sin  2 .r  -{-  -  s i n  3 :r  — . .  . , 

en  admettant  que,  pour  intégrer  une  série  trigonométrique,  il  suffit 
d'intégrer  terme  à  terme.  On  a  ainsi,  en  intégrant  les  deux  membres 
de  (3)  et  désignant  par  Œq  une  constante  d'intégration, 

.r2  I  I 

—  =  «0 —  cos^  H — -  cos2^ —  cos3.r  -t-. . . , 

4  2^  o2 

où  il  reste  à  déterminer  «0-  Pour  cela,  d'après  la  méthode  générale, 
on  multiplie  les  deux  membres  par  dx  et  l'on  intègre  de  —  7:  à  +  t:. 
On  a  alors,  puisque  toutes  les  intégrales  du  deuxième  membre  sont 
nulles,  sauf  la  première. 


-2 


—  =  2-ao,  «0  = 

(y 


Donc 

^^       -'-  i  1        ., 

(5)  —  = cosa^H COSIX —  —  cosJa:- H-. .  ., 

^    ^  4         i'2  2"^  32 

—  -<x<'. 

Actuellement,   la  fonction  développée  en  série  est,  entre  —  7: 

et -1-7:, 

-7.2 

La   série  est  égale   k  f{x)^  entre  les  limites  — 77  et  -f- t:.  Aux 
limites,  la  série  prend  la  valeur 
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mais,  comme 


la  série  pour  :r  =  ±7:  est  égale  à  la  fonclion.  Le  développement 
est  donc  valable  pour 

Représentation  graphique,  —  Si  l'on  construit  la  courbe 

T^  I  I 

r  = ces  a?  H cos^ar  —  -—  cos3.r  — . .  ., 

-^  \'l  -îr  32  '  ' 

cette  courbe,   dans  l'intervalle  de   — 7:  à  -f-?:  et  aux  limités  de 

Fig.  62. 


'J 


A'     o 


X  Jk  À 


l'intervalle,  coïncide  avec  l'arc  de  parabole  B'OB  {^fig-  62) 


x^ 


La  courbe  tout  entière  s'obtient  en  répétant  indéfiniment  le  même 
arc  de  parabole  dans  tous  les  intervalles  ...,  (7:,  3-),  (Stt,  ott), — 
Les  points  . . . ,  B',  B,  . . .  sont  des  points  anguleux. 


CHAPITRE  IX. 

INTÉGRALES  DÉFINIES  DONT   L'ÉLÉMENT  DIFFÉRENTIEL 
DEVIENT  INFINI,  OU  DONT  UNE  LIMITE  EST  INFINIE. 


I.  —  L'ELEMENT  DIFFERENTIEL  DEVIENT  INFINI. 

127.   L'élément  différentiel  devient  infini  pour  l'une  des  limites. 
Quand  on  a  défini  l'intégrale 


)  dx, 


on  a  supposé  que  la  fonction  f{x)  restait  finie,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprise  entre  a  et  b  ou  égales  à  a  ou  à  ^.  L'intégrale 
représente  alors  l'aire  du  segment  de  la  courbe 

entre  les  ordonnées  d'abscisses  a  el  b. 

Supposons  que  /(^)  reste  finie  pour  x  ^=  a  et  pour  x  compris 
entre  a  et  b^  mais  devienne  infinie  pour  x  =^  b.  Pour  fixer  les  idées, 
nous  admettrons  que  la  limite  supérieure  b  est  plus  grande  que  a, 
et  que/(:r)  devienne  infinie  en  conservant  un  signe  constant^  le 
signe  -f-  par  exemple.  La  courbe 

a  alors  pour  asymptote  la  droite  BB'  d'abscisse  6,  comme  le  montre 
la  figure  ()3.  Nous  supposons  que  l'ordonnée  AA'  a  pour  abscisse  a. 
Pour  voir  si  l'on  peut  attribuer  un  sens  à  l'intégrale  I,  on  pro- 
cède comme  il  suit.  Au  lieu  d'intégrer  àe  a  k  b^  on  intègre  de  a  à 
un  nombre  plus  petit  que  Z>,  mais  très  voisin  de  b,  c'est-à-dire  de  a 
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à  ^  _^  c^  £  étant  un  nombre  positif  irès  petit.  On  a  alors  l'intégrale 

J  =  /         f{x)dx, 

qui  a  un  sens  parfaitement  défini  ;  si  M' M  est  l'ordonnée  ayant  pour 
abscisse  b  —  £,  cette  intégrale  mesure  l'aire  du  segment  AA'M'M. 


Fig.  63. 


i/ 

/ 

8' 

y 

K^ 

o 

A 

IV 

î-     ^ 

On  fait  ensuite  tendre  z  vers  zéro,  c'est-à-dire  tendre  le  point  M 
vers  le  point  B. 

()iiand  £  est  très  petit,  l'ordonnée 

M.M'  =  /(^  — £) 

est  très  grande,  et,  quand  s  tend  vers  zéro,  l'intégrale  J,  c'est-à-dire 
l'aire  AA'M'M,  va  évidemment  en  augmentant.  Deux  cas  peuvent 
alors  se  présenter  : 
'  1*^  Quand  z  tend  vers  zéro,  l'intégrale  J  tend  vers  une  limite  : 
cette  limite  est,  par  définition^  ce  qu'on  appelle  la  valeur  de 
V  intégrale 


f'fi^ 


)  dx. 


Dans  ce  cas.  Taire  co-mprise  entre  l'ordonnée  AA',  la  courbe  et 
l'asymptote  BB'  est  finie. 

2*^  (  )uand  £  tend  vers  zéro,  l'intésrale  J  auamente  indéfiniment. 


On  dit  alors  qu(î  l'intégrale 


.,('' 


(  X  )  dx 


est  infinie.    I.'aire   comprise   entre   la  courbe,  l'ordonnée  AA  et 
l'asymptote  est  infinie. 
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Exemples.  —  Soit  d'abord 


y/6  —  X 
voyons  si  l'intégrale 

r'     dx 

est  finie  ou  non.  Pour  cela,  calculons  d'abord 


•^'-^       dx 


v/6  —  X 
positif  et  très  petit.  L'intégrale  indéfinie  étant 


—  2  y/6  —  x^ 
on  a 

J  =  —  '2  y/î  4-  2  v^6  —  a . 


Quand  £  tend  vers  zéro,  J  tend  vers  i  ^ b  —  a.  L'intégrale  pro- 
posée a  donc  un  sens  et  Ton  a 

r'_^  =  ,,/îz:77. 

./„      y/6  —  X 
Soit  maintenant 


{b-xY 
INous  allons  voir  que  l'intégrale 

r^      dx 
est  infinie.  En  efTet,  calculons  d'abord 

1         (b-.rf- 


L'intéerale  indéfinie  étant  ; ,  on  a 

^  6  —  a^- 


j  =  i-    ' 


e        6  —  a 
expression  qui  devient  infinie  quand  i  tend  vers  zéro. 
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r^'      dx 

128.    Cas  particulier  où  l'intégrale  est  de  la  forme    /     -^— — —  • 

—  Soit  n  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire  ;  considérons 
rintégrale  définie 

J,,     {b-x)-' 

dont  Félément  différentiel  devient  infini  pour  x  =^b.  Nous  allons 
montrer  que  celte  intégrale  est  finie  quand  az  <  i,  infinie  quand 
n>i. 

En  effet,  supposons  d'abord  n  différent  de  i,  et  calculons  l'in- 
tégrale . 
j        f'-'       dx 
"J,,          {b-x)-' 

où  £  est  positif  et  très  petit.  L'élément  différentiel  pouvant  s'écrire 

{b—x)-n^ 

l'intégrale  indéfinie  est 

(b  —  xy-'i 

I  —  n 
et  l'intégrale  définie 

_         £i-«         {b  —  a)i-« 
I  —  n  I  —  n 

Si  n  <  I,  I  —  n  est  positif,  s  est  élevé  à  une  puissance  positive, 
et,  quand  z  tend  vers  zéro,  J  tend  vers  la  limité 

ib~ay-'^ 
J  —  n 

L'intégrale  proposée  est  alors  égale  à  cette  limite. 

Si  /z  ,>- 1 ,  I  —  n  est  négatif,  z  est  élevé  à  une  puissance  négative-, 
et,  quand  z  tend  vers  zéro,  J  augmente  indéfiniment.  L'intégrale 
proposée  est  alors  infinie. 

Nous  avons  réservé  le  cas  de  /z  =  i .  On  a  alors 


J 


car  l'intégrale  indéfinie  est  —  L  [b  —  x).  Quand  z  tend  vers  zéro, 
J  augmente  indéfiniment  ;  l'intégrale  proposée  est  donc  infinie 
pour  n  =z  \. 
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l!29.   Intégrales  comparables  aux  précédentes.  —  Soit  une  inté 
Taie 


f  f{^)doc, 


où  f{oc)  est  finie  quand  x  est  égal  à  a  ou  compris  enlre  a  et  h, 
mais  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives  quand  x  tend 
vers  b. 

Considérons  le  produit 

OÙ  n  est  un  nombre  positif .  Quand  :i?  tend  vers  6,  ce  produitprend 
la  forme  o  x  oo.  Supposons  que  l'on  puisse  déterminer  l'exposant  /? 
de  telle  façon  que  le  produit 

{b—x)nf{x) 

tende  vers  une  limite  /  quand  x  tend  vers  b. 
Alors,  on  peut  énoncer  la  règle  suivante  : 
1°  Si,  pour  une  certaine  valeur  de  ii  moindre  que  i,  le  produit 

(^b-xYf{x) 

a  une  limite  /,  l'intégrale  proposée  esijinie; 

2^  Si,  pour  une  certaine  valeur  de  7i  supérieure  ou  égale  à  i , 
le  produit 

{h-X)nf{x)     ■ 

a  une  limite  /  différente  de  zéro,  l'intégrale  proposée  est  infinie. 


Premier  cas.   —   Supposons  d'abord  qu'il  existe  un  nombre  n 
ndre  que  i,  tel  que  le  produit 


moi 


{b-xYf{x) 

tende  vers  une  limite  /,  limite  qui  peut  d'ailleurs  être  nulle,  quand 
X  tend  vers  b.  Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que  ce  produit 
est  très  voisin  de  /  quand  x  est  très  voisin  de  b.  Partageons  alors 
l'intervalle  d'intégration  (a,  b)  en  deux  parties,  l'une  de  a  à  c  cl 
l'autre  de  c  à  ^,  c  étant  plus  petit  que  6,  mais  très  voisin  de  b. 
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L'intégrale  I  s'écrit 


I  =   f  f{x)clx-^   i  f(x)dx. 


La  première  intégrale,  prise  entre  les  limites  a  et  c,  est  finie. 
Il  reste  à  montrer  que  l'autre  intégrale  est  aussi  finie.  En  effet,  le 
produit 

{b-xrf{x) 

fendant  vers  /,  si  Ton  appelle  M  un  nombre  positif  fixe  supérieur 
à  cette  limite  /,  il  est  évident  que,  x  étant  très  voisin  de  />,  le  pr(^- 
duit  (b  —  x)"f{x).,  qui  est  très  voisin  de  /,  est  inférieur  à  M.  On 
peut  donc  choisir  c  assez  voisin  de  b  pour  que,  x  étant  compris 
entre  c  et  b,  on  ait 

{b  —  xy^f{x)<m, 

Mais  on  a  alors  (n''  37) 


f(x)c/x<.   I      —. —dx. 


Comme  M  est  constant,  on  peut  le  faire  sortir  du  signe  d'inté- 
gration, et  l'on  a,  dans  le  deuxième  membre,  l'intégrale 

r"      dx 

J      (b  —  xy' 

r''  ., 

<|ui  est  finie,  car  n  <l\ .  L'intégrale  du  premier  membre    /  J{x)  d^ 

étant  moindre  qu'une  quantité  finie  esl  finie.  Donc,  dans  ce  cas, 
{n  <l  i)  l'intégrale  proposée  est  finie. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  nombre  n 
supérieur  ou  égal  à  i,  tel  que  le  produit 

(b  —  x)"f(x) 

tende  vers  une  limite  /  différente  de  zéro.,  cpiand  x  tend  vers  b. 
On  pourra  écrire,  comme  plus  haut, 

\=  j  f{x)dx-^J  f{x)dx, 
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c  étant  moindre  que  b.  mais  très  rapproché  de  b.  La  première  inté- 
<;;rale  est  finie  ;  nous  allons  montrer  que  la  deuxième  est  infinie. 
Soit  m  un  nombre  positif  moindre  que  /, 

o  <  m  <  /. 
Quand  x  est  très  voisin  de  b^  le  produit 

{b-xy^f(x) 

est  très  voisin  de  /  et,  par  suite,  supérieur  à  m.  On  peut  donc 
prendre  c  assez  voisin  de  b  pour  que,  dans  tout  l'intervalle  (c,  b)y 

on  ait 

{b  —  xy^f(x)>jn, 

c'est-à-dire 
On  a  alors 


/(•^)> 


{b-xy 


j:'r">-'>.f"^0if- 


Or  l'intégrale  du  deuxième  membre  est  infinie^  car  /i  ^  i  ;  celle 
du  premier  membre  est  donc  également  infinie.  Dans  ce  cas,  l'inté- 
grale proposée  est  infinie. 

Remarque .  —  Nous  avons  supposé,  pour  fixer  les.  idées^ 
que/(^)  devient  infinie  en  restant  positive,  quand  x  tend  vers  b. 
Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  au  cas  où  /(^)  devient  infinie 
en  restant  négative  quand  x  tend  vers  b.  En  effet,  dans  cette  der- 
nière hypothèse,  la  courbe 

s'éloigne  à  l'infini  pour  x  ^=^b  au-dessous  de  l'axe  Ox.  Il  suffirait 
donc  de  changer  le  sens  de  Oy  pour  être  ramené  au  cas  précédent. 

130.  L'élément  différentiel  devient  infini  pour  la  limite  infé- 
rieure. —  Nous  avons  supposé  que  l'élément  différentiel  j\x) 
devient  iniini  quand  x  est  égal  à  la  limite  supérieure  b.  Les  mêmes 
conclusions  subsisteraient  évidemment  si  ./(■^)  de\enait  infinie 
(juand  X  est  égal  à  la  limite  inférieure  a.  Il  suffirait,  pour  ramener 
ce  cas  à  celui  qui  a  été  traité  en  détail,  de  changer  le  sens  de  1  axe  O  x 
dans  le  tracé  de  la  courbe  jk  =/(^^)- 
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Pour  voir  si  rinté*yrale 

OÙ 


/(a)  =  oc, 
a  un  sens  (b'^a)^  on  considérera  le  produit 

dans  lequel  on  fera  tendre  x  vers  a. 

S^û  existe  un  nombre  positif  /?,  plus  petit  que  i,  tel  que  ce 
produit  ait  une  limite,  l'intégrale  est  finie. 

S'il  existe  un  nombre  7i  égal  ou  supérieur  à  i ,  tel  que  ce  produit 
ait  une  limite  différente  de  zéro ^  l'intégrale  est  infinie. 

131.  Exemples.  —  I.  Soit  l'intégrale 


La  fonction 

F 


s/i  —  x'^ 

devient  infinie  pour  x  =^  a  .  On  cherchera  s'il  existe  un  nombre  n^ 
tel  que  le  produit 

V  ï  —  -* 

tende  vers  une  limite  pour  ^  =  i . 
Comme 

y/i  —  x'-^  =  \/i  —X  y/i  -h  a?  H-  x-^ 


on  voit  qu'en  prenant  /i  =  -,  le  produit 

{i-xyf{x) 


/i 


tend  vers  -—  quand  x  tend  vers  i . 

v/3 


Le  noml)rc  n  étant  moindre  que  i,  l'intégrale  a  un  sens. 
J[.    Soit  l'intégrale 

/Lx  dx, 

Arpiii.i..  —  ricincjUs  d'Analyse.  —  st. 
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dans  laquelle  le  coefficient  de  <:/.r, 

f{x)  =  Lx, 

est  infini  négatif  pour  ^=0,  cette  fonction  étant  d'ailleurs  finie 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  entre  o  et  i.  Ici  a  =  o  ;  le  produit  à 
considérer  (x  —  a)"'f{x)  est  donc 

Il  faut  voir  comment  se  comporttî  ce  produit  pour  x  =  o.  Or, 
«pielle  que  soit  la  valeur  positive  attriljuée  à  //,  ce  produit  tend 

vers  zéro  (n"  100).  En  prenant,  par  exemple,  ii  =  -» 


1 
x'-Lx 


tend  donc  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  zéro.  L'exposant  // 
étant  moindre  que  i,  l'intégrale  a  un  sens. 


III.   Soit  l'intégrale 


X 


dx 

1 


1  —  x^ 

OÙ  l'élément  différentiel  devient  infini  pour  x  =^i.  En  écrivant 
^        _       I       _  i 

I  —  X^  (  I  X)  {\  ^  X  -\-  X-)'' 

on  voit  immédiatement  que  le  produit 

{i-x)f{x) 

tend  ^ers  -  pour  x  =  i.    Cette  limite  étant  différente   de  zéro,  et 

l'exposant  n  égal  à  i,  l'intégrale  est  infinie. 

Pour  se  rendre  compte  de  ce  résultat,  on  peut  dire  que,  dans  le 

voisinage  de  :r  =  i ,  la  fonction dcN  ient  infinie  comme  - 


I  —  x'^  -  )    1  —  X 

\ 


1  \     C     cJx         .       ,         ^ 

et  que  son  intégrale  se  comporte  comme  -   /  ?  intégrale  qu 

devient  infinie  ])our  x  =^\.        . 


1\  .    Soll  f  intégrale 


\ix 
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La  fonction 

est  nulle  pour  :r  =  o,  carL,^:  =  —  oo;  elle  est  finie  tant  que  x  va 
de  o  à  i;  elle  devient  infinie  négative  quand  x  tend  vers  i.  Le 
produit  à  considérer  est  ici 

pour  x^=^\ .  Faisons  ^  =  i  —  x\  nous  aurons  à  étudier  le  rapport 

([uand  X  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives.  Or,  x  étant  moindre 
(pie  I ,  on  a 


X  -  X 


L(,_y)  =  _^'        ^  ^ 


m  voit  donc  que,  si  l'on  prend  /i  =  i ,  le  rapport  devient 


x'-^        x'-' 

x'^        x'^ 

x'  - 

+  .  .. 

IH h  -7^  H-.  .  . 

2           3 

■>.           3 

et  qu'il  tend  vers  —  i  pour  x'  =^  o.  Donc  le  produit 

I  X 

tend  vers  — i  quand  x  tend  vers  i.  Cette  limke  élanl  dij/e?'enti 
le  zéro  et  l'exposant  7i  égal  à  i,  l'intégrale  est  infinie. 


\  .  Soit  enfin 


où  Télémenl  diflerentiel 


71 

^    dx 


r'  dx 

J        Ç.0?>^  X 

fix)  = 


devient  infini  pour  r  =  -•  Écrivons 


2 


sin3(  —  —  x] 
\2/         / 
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nous  voyons  que  le  produit 


^  /( 


r  f- 


tend  vers  i  quand  x  tend  vers  -•  Ici  l'exposant  n  est  égal  à  3; 
il  est  supérieur  à  i  et  le  produit  tend  vers  la  limite  i  différente 


de  zéro.  L'intégrale  est  infinie, 


Pour  se  rendre  compte  de  ce  résultat,  on  peut  dire^que,  dans  le 

voisinaere  de  ->  la  fonction  — r—  devient  infinie  comme — 

^  2  cos^a:  /tt  y 

et  que  son  intégrale  se  comporte  comme 


/ 


dx 


qui  est  infinie  pour  ^=:  - 


132.  L'élément  différentiel  ^devient  infini  entre  les   limites. 


Soit  une  intégrale 


l=Jf{x)dx, 


où  l'élément  différentiel  devient  infini  pour  une  valeur  c  comprise 
entre  les  limites.  Il  faudra  alors  considérer  séparément  les  deux 


intégrales 


/    f{^)dx,  j    f{x)dx, 


dans  chacune  desquelles  l'élément  différentiel  devient  infini  pour 
une  limite  ^  =  c.  Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  un  sens,  il 
faut  que  chacune  de  ces  intégrales  en  ait  un,  et,  alors,  l'intégrale 
proposée  est,/>a/-  définition^  égale  à  la  somme  de  ces  intégrales  : 


\=J  f(x)dx-^Jf{x)dx. 


Exemples.  —  I.  Considérons  l'intégrale 

'  '  dx 


1      \   ^" 
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dans  laquelle  l'élément   différentiel    devient   infini   pour   x  =  o. 
Construisons  la  courbe  {fig-  64) 


Fig.  64. 


+1        oc- 


elle a  deux  branches  infinies  asymptotes  k  O y.  On  considérera, 
séparément,  les  deux  intégrales 

'  dx 


C  —        C  — 


Ces  deux  intégrales  ont  un  sens,  car  elles  sont  de  la  forme 


/ 


dx 


où  n  a  la  valeur-?  moindre  que  i.  L'intégrale  indéfinie  est,  pour 


chacune  d'elles. 


3a7^ 


et  l'intégrale  définie  est  3.  Géométriquement,  cela  veut  dire  que 
Faire  comprise  entre  la  branche  de  gauche  et  l'axe  Ç)y  est  égale  à  3  ; 
l'aire  symétrique  également.  L'intégrale  proposée  est  alors  égale 
à  (3  ;  elle  donne  l'aire  totale. 


"  IL  Soit  l'intégrale 


La  courbe 


f      dx 


^  =  ^ 


23o 
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a  une  forme  analogue  à  la  précédente  {fig-  64).  Mais  ici  les  deux 
intégrales 

so/it  infinies  toutes  les  deax^  comme  on  le  vérifie  immédiate- 
ment, et  V intégrale  proposée  n^a  pas  de  sens.  Chacune  des  deux 
aires  à  droite  et  à  gauche  de  l'asymptote  est  infinie. 

Il  serait  absurde  d'appliquer  à  une  intégrale  de  ce  genre  les 
règles  qui  ont  été  établies  pour  le  cas  où  la  fonction  à  intégrer 
est  finie  dans  l'intervalle  d'intégration.  Ainsi,  pour  cette  inté- 
iirale 


il  serait  absurde  de  prendre  l'intégrale  indéfinie  —  -  et  de  dire 
que  l'intégrale  définie  est  égale  à  la  difTérence  des  valeurs  de 

aux  deux  limites,'!  c'est-à-dire  à  — 2.  Cette  règle,  établie  pour  cal- 
culer les  intégrales  définies,  suppose  en  efl'et  essentiellement 
que  la  fonction  à  intégrer  reste  finie  entre  les  limites,  ce  qui  n'a 
pas  lieu  ic 


;i. 


133.  L'élément  différentiel  devient  infini  aux  deux  limites. 
Ce  cas  se  ramène  aux  précédents.  Soit  une  intégrale 

f{x)dx, 


f 


où/\x)  devient  infinie  aux  limites  a  et  6,  et  reste  finie  entre  les 
limites.  Soit  c  un  nombre  (pielconque  compris  entre  a  et  b. 
On  considérera  les  deux  intégrales 


/    ./{^)dx^  j    f{x)dx, 


dans  chacune  desquelles  l'élément  différentiel  devient  infini  pour 
une  limite.  Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  un  sens,  il  faut  que 
chacune  de  ces  deux  intégrales  ait  un  sens  et  alors  la  proposée  est, 
par  définition^  égale  à  leur  somme. 
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Exemple.  —  Soit  a<C  ^i;  l'intégrale 


23r 


dx 


A  un  sens.  La  courbe 


v/(^.--a)(p-^) 


v/(^-a)([i-a:) 
Fiir.  65. 


présente  deux  asymptotes  d'abscisses  a  et  f>.  Si  l'on  appelle  v  un 
nombre  intermédiaire,  on  considère  les  deux  intégrales 


X 


dx 


a    /(^  — a)(^  — a:-,) 


/ 


dx 


/(>  — a)(^— .r) 
Ces  deux  intégrales  ont  cliacune  un  sens  ;  car  les  produits 

(^-a)V(^-),    ([i-^)V(^) 

tendent  vers  des  limites  pour  x=^  a  et  x  =  ^3. 

L'intégrale  proposée  a  donc  un  sens;  elle  représente  l'aire 
comprise  entre  la  courbe,  les  deux  asymptotes  et  l'axe  Ox.  Pouj- 
la  calculer,  il  suffit  d'employer  les  formules  du  n*^  112  qui  donnent 

13  i.  L'élément  différentiel  devient  infini  aux  limites  et  pour  des 
valeurs  intermédiaires.  —  Soit  l'intégrale 

1=^  f  f{x)dx, 

()ii/(x)  devient  inlinie,  pour./  -:=a,  x-=^b^  et  des  valeurs  inter- 
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niédiaires  :27  =  a,  :r  =  [3,  jc  =  y-  Supposons 
a<a<[3<Y<^. 


On  considérera  les  intégrales 
(J)     /     f{x)dx,  I     f{x)dx,  I     f(x)dx,  I     f{x)dx 

Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  un  sens,  il  faut  cpe  chacune 
de  ces  intégrales,  traitée  par  la  méthode  du  numéro  précédent,  en 
ait  un.  L'intégrale  proposée  est  alors,  par  définition^  la  somme 
des  intégrales  (J). 


II.  -  INTÉGRALES  DANS  LESQUELLES  UNE  DES  LIMITES 
EST  INFINIE. 


135.  Définition.  —  Soit  une  intégrale  de  la  forme 
I  =   /      f{x)dx. 

Celte  notation  n'a  aucun  sens  par  elle-même,  car  jusqu'ici  nous 
avons  donné  toutes  les  définitions  en  supposant  les  limites  linies. 
Pour  voir  si  l'on  peut  attribuer  un  sens  à  l'intégrale  considérée,  on 
considère  l'intégrale  auxiliaire 


où  la  limite  supérieure  est  finie.  Puis,  dans  cette  intégrale,  on  fait 
croître  h  indéfiniment.  Alors  deux  cas  se  présentent  : 

i"    Si  l'intégrale  /    f(^x)dx  tend  vers  une  limite  quand  b  aug- 

mente  indéfiniment,  cette  limite  esl^  pai'  définition,  la  valeur  de 
l'inléiirale 


f(x)dx. 


'jy  Si  l'inlégrale  /    /(^)  dx  ne  tend  vers  aucune  limite   quand  6 
augmente  indéfiniment,  soit  qu'elle  devienne  infimie.  soit  qu'elle 
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devienne  indéterminée^  on  dit  que  la  notation 

f^f{x)dx 

n'a  aucun  sens  ;   ou  encore  on  dit,  suivant  les  cas,  que  l'intégrale 

j     f{x)dx 

est  infinie  ou  indéterminée. 

Exemples.  —  T.  Soit 

/  '    e-^  dx . 

Considérons  l'intégrale  auxiliaire 


comme  on  le  voit  immédiatement,  en  remarquant  que  l'intégrale 
indéfinie  est  —  e~^\  Quand  b  augmente  indéfiniment,  e~^  tend 
vers  zéro.  L'intégrale  auxiliaire  tend  donc  vers  la  limite  i;  on  a 
alors 

e-^  dx  =  I . 


s. 


Géométriquement,  si  Ton  construit  la  courbe 

qui  est  asymptote  à  O^,  notre  raisonnement  montre  que  l'aire 
comprise  entre  la  courbe,  Taxe  Oy  et  l'asymptote  O^  est  finie  et 
a  pour  valeur  i . 

II.  Soit  l'intégrale 

r'"  xdx 

On  a  ici 


/      X  ax         1 


=  -L(i  +  6M, 


expression  qui  devient  infinie  avec    b.   L'intégrale  proposée  est 
donc  infinie. 
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J^a  courbe 

est  encore  asymptote  à  Ox;  mais  l'aire  est  actuellement  infinie. 
m.  Soit  enfin 


f. 


On  a 


X 


h 
cosrr  dx  —  smb. 

0 


Quand  b  augmente  indéfiniment,  sinZ>  n'a  aucune  limite,  toul 
en  restant  compris  entre  —  i  et  -f- 1 .  IV intégrale  proposée  est  donc 
indé  terminée. 

136.  Examen  de  quelques  cas  où  la  f  onction  /(  j^  )  conserve  un 

signe  constant  pour  de  très  grandes  valeurs  de  x  et  tend  vers  zéro 

quand  x  augmente   indéfiniment.  —  i'*  Cas  particulier.   —   Soit 

l'intégrale 

dx 


f. 


xP 


ovx  p  est  un  exposant  positif  quelconque  et  a  un  nombre  que  nous 

supposons  positif,  pour  éviter  que  la  valeur  zéro,  rendant  —  infini, 

soit  comprise  dans  l'intervalle  d'intégration. 

J^a  fonction  —  conserve  évidemment  un  signe  constant  quand  x 
xi'  ^  1 

augmente  indéfiniment.  Nous  allons  montrer  que  :  l'intégrale  a  un 

sens  quand  /?  >>  i ;  l'intégrale  est  infinie  quand  p^\ . 

En  effet,  calculons  d'abord  l'intégrale  auxiliaire 


r''dx       r''        ,        b^-p       a^-p 

/     —  =   /     ,t-Pdx= • 

^a      ^"         Ja  '-P  '-f 


Si  p  est  plus  grand  que  i,  i  — p  est  négatif  et,  quand  b  croît 
indéfiniment,  b*~P  tend  vers  zéro.  L  intégrale  a  donc  alors  une 
limite,  et  Ton  peut  écrire 

dx       a^'P 


£ 


,n       p—  (P>'>' 
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Si  p  est  inférieur  à  i,  i  - p  est  positif  et,  quand  b  croît  indéti- 
niment,  b^~P  croît  aussi  au  delà  de  toute  limite;  l'intégrale  pro- 
posée est  donc  alors  infinie. 

Si  />  =  I ,  on  a 


/ 


^'  dx        .  .        . 


X 


expression  ([ui  devient  infinie  avec  b.  Donc 

dx  /   ^  N 

xi'  ^' 


f 


Si  Ton  construit  la  courbe 


xf 


cette  courbe  a  [)Our  asymptote  O.r  :  l'aire  comprise  entre  une 
ordonnée  lixe,  la  courbe  et  Fasymptote  à  une  valeur  finie  pour 
/y  >- 1  ;  elle  est  infinie  pour  jo  ^  i . 

2"  Intégrales  se  ramenant  aux  précédents.  — ■  Soit  une  inté- 
iirale 


j     f{x)dx, 


dans  laquelle  la  fonction  f{x)  conserve  un  signe  constant,  le 
signe  -f-  par  exemple,  quand  x  augmente  indéfiniment;  nous  sup- 
poserons, de  plus,  que  celte  fonction  tende  vers  zéro  quand  ./' 
devient  infini. 

Si  Ton  construit  la  courbe  j^  =y'(j'),  cette  courbe  peut  couper 
O^  un  nombre  quelconque  de  fois;  mais,  à  partir  d'une  abscisse 
déterminée,  suffisamment  grande,  elle  reste  d'un  même  côté  de  O^r, 
au-dessus  par  exemple,  et  elle  est  asymptote  à  Qx.  Nous  voulons 
donner  une  règle  pour  reconnaître,  dans  des  cas  simples,  si  Taire 
comprise  entre  la  courbe  el  l'axe  des  x  est  finie  ou  non. 

Si  l'on  considère  deux  points  G  et  B'  de  la  courbe  dans  la 
partie  qui  est  et  demeure  au-dessus  de  0:r  et  si  l'on  appelle  c  et  b 
les  abscisses  de  ces  deux  points,  CC  et  BB'  leurs  ordonnées,  en 
supposant 


b> 


9.36 

on  peut  écrire 
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f{x-)dx=  I    f{x)dx-^  j    /( 


')  dx . 


La  première  intégrale  du   deuxième   memln-e    a   un  sens   bien 

Fis.  (6. 


défini;  la  deuxième,  représentant  Faire  CC'B'B,  croît  constamment 
avec  b]  il  s'agit  de  voir  si  elle  reste  finie  quand  b  devient  infini. 
Pour  cela,  on  considère  le  produit 

xi>f{x) 

où  p  est  positi,f.  Ce  produit  se  présente  sous  la  forme 

ce  X  o 

quand  x  augmente  indéfiniment.  On  clierclie  si,  par  un  choix 
convenable  de  p,  on  ne  peut  pas  amener  ce  produit  à  avoir  une 
limite. 

1°  Si,  p  ayant  une  certaine  valeur  supérieure  à  i,  le  produit 
xPf{x)  tend  vers  une  limite  /,  Tintégrale  proposée  est  finie; 

2*^  Si,  p  ayant  une  certaine  valeur  inférieure  ou  égale  à  i ,  le 
produit  xPf{x)  tend  vers  une  limite  /,  différente  de  zéro^  l'inté- 
grale proposée  est  infinie. 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord  qu'il  existe  un  nombre/) 
supérieur  à  i ,  tel  que  le  produit 

xrf(x) 

tende  vers  une  limite  /,  limite  qui  peut  d'ailleurs  être  nulle,  quand 
X  augmente  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que 
ce  produit  est  très  voisin  de  /  quand  x  est  très  grand. 
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Partageons  alors  rintervalle  de  a  à  oo  en  deux  parties  de  a  à  c  et 
de  c  à  00,  c  étant  très  grand.  On  a 

f   f(x)dx=   r  f{x)dx-\-  f   f{x)dx. 

La  première  intégrale  du  deuxième  membre  est  finie  ;  il  reste  à 
montrer  que  la  deuxième  est  aussi  finie.  Or,  le  produit 

xPf{^x) 

tendant  vers  /  pour  x  infini,  si  Ton  appelle  M  un  nombre  positif 
(ixe  supérieur  à  /,  il  est  évident  que,  x  étant  très  grand,  le  pro- 
duit xPf\x\  qui  est  très  voisin  de  /,  est  inférieur  à  M.  On  peut 
donc  choisir  c  assez  grand  pour  que,  x  étant  supérieur  à  c,  on  ait 

^y'/(.r)<M, 

Mais  on  a  alors  (n"  37) 

dx 


j^  /(^)rfT<;MJ^  J 


Comme />  est  plus  grand  que  i,  la  deuxième  intégrale  est  finie; 
la  première,  qui  est  moindre,  est  finie  également,  et  l'intégrale 
proposée  est  finie.  * 

Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  qu'il  existe  un 
nombre  p  inférieur  ou  égal  à  i ,  tel  que  le  produit 

xPfix) 

tende  vers  une  limite   /,   différente  de  zéro,   pour  x^=oo.    On 
pourra  écrire  l'intégrale  proposée,  comme  plus  haut. 


f  fix)dx-i-  f    f(x)d.z 


c  étant  très  grand.  La  première  intégrale  est  finie  :  nous  allons  voir 
que  la  deuxième  est  infinie. 

Soit  ni  un  nombre  ])ositif  moindre  que  /  : 

o  <  /n  <  /. 
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Quand  :2;  est  très  grand,  le  produit  xp/{x)  est  très  voisin  de  / 
et,  par  suite,  supérieur  à  m.  On  peut  donc  prendre  c  assez  grand 
pour  que,  x  étant  supérieur  à  c,  on  ait 


xi>f{x)>m,         f(x)  >  — 


Alors 

dx 

'ôcP 


J    f(x)dx>,n  j 


Comme  ^^1,  Fintégrale  du  deuxième  membre  est  infinie,  celle 
du  premier  également.  L'intégrale  proposée  est  donc  inlinie. 

Exemples.  —  l.  Soit  l'intégrale 

dx 


L 


\/x^  -\-  x--\-  \ 


actuellement 

f  i  r\                     ' 

I 

J  ^     -^           /—:. ; 

^X^  4-  ^2  -f-  I 

Donc  le  produit 

^^\/' 

I          I 

\ 

1 

i/-^ 

I 

tend  vers  i  quand  x  augmente  indéfiniment.  L'cxposanl  -  ctani 
supérieur  à  i,  l'intégrale  est  finie. 

II.  Soit  l'intégrale 

I      e-  »  '  dx  ; 

actuellement     - 

f{x)  —  e-^\ 

Oi',  p  étant  un  exposant  positif  (juelconque,  le  produit 

xi'fix)  =  xPe-"^^ 

tend  vcis  zéro  pour  ^  infini.  On  peut  donc  prendre  />  =  2,  poiii 
fixer  les  idées,  et  dire  que  x- e^"'  tend  vers  zéro  quand  ^augmente 
ijidéfiniment.  L'exposant  yo  étant  supérieur  à  i,  l'intégrale  a  un 
sens. 
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III.   Soil 


J. 


On 


f(^) 


Donc  le  produit 


Xf(x)z= 


V'-^^ 


tend  vers  i  quand  x  augmente  indéfiniment.  L'exposant  p  étant 
égal  à  I,  et  la  limite  de  xf{x)  différente  de  zéro,  l'intégrale  consi- 
dérée est  infinie. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  en  remarquant  que,  pour 
X  très  grand,  la  valeur  principale  de 


'\l x'^  -h  I 

est-  et  que  l'intégrale  proposée  se  comporte  comme 

r  dx 


dx 
qui  est  infinie  avec  x 


137.  Remarque.  —  Nous  avons,  pour  simplifier,  supposé  que /(a:-) 
conserve  le  même  signe  quand  x  est  supérieur  à  un  nombre  fixe  suffisam- 
ment grand  et  que /(a?)  tend  vers  zéro  quand  a?  devient  infini.  Il  ne  faudrait 
pas  croire  que  cette  dernière  condition  est  nécessaire  pour  que  l'intégrale 


/ 


f{x)  dx 


soit  finie,  quand/(a7)  conserve  un  signe  constant  pour  a?  très  grand. 
Soit,  par  exemple, 


I  H-  X*  SMHiP 


cette  fonction  conserve  le  signe  -h  quand  x  augmente  indéfiniment;  mais 
elle  ne  tend  pas  vers  zéro,  car,  si  l'on  donne  à  ^  une  valeur  de  la  forme  A-, 
k  étant  un  entier  quelconque  aussi  grand  que  l'on  veut,  on  a 
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r  = 


x'*  sin^  X 


est  donc  au-dessus  de  (Jx\  elle  n'est  pas  asyn^iptote  àOa?,  car  elle  touche 
la  droite  jk  =  i  en  tous  les  points  ayant  pour  abscisses  0,71,27:,  ..., 
A-,  ....  Pour  la  tracer,  on  peut  rennarquer  qu'elle  touche  aussi  à  la  courbe 

1  ~        3  7C       5  71 

y  =  j   en  tous  les  points  d'abscisses  ~  ,  -^  j  — >  . . .  (Jig.  67). 


Fi! 


Cependant  l'intégrale 


J^      i  +  a7*sin2. 


est  finie.  Pour  le  voir,  on  ne  peut  pas  employer  la  méthode  précédente  qui 
suppose  que  la  courbe  est  asymptote  à  Ox. 

Nous  emploierons  une  méthode  qui  réussit  dans  beaucoup  de  cas  et  qui 
consiste  à  partager  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  Oa?  en  tranches, 
par  des  ordonnées,  et  à  vérifier  que  la  série  formée  par  la  somme  de  ces 
tranches  est  convergente.  Nous  partagerons  ici  Faire  par  les  verticales 
d'abscisses 

O,       71,        2TC,        3-,        .  .  .  . 


Nous  aurons   alors,  en    appelant  ï«o,  Uï, 
qui  sont  toutes  positives, 


Un  les  aires  de  ces  tranches 


"0=  /     f{x)dx,  ui=  /(x')dx,     ...,     iin=  I  J(x)dx. 

Mettons  à  part  Mo,  nous  allons  montrer  que  la  série 


est  convergente.  Pour  cela,  nous  chercherons  une  limite  supérieure  de  W/j. 
Si,  dans  l'intégrale  ii,i,  on  fait 

X  =^  nr.  -{-  t. 


__  r  ^ dt 

"^"./^       j  +  (,^7r-t-n*sin2/' 
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et,  comme 

dt 


r  dt 

r^  dt 


dt 

rns-  /  -4- 
0 

Cette  intéfriale  est  é^rale  à 


f- ^^ 


car,  si  l'on    partage   l'intervalle  d'intégration  (o,  ir)  en  deux,  le  premier 
de  o  à  —  et  le  second  de  -  à  -n:,  on  voit,  en  faisant  dans  la  deuxième  inté- 

■2  •! 

grale  t  ■=  t.  —  t' ,  qu'elle  est  égale  à  la  première. 

On  peut  donc  écrire,  en  divisant  haut  et  bas  par  cos-^, 


'      «^(/i^Tr^tangf) 
I  -h  (/i2T:2iang/)2 
et,  en  intégrant, 

a  - 

""^  n^^  Iarclang(/^2-nangO|^ 

La  somme  ,  ' 

Ml  +  «2 +  •••-+-"« -1- ••  • 


a  donc  ses  termes  respectivement  plus  petits  que  ceux  de  la  série  conver- 
gente 

I  /i  1 

^7  +  ^ 


p-^-'-^t!^^-)- 


Elle  est  donc  convergente  et  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  O.r  a  une 
valeur  finie. 

Ce  résultat  tient  à  ce  que,  dans  la  courbe,  les  ondulations  qui  vont 
toucher  la  droite  jk  =  i  deviennent  de  plus  en  plus  étroites,  de  telle  façon 
que  la  somme  de  leurs  aires  est  finie. 

138.  Examen  de  quelques  cas  où,  x  croissant  indéfiniment, 
f{x)  change  constamment  de  signe.  —  Premier  exemple.  — 
Soit  rinlégrale 


/ 


siniF    , 
dx. 


0 
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Actuellement,  la  fonction  à  intégrer, 


/(^) 


sina" 

X 


est,  quelque  grand  que  soit  x,  tantôt  positive  et  tantôt  négative. 
Construisons  la  courbe 

sina? 

quand  x  varie  de  o  à  -f- oo  :   cette  courbe  part  du  point  ^  =  o, 
y  z=i\'^  elle  coupe  O  x  aux  points 

37  =  71,         :r=2  7r,  ...,         ;r  =  Att,  .... 

La  courbe  a  la  forme  d'une  sinusoïde,  mais  l'ordonnée  maximum 
de  chaque  onde  est  moindre  que  l'ordonnée  maximum  de  la  pré- 
cédente {^fig.  68). 

Fiff.  GS. 


Appelons  «<,  ^2,  •••,  u,i  les  valeurs  absolues  des  aires  des 
diverses  ondulations.  On  aura 

Ui=    I      dx,        112=  —    /        dx,        u-i  ==    /        dx^        ...  ; 

en  général, 

"«■+-1  =  (—!)''   /  dx. 

La  figure  montre  que  les  aires  successives  u^^  Wo,  .  .  . ,  auj^\  vont 
en  décroissant  et  que  l'aire  ;<„_,.,  tend  vers  zéro,  quand  Ji  devient 
infini.  C'est  ce  qu'on  vérifie  sur  l'intégrale  précédente  donnant 
Un+\'  Faisons-y  le  changement  de  variable 

X  =  nr.  -k-  t\ 

les  nouvelles  limites  pour  t  sont  o  et  tx;  on  a  de  plus 

sina^  =  sm{n'7z  -^-  t)  =  { —  i)"sini; 
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lonc 


lhi-\-\ 


I  HT.  ■+■  t 


dt. 


Cette   intégrale   diminue    évidemment  quand   n   augmente,    et 
fend  vers  zéro  quand  n  devient  infini. 
D'après  eela,  l'intégrale  proposée 


/ 


dx, 


qui  est  la  somme  algébrique  des  aires  des  diverses  ondes  com- 
prises entre  la  courbe  et  l'axe  Ox^  est  la  limite  de  la  somme  de  la 
série 

Uy  —  M2  H-  «3 M;  H-  ...  . 

Cette  série  a  ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs; 
chaque  terme  est  plus  petit  que  le  précédent  et  le  terme  général 
u,i  tend  vers  zéro.  La  série  est  donc  convergente  et  l'intégrale 
considérée  a  une  valeur  déterminée  égale  à  la  somme  de  la  série. 

Nous  verrons  plus  loin  que  cette  valeur  est  -• 


Deuxième  exemple.  —  Intégrales  de  Fresnel  : 

Jf      slnx^dx,  I      cosx^dx. 

Ces  intégrales  se  présentent  dans  la  théorie  de  la  diflraction  de 


la  lumière.  Nous  allons  montrer  qu'elles  ont  un  sens.  Prenons  la 
première  et  construisons  la  courbe 

pour  les  valeurs  positives  de  x.  La  courbe  part  de  l'origine,  où 
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elle  est  tangente  à  0:r;  elle  coupe  Taxe  Ox  aux  points 

x  =  o,         X  =  \/t:,         X  =  \/'nz,  ...,         x  =:■  \J  kr.. 

Elle  est  ondulée  comme  une  sinusoïde;  chaque  ondulation  a 
pour  ordonnée  maximum  ou  minimum  -f- 1  ou  —  i .  Mais  les  ondu- 
lations vont  en  se  resserrant  de  plus  en  plus.  En  effet,  la  distance 
de  deux  points  d'intersection  consécutifs  avec  0;r,  A/^A,/,^,,  est 

y/(  /i  H-  1  )  t: — •  y/^TT, 
ce  qu'on  écrit,  en  multipliant  et  divisant  par  la  somme  des  radicaux,. 

A„A,,+i=^  -=• 

Cette  distance  décroît  quand  n  augmente  et  tend  vers  zéro.  On 
en  conclut,  comme  le  montre  la  forme  de  la  courbe,  que  si 

désignent  les  valeurs  absolues  des  aires  des  diverses  ondes,  on  a 

Wi>  W2>  W3>.  ..>  Un, 

et  lim  Un  =  o  pour  x  =00. 

L'intégrale    /      sin.3;-<:/:r,  étant  égale  à  la  somme  algébrique  de 

ces  aires,  est  égale  à  la  somme  de  la  série  suivante  à  termes  alter- 
nativement positifs  et  négatifs 

iii  —  w^  -H  W3  —  "i  +  •  • .  • 

Cette  série  est  convergente,  puisque  ses  termes  décroissent 
constamment  et  tendent  vers  zéro.  L'intégrale  considérée  a  donc 
un  sens. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à 


f. 


cosx^dx. 
0 


On  démontre  (t;oi>  Intégrales  doubles)  que  la  valeur  numérique 


commune  des  deux  intéi^rales  de  Fresnel  est  - 
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139.   Cas  OÙ  les  deux  limites  sont  infinies.  —  Si  l'on  a  une  inté- 
grale de  la  forme 

pour  voir  si  elle  a  un  sens,  on  la  partage  en  deux  : 

f  f{x)dx-^  f      f{x)dx. 

Si  chacune  de  ces  intégrales  a  séparément  un  sens,  la  [)roposée 
■en  a  un  et  elle  est  égale,  par  définition^  à  leur  somme. 


CHAPITRE  X. 


TANGENTE  A  UNE  COURBE  PLANE. 

MAXIMUM  ET  MINIMUM  D'UNE  FONCTION  D'UNE  VARIABLE. 

COURBURE  D'UNE  COURBE  PLANE. 


I.  —  TANGENTE,  NORMALE,  SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE. 

140.  Tangente.  —  Soit 

l'équation  d'une  courbe  plane  en  coordonnées  cartésiennes.  L'équa- 
tion de  la  tangente  au  point  M(j^,  y)  est 

X,  Y  désignant  les  coordonnées  courantes  et  y[^  la  dérivée  de  y 
par  rapport  à  x.  Avec  la  notation  différentielle,  cette  équation  est 

141.  Cas  où  l'équation  n'est  pas  résolue.  —  Soit 

F(a?,  y)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  non  résolue  par  rapport  î\  y.  En  égalant 
à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fonction  ¥  {x,  y),  où  )'  est 
regardé  comme  une  fonction  de  x^  on  a 

d'où 

dx  Fy 
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L'équation  de  la  tangente  au  point  {x^  y)  devient  alors,  si  l'on 


y  remplace  -f-  par  cette  valeur 


dy 
dx 

(X-^)F:,-^(Y-JK)F;.  =  o. 


Points  singuliers.  —  Il  peut  arriver,  exceptionnellement,  qu'en 
un  point  {x^  y)  de  la  courbe  les  dérivées  partielles  F'^.  et  F^.  soient 
nulles: 

L'équation  précédente  de  la  tangente  devient  une  identité;  on 
dit  que  ces  points  particuliers  sont  des  points  singuliers. 

Ce  sont  ordinairement  des  points  où  plusieurs  branches  de 
courbe  se  croisent  et  où,  par  suite,  il  existe  plusieurs  tangentes. 

Exemple.  —  Prenons  Féquation  d'une  courbe  algébrique  dans 
laquelle  les  termes  de  moindre  degré  sont  du  deuxième  degré  : 

Ax^-i-  iBxy  -+-  GjK-H-  cp3(^,  j)  +  . .  .-4-  o,i{x,  y)  =  o, 

où  A,  B,  G  désignent  des  constantes,  '^-^{x^  y)  l'ensemble  des 
termes  homogènes  du  troisième  degré  en  x  et  jk,  'o,i{x,  y)  l'en- 
semble des  termes  homogènes  de  degré  n  en  x  et  >'.  L'origine  ^  =  o^ 
)/zzro  est  un  point  de  la  courbe,  mais  les  dérivées  partielles  du 
premier  membre  de  l'équation  s'annulant  pour  ^  =  o,  rz=o, 
l'origine  est  un  point  singulier.  Pour  trouver  les  tangentes  en  ce 

Fig.  70. 
if 


point,  nous  procéderons  comme  il  suit.  Coupons  la  courbe  par 
une  sécante  {/ig.  70) 

y  =  nix^ 

passant  par  O.  L'équation  aux  x  des  points  de  rencontre  s'obtient 
en  remplaçant  1'  par  mx  dans  l'équation  de  la  courbe.  On  a  ainsi 
une  équation  qui,  quel  que  soit  m,  admet  la  racine  double  ^  =  0. 
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Les  aiilres  points  d'interseclion  ont  pour  abscisses  les  racines  de 
léquation 


(•) 


A  ^-  >  j)  m  +  G  m^  H-  x  Ça  (  I ,  m )  4- 


x'^-^o,i{i,  m)  —  o. 


Ainsi,  toute  sécante  passant  par  O  coupe  la  courbe  en  deux 
points  confondus  avec  O  :  on  dit  que  ce  point  est  un  point  double 
de  la  courbe.  Pour  que  la  sécante  OM  devienne  tangente  en  O,  il 
faut  déterminer  le  coefficient  angulaire  m  de  façon  qu'un  nouveau 
point  M  d'intersection  vienne  se  confondre  avec  O,  c'esl-à-dire 
que  l'équation  (i)  ait  une  nouvelle  racine  nulle.  Pour  cela,  il  faut 
et  il  suffit  que  m  soit  une  racine  de  l'équation 

A  4-  2  B  m  -h  G  m-  =  o. 

On  peut  donc  mener  au  point  O  à  la  courbe  deux  tangentes  qui 
sont  réelles  et  distinctes,  ou  confondues,  ou  imaginaires,  suivant 
que  l'équation  en  m  a  ses  racines  réelles  et  distiactes,  ou  égales, 

ou  imaginaires.  En  y  remplaçant  m  par  —  et  chassant  le  dénomi- 
nateur, on  obtient  une  équation  liomogène  du  deuxième  degré 
représentant  l'ensemble  de  ces  deux  tangentes  : 

Cette  équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes 
•de  moindre  degré  dans  l'équation  de  la  courbe. 

Fis.    71. 


Quand  les  tangentes  en  O  sont  imaginaires 

ir— AG<o, 

il  ny  a  pas  de  points  réels  appartenant  à  la  courbe  dans  le  voisi- 
nage de  O  :  ce  point  s'appelle  alors  un  point  isolé  de  la  courbe, 
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Tel  serail  le  cas  de  la  courbe 

pour  laquelle  l'origine  est  un  point  isolé  (fi^^''-  71). 

142.   Cas  où  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  la  courbe  sont 
fonctions  d'un  paramètre  u.  —  Si  l'on  a,  le  long  d'une  courbe, 


^  =  ?("):       y  =  '\'{iO^ 


on  en  déduit 


dx  =  o' {u  ) du,  dy  =  -V (  a ) du, 

et  l'équation  de  la  tangente  devient 


Y- iL(«) 


9'(«) 


[X-ç(îO]. 


143.  Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  —  Soit  s  Tare  de 
courbe  AM  compté  positivement  dans  le  sens  AM,  à  partir  d'une 
origine  A  prise  sur  la  courbe  {fig-   72).  Menons  la  tangente  Mf 


Fi£ 


^ 

\" 

/ 

9 

Â 

M 

Ma 

Ai' 

p       a> 


dans  le  sens  positif  AM  et  appelons  1  Fangle  de  M/  avec  Ox. 
Nous  allons  démontrer  les  formules 

dx  —  ds  coso-,  dy  =  ds  siiia. 

Pour  cela,  considérons  un  point  voisin  M,  de  la  courbe  obtenu 
-en  faisant  croître  s  d'une  quantité  positive  A.ç.  Les  coordonnées  x 
et  y  de  M  subissent  des  accroissements  MQ  =  A^,  (JM,  =  Ay,  et 
le  triangle  QMM,  donne 

A.r  =  co  rd e  M  M 1  cos  (  M  M , ,  Ox), 
Aj  =  corde  MMi  sin(MMi,  Oo;), 
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OÙ  (MM,,  Oic)  est  l'angle  de  MM,   avec  Ox.  Divisons  ces  deux 

relations  par  A5,   et  faisons  tendre   A.v  vers  zéro  en  remarquant 

cordeMMi  ,  1,        ,       iKifiCîr    ^r^    \  1 

que tend  vers  i,  et  que  1  angle  (MM,,  Ux)  tend  vers  t^ 

nous  aurons 

dx  dy 

— —  =  cosa,  -7-  =  sina, 

ds  ds 

Ce  sont  les  formules  à  démontrer.  On  peut  facilement  les  retenir 
en  remarquant  qu'elles  expriment  que  les  projections  d'un  élément 
d'arc  ds  sur  les  deux  axes  sont  dx  et  dy\ 

144.  Position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente.  —  Pre- 
nons, sur  la  coui^be,  un  point  M,  voisin  du  point  de  contact  M  de 
la  tangente  M^  :  soient  x  -\-  h  l'abscisse  et 

jKi=/(:r-h/i) 

l'ordonnée  de  ce  point.  Soient,  d'autre  part  {fig.  72),  M2  le  point 
de  la  tangente  ayant  même  abscisse  x  -\-  h  que  M,  el  y-i  l'ordonnée 
de  ce  point  M2.  Cette  ordonnée  est  fournie  par  l'équation  de  la 
tangente,  où  Ton  fait  X  =  .rH-  A, 

yi  =  y-^y'xfh 

ou  encore 

Si  l'on  développe  l'ordonnée  j-,  de  la  courbe  par  la  fbrmule  de 
Taylor,  on  a 

•Ji=/(^)+Y/'(^)+^/'(^)  +  ..-- 

On  remarquera  que  l'ordonnée  >'2  de  la  tangente  s'obtient  en 
limitant  le  développement  de  l'ordonnée  y^  de  la  courbe  à  ses 
deux  premiers  termes. 

Pour  avoir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente, 
formons  la  différence  r<  —  y^  '• 


y\—y 


^[/"(^)-^|/"'(^)+..-] 


Supposons  d'abord,  ce  qui  est  le  cas  général,  que  f"{x)  n'est 
pas  nulle  au  point  M.  Alors,  Ji  étant  pris  pour  infiniment  petit 
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principal,  la  différence  v'i  —  ;)'2  est  infinimenl  pelile  du  deuxième 
ordre.  Quant  au  signe  de /i  .l'^?  ^1  est,  pour  li  infiniment  petit, 
le  même  que  celui  àe  f" [x),  car  la  parenthèse  a  évidemment  le 
signe  def"{x)  quand  /i  tend  vers  zéro. 

Si  doncy"'^(^)  est  positif,  j',  —  )'o  est  positif,  quel  que  soit  le 
signe  de  h;  aux  environs  du  point  M,  la  courbe  est  au-dessus  de 
la  tangente;  elle  tourne,  en  M,  sa  concavité  vers  lesjK  positifs. 

Si/"(:r)  est  négatif,  }',  —  )  .,  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe 
de  A;  aux  environs  du  point  M,  la  courbe  est  au-dessous  de  la 
tangente;  elle  tourne,  en  M,  sa  concavité  vers  les  y  négatifs. 

Pour  obtenir  les  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  la 
courbe,  il  faut  chercher  les  valeurs  de  h  pour  lesquelles  la  diffé- 
rence y,  —  y. 2  est  nulle.  On  a  ainsi  l'équation 


o=-\f{oo 


)+  -n^)- 


qui  admet  la  racine  double  h  =  o.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  la  tangente  coupe  la  courbe  en  deux  points  confondus  avec  le 
|)oint  de  contact. 

Points  d'inflexion.   —  Supposons  maintenant  qu'au  point  M 
on  ait 

f"'{x)  étant  différent  de  zéro.  On  a,  dans  ce  cas, 

/î3  r  h  '\ 

yi-yi  =  -^[f"(^)+\f-{^)-^...\- 

La  différence  j-,  — y2  est  alors  infiniment  petite  du  troisième 
ordre,  quand  h  est  pris  pour  infiniment  petit  principal.  Le  signe 

Fig.  73. 


ce 


de  la  parenthèse  étant  celui  de/"'(^)  pour  li  suffisamment  petit, 
on  voit  que  j,  — JK27  contenant  h^  en  facteur,  change  de  signe 
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avec  h.  La  courbe  est  donc,  à  gauche  de  M,  d'un  coté  de  la  tan- 
gente, à  droite  de  M,  de  l'autre  côté.  La  tangente  M^  traverse  la 
courbe  {flg.  ^S);  le  point  M  est  appelé  point  dHnjlexlon.  La 
tangente  en  ce  point  a  trois  points  communs  confondus  avec  la 
courbe,  car  l'équation  donnant  les  valeurs  de  ]i  qui  correspondent 
aux  points  de  rencontre  de  la  tangente  avec  la  courbe 

contient,  actuellement,  li^  en  facteur  et  admet  la  racine  triple  /i  =  o. 
Si/'"(:r)  était  nul  en  même  temps  que/''(^), /"  (.r)  étant  diffé- 
rent de  zéro,  la  courbe  serait,  aux  environs  de  M,  d'un  même  côté 
de  la  tangente,  mais  cette  tangente  aurait,  avec  la  courbe,  quatre 
points  communs  confondus  en  M. 

14o.    Ordre  de  contact  de  deux  courbes.  —  Considérons  deux 

courbes  planes  i^fig-  7!) 

ayant  un  point  commun  M  de  coordonnées  x  et  r.  Soient  y,  et  T'o 

Fi  g.  74. 


L 

^ 

A 

M, 

>^ 

m; 

0 

F 

■>         F 

'1    ^ 

les  ordonnées  M,  P,  et  MoP,  des  deux  courbes  correspondant  à  une 
abscisse 

h  étant  infiniment  petit.  On  a 
Formons  la  différence 

yx—f'i 

des  deux  ordonnées  et  déveloj)pons-la  suivant  les  puissances  de  h 
par  la  formule  de  Tajlor.  Comme  cette  différence  s'annule  pour 
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//=  o,  elle  contiendra  une  certaine  puissance  de  h  en  facteur  et 
sera  de  la  forme 

où  cLq  est  différent  de  zéro.  On  dit  alors  que  les  coui^bes  ont  au 
point  M  un  contact  d'ordre  n  —  i . 

D'après  les  développements  àe  y^  et  de  y^  par  la  formule  de 
Tajlor 

h  h"- 

yçi  =  'h(x)-h  -  ^'(x)^.  .  .-] ■ <!/(«' (^)  H- .  .., 

pour  que  les  deux  courbes  aient,  au  point  d'abscisse  donnée  x^  un 
contact  d'ordre  (71  —  i)^  il  faut  et  il  suffît  que,  dans  la  ditïerence 
j'i  — JK25  on  puisse  mettre  A"  en  facteur  :  on  a  ainsi  les  n  condi- 
tions 

f{x)='^{x),  % 

.       f(x)=^'(x), 


Donc  pour  gu^il y  ait  au  point  cV abscisse  x^  entre  les  deux 
courbes^  un  contact  d^ ordre  (n  —  1),  il  faut  et  il  suffit  que  les 
ordonnées  des  deux  courbes  et  leurs  dérivées  juscju^à  l'ordre 
(n  —  i)  inclus  soient  égales  en  ce  point. 

Si  l'on  cherche  les  valeurs  de  Ji  donnant  les  points  communs 
aux  deux  courbes,  il  faut  déterminer  h  de  façon  que  M,  coïncide 
avec  Mo,  c'est-à-dire  quejKi  — ya  =  o.  On  a  ainsi  l'équation 

o  =  A«(ao-i-  aih  -{-  a.2h^-h. . .), 

qui  admet  la  racine  nulle  d'ordre  n,  h  =  o.  On  peut  dire  alors  que 
les  courbes  ont  7i  points  communs  confondus  en  M. 

L'ordre  de  contact  des  deux  courbes  au  point  commun  M  est 
donc  égal  au  nombre  de  points  d'intersection  confondus  en  M, 
diminué  d'une  unité. 

Ainsi,  en  un  point  ordinaire,  une  courbe  et  sa  tangente  ont  un 
contact  du  premier  ordre  (deux  points  d'intersection  confondus). 
En  un  point  d'inflexion,  une  courbe  et  sa  tangente  ont  un  contact 
du  deux'ième  ordre  (trois  points  d'intersection  confondus). 
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Position  relative  de  deux  courbes  au  voisinage  du  point  de 
contact.  —  Si  les  courbes  ont  un  contact  d'ordre  impair.,  elles 
ne  se  traversent  pas  au  point  de  contact;  si  elles  ont  un  contact 
d'ordre  pair.,  elles  se  traversent  au  point  de  contact. 

En  effet,  on  peut  toujours  déterminer  un  nombre  positif  z  assez 
petit  pour  que,  h  variant  de  — ^  c  à  -f-s,  le  |signe  de  j^t  — y-,  soit 
celui  du  premier  terme  «q^^"  ^^  l'expression  (i  ).  Alors  si  le  contact 
est  d'ordre  impair,  n  est  pair  et  y  4  — y. 2  conserve  le  même  signe 
quand  h  varie  de  — s  à  +£  :  les  courbes  ne  se  traversent  pas; 
c'est  le  cas  de  la  tangente  et  d'une  courbe  en  un  point  ordinaire 
(^n  =  2).  Si,  au  contraire,  le  contact  est  d'ordre  pair,  n  est  impair 
elyi — y2  change  de  signe  quand  //  variant  de  — £  à -j- s  passe 
par  zéro  :  les  courbes  se  traversent;  c'est  le  cas  d'une  courbe  et 
d'une  tangente  d'inflexion  (n  =  3). 


146.   Sous-tangente,  tangente,  sous-normale,  normale.  —  Soient 
M(œ^  y)  un  point  d'une  courbe,  MT  la  tangente  limitée  à  l'axe  O^, 


Fi! 


MN  la  normale  limitée  au  même  axe  et  AM  l'ordonnée  du  point  M 
La  sous-tangente  St  est  le  segment  TA.  L'équation  de  la  tan- 


gente étant 


"^  ~y=yi'^  —  ^), 

on  aura  l'abscisse  du  point  T  en  faisant  1  =0,  ce  qui  donne 


L'abscisse  de  A  étant  ^,  la  sous-tangente  est  ^  —  X.;  donc 
^         y  dx 

La  tangente  t  est  la  longueur  MT;  le  triangle  rectangle  MAT 
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donne  immédiatement,  (raprès  la  valeur  précédente  de  TA, 


=  yi/  i-\ 


sj dx''-  -\-  dy°^ 


l.a  sous-normale  8,^  est  le  segment  AN.  L'équation  de  la  nor- 
male étant 

Y-^=-i;(X-X), 

on  a,  en  faisant  Y  =  o,  l'abscisse  X  du  point  N  :  d'où  la  valeur 
K  —  X  de  la  sous-normale 

La  normale  n  est  la  longueur  MN.  Le  triangle  rectangle  MAN 
donne 

/ r  \/dx'^  -+-  dy'^ 

n=ysJi-\-y^  =  y -^ 

147.  Courbe  aux  tangentes  égales  (tractrice).  —  Cherchons  une 
courbe  plane  dans  laquelle  la  longueur  TM  de  la  tangente  {^fig>  70) 
soit  constante.  Supposons  la  courbe  du  côté  des  y  positifs;  appe- 
lons a  la  longueur  constante  TM  et  u  l'angle  :r  TM  :  le  triangle  ATM 
(fie'  7"^)  ^^onne  immédiatement 

(2)  y  z=  a  sin  u. 

D'autre  part,  le  coefiîcient  angulaire  de  la  tangente  étant  tang  m, 

on  a 

dy  .  dy 

-j-  =  tan  g  M,         dx  =  — - — , 
dx  tangif 

et  en  remplaçant  dy  par  sa  valeur  tirée  de  (2) 


5^ 

sin  u 


dx  =  a  — : du 


en  remplaçant  ces-  u  par  i  —  sin^  u^  on  a 

dx  =  ai  —. sin  u  ]  du. 

\s\nu  j 

L'intégration  donne 

X  —  ^0=  a\V,  tang h  cosw  j. 
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Les  coordonnées  d'un  p(nnt  de  la  courbe  sont  ainsi  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  n. 

Construisons  celle  des  courbes  qu'on  obtient  en  faisant  Xq^=o 

X  =  ai  h  lang h  cos  u],, 


y  =^  a  sin«. 
Pour  que  tang  -  soit   positif,   il  faut  faire  varier  w  de  o  à  t:. 

Fig.  7^- 


Deux  valeurs  supplémentaires  de  u  donnent  deux  points  de  la 
courbe  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Oy.  En  effet,  soient  x^ 
et  y,  les  valeurs  des  coordonnées  correspondant  à  la  valeur 


On  a 


Mais 


Donc 


Xi=-  a\L  tang  /  — j  4-  cos(7r  —  u)\ 

yi=  asin(7:  —  ^0- 


.tanj 


=  col—  = 

2 


u 
tang- 


cos(t:  —  u)  =  —  cosa,  sin(T:  —  u)  =  sin  u. 

xi=z—x,       yi  =  y- 


Faisons  alors  varier  u  de  o  à  -•  Pour  t/  =  o,  :r  =  —  ce,  y  =  o; 


la    courbe   est   asymptote    à   ()x.    Quand    u   augmente,    ^    et  ^ 

dx  dy  •  •  1^  " 

augmentent,    car   -r-    et    -;-   sont  |)ositives.   rour  i^==-,    x  =^  o 
^  '  du  du  ^  2 

et  y  z=  a  :  au  point  A  ainsi  obtenu,  la  tangente  se  confond  avec 
l'axe  des  y.  La  courbe  s'achève  par  symétrie  par  rapport  à  Oy* 
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Rectification  de  la  courbe.  —  Appelons  5  l'arc  de  courbe 
compté  à  painir  du  point  de  rebroussement  A  dans  le  sens  AM,. 
On  a 

ds  =  \/ dx"^  -h  dy^. 

Remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  (12)  et  (1 3),  on  a,  après 

réduction, 

,  cosu    , 

as  =  —  a  — du, 

sin  u 

OÙ  il  faut  mettre  le  siene  — ,  car  u  est  en  Mi  supérieur  à  -  et  -7- 

^  '  ^  '2        dic 

positif. 

D'où,  en  intégrant, 

s  =  —  a  L  sin  u, 

sans  ajouter  de  constante,  car  s,  étant  compté  à  partir  du  point  A^ 
doit  s'annuler  pour  u  =  ~i  ce  qui  a  lieu,  puisque  L  i  =  o. 


II.  —  MAXIMUM  ET  MINIMUM  D'UNE  FONCTION 
D^UNE  VARIABLE. 

148.  Règle.  —  Nous  rappelons  rapidement  la  règle  qui  permet 
de  trouver  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonction 

d'une  variable  r,  pour  préparer  la  méthode  géométrique  que  nous, 
emploierons  plus  loin,  au  sujet  des  maxima  et  des  minima  des 
fonctions  de  deux  variables. 

Si  une  fonction  f(x)  qui  admet  une  dérivée  continue  est 
maximum  ou  minimum  pour  x  =:  a,  la  dérivée  /'(a)  est  nulle, 
car  la  tangente  au  point  correspondant  de  la  courbe  représenta- 
tive est  horizontale. 

Pour  distinguer  le  maximum  du  minimum,  on  peut  donner  une 
règle  fondée  sur  le  signe  de/'!(a),  quand  cette  quantité  n'est  pas 
nulle.  En  effet,  en  un  maxiniuin  tel  que  C  {fig'.  77),  la  tangente 
est  horizontale,  f  {a)  z=  o,  et  la  courbe  tourne  sa  concai^ité  vers 
les  y  néf^atifs  :  donc/"(rt)  <<  o. 

Au    contraire,    en    un    minimum    tel    que    D,    la    tangente    est 

.   Appell.  —  F.lcmcnts  d'Analyse.  —  st.  17 
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horizontale, /'(a)  =  o,  mais  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
les  y  positifs;  donc  f" {a )  >  o. 


Donc  5i, /'(a)  étant  nulle ^  f\a)  est  négative^  la  fonction  est 
maximum  pour  ,2^  =  a;  si,  f  {a)  étant  nulle^  /  (^)  est  positive^ 
la  fonction  est  minimum  pour  x  ^=  a. 

Nous  n'examinerons  pas  en  détail  les  cas  où  f  {a)  et  f"  {et) 
seraient  nulles  en  même  temps.  La  considération  du  développe- 
ment de 

/(a  +  A)-/(a), 

suivant  les  puissances  de  A,  par  la  formule  de  Tajlor,  conduit  à  la 
règle  suivante  : 

Pour  que  la  fonction  f{x)  soit  maximuQi  ou  minimum, 
pour  X  =  a,  il  faut  et  il  suffît  que  la  première  dérivée  qui  ne 
s'annule  pas  pour  x  =^  a  soit  d'ordre  pair.  La  fonction  est  maxi- 
mum ou  minimum  suivant  que  cette  dérivée  prend,  pour^  =  «, 
une  valeur  négative  ou  positive. 


III.  —  ENVELOPPE  D'UNE  FAMILLE  DE  COURBES  PLANES. 


149.  Équation  de  l'enveloppe.  —  Soit 

f{^,7,'^)  =  o     ■ 

l'équation  d'une  courbe  plane  C  contenant  un  paramètre  a. 
Quand  a  varie  d'une  manière  continue,  cette  courbe  se  déplace 
d'une  manière  continue.  On  dit  qu'elle  admet  une  enveloppe. 
quand  il  existe  une  courbe  E  à  laquelle  les  courbes  G  sont  toutes 
tangentes.  Les  courbes  C  s(jnt  les  enveloppées. 
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Soient  {fig.  78)  M.[x^  y)  un  des  points  de  l'enveloppe  et 

f{x,y,  X)  =  o 

l'équation  de  l'enveloppée  C  qui  louche  Tenveloppe  E  en  ce  point. 


Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enveloppée  est  donné  par 

(i)  f^dx^f'ydy^o, 

où  dx  et  dy  sont  les  projections  d'un  élément  d'arc  MM'  de  l'en- 
veloppée. 

Pour  avoir  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enveloppe 
au  même  point,  remarquons  que,  le  long  de  l'enveloppe,  les  coor- 
données X  Ql  y  du  point  de  contact  M  sont  fonctions  de  X  : 

^  =  ?(^)»      7  =  4^00, 

car  le  point  de  contact  M  est  déterminé  quand  A  est  donné.  Ces 
fonctions  de  X  vérifient  identiquement  la  relation 

/(^,.r,  >0  =  o. 

Quand  on  fait  croître  À  de  sa.difTérentielle  «iX,  le  point  de  con- 
tact passe  de  M  en  M,  sur  l'enveloppe  et  ses  coordonnées  croissent 
de  leurs  difTérentielles  d^x  et  d^y\  comme /(^,  j-,  "X)  est  nulle, 
sa  différentielle  l'est  également;  on  a  donc 

(2)  f'xdxX-^f'ydxy^f'\d\=o. 

Géométriquement,  d^x^  d^y  sont  les  projections  d'un  élément 
d'arc  MM,  de  l'enveloppe  E.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  l'enveloppe  en  M  étant  égal  à  celui  de  la  tangente  à  l'enveloppée, 


260  CHAPITRE   X. 

on  doit  avoir 

dx        d\x 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  alors 

/),=o. 

Donc  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  vérifient  les  deux 
relations 

(3)  f{x,y,\)  =  o,        fl  =  o. 

En  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  de 
l'enveloppe  E,  quand  cette  enveloppe  existe. 

Réciproquement,  soit  E  la  courbe  dont  l'équation  est  obtenue 

en  éliminant  X  entre  les  deux  relations  (3);  en  tout  point  x,y  de 

cette  courbe,  qui  n'est  pas  un  point  singulier  de  l'enveloppée 

correspondante  G,  la  tangente  est  la  même  à  E  et  à  G.  En  effet, 

comme  au  point  considéré, /{  =  o,  les  équations  (  i  )  et  (  2  )  donnant 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux  courbes  G  et  E 

au  point  x,  y  sont 

f'xdx    -^f'ydy    =0, 

f'xdiX-t-f'ydxy  =  o, 

si  f'^  et  f'y.  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois,  c'est-à-dire  si  le  point  {x^  y) 
n'est  pas  un  point  singulier  de  l'enveloppée /(a?,  y,  \)  =  o,  on  a 

dy  ^  ^ijK. 
dx       dyx' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

En  résumé,  la  courbe  obtenue  en  éliminant  \  entre  les  deux 
relations  (3)  est,  ou  bien  l'enveloppe  des  courbes 

7(^-^,7,  >0  =  o, 

ou  le  lieu  de  leurs  points  singuliers. 

Remarque.  —  Eliminer  X  entre  les  deux  équations 

revient  à  exprimer  (jue  l'équation y"(x,  j',  X)  =  o,  en  X,  admet  une 
racine  double. 
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150.  Le  point  de  contact  de  l'enveloppée  C  avec  l'enveloppe  E 
est  la  limite  d'un  des  points  d'intersection  de  C  avec  une  enve- 
loppée G'  infiniment  voisine.  —  En  effet,  l'équation  de  G  est 

(G)  f{x,y,\)  =  o- 

celle  d'une  enveloppée  voisine  G' 

(C)  /(^,jr,  X  +  AX)=o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  sont  donnés  par  le 
système  des  deux  équations  (G)  et  (C),  ou  par  le  système  équi- 
valent 

Quand  Aà  tend  vers  zéro,  ce  système  devient  précisément  le 
système  (^3)  qui  définit  les  points  de  contact  de  l'enveloppée  avec 
l'enveloppe  E.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

loi.  Exemple  I.  —  Enveloppe  d'un  cercle  de  rayon  con- 
stant R  dont  le  centre  décrit  une  courbe  donnée.  —  Soient  a 
et  b  les  coordonnées  du  centre  P  du  cercle  {fig'.   79);  ce  point 

Fis.  -70. 


devant  décrire  une  courbe  donnée  HH',  a  et  b  sont  des  fonctions 
données  d'un  paramètre  \  : 

a=.cp(X),         b  =  'i^i\).    .  .  . 

L'équation  du  cercle  mobile  est  alors 

(4)  (a;^ay  +  (y-bf-K^=o, 

R  étant  constant.   Pour  avoir  les  points  de  contact  M  et  M'  du 
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cercle   avec   l'enveloppe,   il  faut  associer  à  Féquation   du   cercle 
réquation  ol^tenuc  en  dérivant  par  rapport  à  X 

(5)  (^_«)_+(^_è)_=o. 

Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  x  et  y  comme  des  coor- 
données courantes,  elle  représente  une  droite  passant  par  le 
point  P(a,  b)  et  normale  à  la  courbe  HH'  lieu  du  point  P.  Les 
points  de  contact  du  cercle  avec  l'enveloppe  sont  donc  aux  extré- 
mités du  diamètre  MPM'  normal  à  la  courbe  lieu  des  centres.  Les 
points  de  l'enveloppe  s'obtiennent  encore  en  portant  sur  la  normale 
en  P  deux  longueurs  égales  à  R 

PM  =  PM'=R. 

Les  courbes  ainsi  obtenues  s'appellent  courbes  parallèles  à  la 
courbe  donnée  HH'  :  les  tangentes  à  ces  courbes  en  M  et  M'  étant 
tangentes  au  cercle  sont  normales  au  diamètre  MPM'  et,  par  suite, 
parallèles  à  la  tangente  en  P  à  la  courbe  donnée  HH'. 

Géométriquement^  si  P'  est  une  position  du  centre  voisine 
nie  P,  les  points  communs  aux  deux  cercles  de  centre  P  et  P'  et 
de  même  rayon  sont  sur  la. perpendiculaire  à  PP'  en  son  milieu. 
Quand  P'  tend  vers  P,  PP'  devient  tangent  à  la  courbe  HH^  et  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  PP'  devient  la  normale  en  P  à  cette 
courbe.  Les  points  de  contact  du  cercle  avec  son  enveloppe  sont 
donc  sur  cette  normale,  comme  nous  Fa  montré  le  calcul. 

lo2.  Exemple  II.  —  Dans  l'exemple  précédent,  nous  avons 
trouvé  une  véritable  enveloppe.  11  peut  se  faire,  comme  nous 
l'avons  dit,  que  la  règle  indiquée  fournisse  des  lieux  de  points 
singuliers.  En  voici  un  exemple  élémentaire.  Soit  à  trouver  l'enve- 
loppe des  courbes 

(G)  {y  —\y  ^x'*—x^=o. 

D'après  la  règle,  il  faut  éliminer  K  entre  cette  équation  et  la 
dérivée  par  rapport  à  \ 

y  —  1  =  0. 

L'élimination  est  immédiate  et  donne  comme  enveloppe 

(E)  .        a?*— a;2=o, 
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équation  qui  se  décompose  en 

0^2=0,         X  —  1  =  0,         ;r -f- 1  =  o, 

et  qui  représente  Taxe  O  i',  avec  les  deux  parallèles  AA'  et  BB',  à 
l'unité  de  distance  de  cet  axe.  Construisons  les  courbes  G.  Nous 
ons  que  leur  équation  se  déduit  de  celle  de  la  courbe 


V0\" 

<6) 


y 


en  changeant  y  qw  y  —  A.  Les  courbes  G  s'obtiennent  donc  en 
faisant  glisser  la  courbe  (6)  parallèlement  à  elle-même  le  long 
de  Oy.  Gette  courbe  (6)  a  la  forme  indiquée  {fig-  80),  avec  un 


A  ^ 


point  double  à  l'origine  O  et  deux  sommets  en  A  et  B.  Quand  on 
la  déplace  le  long  de  O/,  elle  a  bien  pour  enveloppe  les  droites  AA' 
et  BB'  ;  mais  elle  n'a  pas  pour  enveloppe  l'axe  0/  trouvé  dans  le 
calcul.  Get  axe  est  le  lieu  des  points  doubles  des  enveloppées. 


IV. 


COURBURE  DES  COURBES  PLANES. 


153.  Courbure  d'un  cercle.  —  D'après  l'idée  vulgaire  de  cour- 
bure, un  cercle  a  une  courbure  d'autant  plus  grande  qu'il  s'éloigne 
plus  rapidement  d'une  de  ses  tangentes,  c'est-à-dire  que  son  rayon 
est  plus  petit.  En  précisant  cette  notion,  on  convient  d'appeler 
courbure  d'un  cercle  de  rayon  R  l'inverse  du  rayon 
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On  peut,  comme  il  suit,  évaluer  la  courbure  d'un  cercle  dont  on 
connaît  seidement  un  arc  MM'.  Menons  les  tangentes  ^l^etM'^' 
au  cercle,  aux  extrémités  M  et  M'  de  l'arc  considéré,  dans  un 
même  sens  de  circulation  sur  le  cercle,  et  appelons  e  Tangle  de 

>is.  8i. 


ces  deux  tangentes.  Cet  angle  étant  égal  à  l'angle  au  centre  MOM', 

on  a  {fi g.  8i) 

arc  MM' =  R£, 

I  e 

ÏÏ  ""  arc  M  AI'  ' 

formule  qui  donne  la  courbure  du  cercle. 

loi.  Courbure  moyenne  d'un  arc  de  courbe.  Courbure  en  un 
point.  —  On  étend  les  notions  précédentes  à  une  courbe  plane 
quelconque  de  la  façon  suivante  : 

Soient  {fig-  82)  MM'  un  arc  d'une  courljc  plane,  M^  cl  Al'/'  les 
tangentes  menées,  aux  extrémités  de  cet  arc,  dans  un  niéme  sens 

Fis.  82. 


CT  +  A  C7 


de  circulation  sur  la  courbe;  désignons  par  t  l'angle  de  ces  deux 
tangentes,  que  Ton  nomme  Vangle  de  contingence.  On  appelle 
courbure  moyenne  de  l'arc  MM'  le  rapport 


arc  M  M' 
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Quand  le  point  M'  se  rapproche  du  point  Al,  ce  rap])ort  varie. 

On  appelle  courbure  au  point  M  la  limile  vers  laquelle  tend  la 
04Durbure  moyenne  de  l'arc  MM',  quand  le  point  xM'  tend  vers  le 
point  M  : 

Courbure  en  JM  =  liin rrr,' 

arciMiVJ 

On  désigne  cette  courbure  par  —,  et  l'on  convient  d'appeler  R 

le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  au  point  M.  Ainsi,  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  est  inverse  de  la  courbure  en  ce  point  : 

^       ,.     arcMM' 

e 

Centre  de  courbure  en  un  point  d^ une  courbe;  cercle  de 
courbure  ou  cercle  osculateur.  —  J.e  centre  de  courbure  G 
d'une  courbe  en  un  point  M  est  le  point  obtenu  en  portant,  sur 
la  normale,  dans  la  concavité  de  la  courbe,  une  longueur  MG  égale 
au  rayon  de  courbure  R  au  point  M  (voir  fig.  82). 

Le  cercle  de  courbure  ou  cercle  osculateur  en  M  est  le  cercle 
décrit  du  centre  de  courbure  G  comme  centre,  avec  le  rayon  de 
courbure  R  comme  rayon.  Ge  cercle  est  tangent  à  la  courbe  en  M; 
nous  verrons  plus  loin  qu'en  général  il  traverse  la  courl^e  au 
point  M  et  que  de  tous  les  cercles  passant  par  AI,  c'est  celui  qui  se 
rapproche  le  plus  de  la  courbe,  au  voisinage  du  point  M. 

loo.  Expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  rectan- 
gulaires. —  Soit  une  courbe  plane,  sur  lac[uelle  nous  prendrons 
une  origine  O'  des  arcs  s.  Désignons  par  cr  l'angle  de  la  tangente  M  t 
à  la  courbe  avec  une  direction  fixe  Ox  (voir  flg.  82).  Quand 
le  point  M  se  déplace  en  M',  l'arc  O'M  augmente  de  l'arc  MAr=  A.s', 
et  l'angle  g-  augmente  de  Acr.  L'angle  s  des  tangentes  Isit  et  M'/' 
est  égal  à  la  valeur  absolue  de  Ao-.  On  a  donc,  pour  la  courbure 
moyenne  de  l'arc  MAL,  l'expression 

£  _        Aa 

arcMiM'  ~  ~"  Â7' 

où  il  faut  choisir  le  signe  de  façon  à  avoir  un  résultat  positif.  La 


266  CHAPITRE   X. 

courbure  —  au  point  M  est  alors  donnée  par  la  formule 


H  arc  M  M'  \s 


(3r  la  limite  de  -r^  est  -p-;  on  a  donc 

I   _       <ia 
ÏÏ  ~  ~  ^' 


où  le  si<;ne  doit  être  choisi  de  façon  que  —  soit  positif. 

En  désignant  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  par  x 
et  y,  on  a 


dv 

d'où 

dv 

a  =  arc  tang-f^ 
^dx 

et 

' 

dx  d^y  —  dy  d'^x' 

drr  — 

dx^                      dx  d'^y  —  dv  d"^  x 

wj   

^^m     '""^""^ 

D'autre  part  : 

1 

ds  =  \/dx'^  -^dy^-={  dx-^  +  dy"*-  y^  ; 

donc 

I         ^drs       ^  dx  d'^y  —  dy  d^  x 
K~'~'  ds~  —       _   „        ,   „l 

{dx^-^dy^Y 

Supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  soient 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  u  par  les  formules 

on  aura,  en  prenant  u  comme  variable  indépendante, 

dx  z=.  f  (^u)  du^  dy=o'(u)du^ 

d'-x=f"{u)  diC^ ,  d'^y  =  cp" ( u )  du"- ; 

1  ^  _^  f'i'—'^'.f" 
K       —  1* 

Si  l'on  suppose  l'équation  de  la  courbe  résolue  par  rapport  à  y^ 
et  si  l'on  prend  x  comme  variable  indépendante,  on  a,  en  dési- 
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gnant  parj'  ely"  les  dérivées  première  et  deuxième  de  y  par  rap- 
port à  57, 

dy  =  y  dx,         d-y  —  y"  dx-,         d^x  =■  o\ 

et,  par  suite, 

Dans  toutes  ces  formules,  il  faut  prendre  le  signe  de  telle  façon 
que  R  soit  positif.  Par  exemple,  dans  la  dernière  formule,  il 
faudra  prendre  le  signe  H-  si  y"  est  positif,  c'est-à-dire  si  la 
courbe  en  M  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs;  il  faudra 
prendre  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

En  un  point  d'inflexion,  jk''=  o?  le  rayon  de  courbure  est  infini  : 
le  cercle  osculateur  se  confond  avec  la  tang^ente. . 

Convention  sur  le  signe  du  rayon  de  courbure.  —  Si  Ton 
convient  de  considérer  le  rayon  de  courbure  en  M  comme  positif 
ou  comme  négatif  sui^  ant  que  la  concavité  au  point  M  est  tournée 
vers  les  j'  positifs  ou  vers  lesj^  négatifs,  on  a  dans  tous  les  cas 


R  = 


3^ 

y" 


156.  Rayon  de  courbure  d'une  conique.  —  Considérons  une 
(ionique  rapportée  à  un  axe  O^  et  à  la  tangente  au  sommet  Oj. 
L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(i)  y^  =:^ 'ipx -^  qx'^\ 

p  est  \e paramètre  de  la  conique;  le  genre  de  la  conique  dépend 
du  signe  de  q  : 

Si  ^  <  o,  la  courbe  est  une  ellipse; 
Si  çr  >  o,      *  »  lyperbole ; 

Si  ^  =  o,  »  parabole. 

Appelons  ii  la  longueur  de  fia  normale  MIN  du  point  M  à  l'axe 
de  symétrie  O^;  nous  allons  montrer  que  le  rayon  de  courbure 
en  M  est 
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En  effet,  on  a  (n°  146) 

et,  par  suite,  pour  une  courbe  quelconque, 

I  ±  y"  ±  ;'3  )/" 


Si  nous  supposons  r  positif  en  M,  y"  y  est  négatif,  et  l'on  a 

I  r3  y" 


R  n^ 


Appliquons  cette  formule  aux  coniques.  En  différentiant  deux 
fois  l'équation  (i"),  on  obtient 

yy'=  p  -\-qx, 

remplaçant  dans  la  deuxième  équation  y'  par  sa  valeur  tirée  de  la 
première 

y^y"=qy^—{p-^q^T-- 

Remplaçons  dans  le  deuxième  membre  y-  par  sa  valeur  (i)  et 
réduisons,  il  vient 

y'y"=-P'-: 

d'où,   en  substituant  dans  la  valeur  de  —  » 

P 

Ce  rayon  peut  donc  être  construit  graphiquement,  à  l'aide  de 
deux  quatrièmes  proportionnelles. 

Application  aux  sommels  cVuiïe  ellipse.  —  Soit  une  ellipse 
de  sommets  A,  A'  et  B,  B'.  Glierclions  les  rayons  de  courbure  aux 
sommets.  Le  grand  axe  étant  pris  pour  axe  des  x  et  la  tangente  au 
sommet  A'  pour  axe  des  j',  l'équation  de  la  courbe  est 

r2  =  2  —  X x'^. 

Donc 

b-^  b-2 

P  =  —y  q  = ;• 
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D'autre  part,  la  longueur  n  de  la  normale  MIN  est 
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Co 


m  me 


yy'  =  p  -\-  qx, 

on  voit  que,  au  point  k! {^x  =  o,  j  =  o),  on  a 

'  iyy')o  =  p 


et 


Alors 


6-2 


Ra  =  —  =:  r>  =  —         (sommets  A  et  A  ). 
p'~  CL 


Aux  sommets  B  et  B',  la  normale  MIN  a  pour  longueur  b]  le 
rayon  de  courbure  est  donc 

R'  =  —  z=.  —-         (sommets  B  et  B). 
/)■'         b 

Pour  construire  les  centres  de  courbure  correspondants,  on  trace 
le  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux  quatre  sommets  {fig-  83)^ 

Fi-.  83. 


et,  du  sommet  E  de  ce  rectangle,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  la  droite  AB;  les  points  G  et  D  où  cette  perpendiculaire  coupe 
les  axes  sont  les  centres  de  courbure  relatifs  aux  sommets  A  et  B. 
En  effet,  les  triangles  semblables  AEC^et  AEB  donnent 


AC 

T 


62 

AG  =  -  =  Ro. 
a 
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De  nK'iiie,  les  triangles  semblables  BDE  et  BAE  donnent 


'b' 


a  b  b 


Ces  points  étant  construits,  on  peut  tracer  les  cercles  osculateurs 
à  Fellipse  aux  quatre  sommets  et  en  conclure  un  tracé  approxi- 
matif de  la  courbe  qui  se  rapproche  beaucoup  de  ces  cercles  au 
voisinage  des  sommets. 

En  A  et  A',  les  cercles  osculateurs  sont  intérieurs  à  l'ellipse; 
en  B  et  B',  c'est  Fellipse  qui  est  intérieure  aux  cercles  osculateurs. 

157.  Rayon  de  courbure  de  la  chaînette.  —  Soit 


a 

y  =  —  \  e-  -f-  e 


l'équation  d'une  chaînette  {^fig.  43  )•  On  a 


•2   •  'a' 


donc 


\               y                 a                      y- 
— -,  K  = 

y2  a 


La  longueur  n  de  la  normale  jusqu'à  l'axe  Ox  est 


a 
lonc 


R  =  n. 


Le  rayon  de  courbure,  en  un  point  d'une  chaînette,  est  égal  à  la 
longueur  de  la  normale  du  point  de  la  courbe  jusqu'à  l'axe  Ox. 

Rayon  de  courbure  de  la  cycloïde.  —  En  calculant  l'arc  d<' 
cjcloïde  (n*^  66),  nous  avons  trouvé 

,     6/*  =  2  a  sin—  du. 
1 

D'autre  part,   la    tangente  à  la   cycloïde  au  point   M,   étant  la 
droite   MB   qui   fait   avec   la   verticale   IB,   c'est-à  dire   avec    une 


COURBURE   D  UNE    COURBE    PLANE. 


271 


direction  fixe,  l'angle  -j  l'angle  s  de   deux  tangentes  infiniment 
voisines  est 


1 


Le  rayon  de  courbure  est  donc 


_        ds  .    u 

K  =  —  =  4<^  sin  — 

£  1 


Or,   dans  le   triangle  BMI,   on  a  la  longueur  11  de  la  normale 


donc 


n  =  Ml  =  2a  sin  — 


R=  2MI  =  2/i. 


Le  rayon  de  courbure,   en  M,   est  égal  au   double  de  la  nor- 
male ML 


V.  —  ETUDE  D  UNE  COURBE  PLANE  DANS  LE  VOISINAGE 
D'UN  POINT. 

158.   Développement  de  l'ordonnée  en  série.  —  Soit  ()  un  point 
quelconque  de  la  courbe  :  prenons  ce  point  pour  origine,   pour 


Fig 

^84. 

3/ 

A 

/ 

\        Co 

^ 

/ 

.0 

P 

se 

axe  O^  la  tangente,  pour  axe  O  >"  la  normale  du  côté  de  la  conca- 
vité de  la  courbe  {fig.  84). 
Soit 

l'équation  de  la  courbe.  En  supposant  x  suffisamment  petit,  ow 
pourra,   si  l'origine    n'est   pas    un  point  singulier  de  la  courbe, 


272  CHAPITRE    X. 

développer  j/  en  série  par  la  formule  de  Mac-Laurin 

(1)  r=/(o)-7/'(o)--^/"(o)^.... 

Cette  série  sera  convergente  dans  un  intervalle  symétrique  par 
rapport  à  zéro  et  représentera,  par  suite,  un  arc  de  la  courbe 
compris  entre  deux  ordonnées  placées  symétriquement  par  rap- 
port à  Oy. 

Comme  la  courbe  passe  par  l'origine,  /(o)  =  0;  et,  comme  la 
courbe  est  tangente  à  Ox^  le  coefficient  angulaire  f'{x)  de  la 
tangente  est  nul  au  point  O  :  /  '(o)  =  o. 

Cherchons  le  rayon  de  courbure  à  l'origine.  On  a,  en  général^ 

I  _      y" 

Actuellement,  on  a 

y=f{^)^      y=f\x).      y"=f"(^)y 

A  l'origine,  x  =  o,  y  s'annule  et  y"  devient  égal  à/"(o).  On  a 
donc,  en  appelant  R^  le  rayon  de  courbure  à  l'origine, 

On  peut  alors  écrire  le  développement  (i)  de  j',  en  y  rempla- 
çant/(o)  et /'(o)  par  zéro,/"(o)  par  la  valeur  ci-dessus  : 

(2)  y  =  —n — h  a :p'  -T-  6 a;* -f- . . . , 

où  a,  b,  . . .  sont  des  coefficients  constants. 

Cette  formule  (2)  va  nous  permetlre  d'établir  divers  théorèmes. 

159.  Le  centre  de  courbure,  en  un  point  d'une  courbe  plane,  est 
la  limite  du  point  de  rencontra  de  la  normale  en  ce  point  et  de  la 
normale  infiniment  voisine.  —  Démontrons  le  théorème  pour  le 
point  O.  Le  centre  de  courl)ure  enO  est,  par  définition,  le  point  Cq 
obtenu  en  portant  sur  la  normale  Oj)',  dans  le  sens  de  la  concavité^ 
une  longueur  OCy  égale  à  Ro  (/i^-  84). 
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Soit  M  un  point  voisin  de  O.  La  normale,  en  ce  point,  a  pour 
équation 

Y-r  =  -^(X-^),  ■ 

et   le   point   A,    où    elle    coupe   la  normale  Oj'(  X  =  o),  a  pour 
ordonnée 

(A)  Y=r-r-^.' 

-y 

Remplaçons   la   dérivée   y'   par  sa  valeur  tirée   du  développe- 
ment (2);  il  vient 

Y  =  r  H , 

— — t-  3  a  cc'  -i- .  .  . 

ou,  en  simplifiant. 


1  -4-  3a  Hq.^'  -h. . . 


Quand  le  point  M  se  rapproche  indéfiniment  du  point  O,  les 
coordonnées  .x  et  y  tendent  vers  zéro,  et  l'on  a 

limY=R„. 
Le  point  A  tend  donc  bien  vers  le  centre  de  courbure  Cq. 

160.  Si  l'on  abaisse  d'un  point  ^I  de  la  courbe  la  perpendicu- 
laire MP  sur  la  tangente  en  O,  le  rayon  de  courbure  en  O  est 
donné  par  la  formule 

2MP 

quand  M  tend  vers  O.  —  En  efïet,   en  désignant  par  x  et  y  les 
coordonnées  de  M,  on,  a  {fig.  84) 

Le  développement  (2)  donne  immédiatement 
•?.  M  p      >.  r       I 


OP 

Aimm:i,l.  —  iJcnicnl.^  d'Analyse. 


,    lax 
X-         Ko 
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et,  si  l'on  fait  tendre  x  vers  zéro, 


,.      aMP         I 

lim =  — 


OP 
Donc,  en  prenant  les  inverses, 


T>        V      OP' 
Ro=  lim  ' 

>.MP 

Le  cercle  de  courbure  [ou  cercle  osculateur).  en  un  point  O 
cV une  courbe^  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  cercle  tangent 
en  O  à  la  courbe  et  passant  par  un  point  M  infiniment  voisin 
de  O.  ■ —  En  efï'et,  figurons  le  cercle  tangent  en  O  à  la  courbe, 
c'est-à-dire  k  Ox^  et  passant  par  un  point  M  de  la  courbe. 


Soit  R  le  rayon  de  ce  cercle.  L'ordonnée  MP  le  coupe  en  un 
deuxième  point  M'  et  l'on  a  évidemment  (fig-  85) 

PM'=2R  — PM. 
La  relation  élémentaire 

C)P^=  PM.PM' 
s'écrit  alors 

C)F'=  PM(2R— PM), 
d'où 

_  PM        ÔP^ 


iPM 


Quand  le  point  M  tend  vers  'O,   PM  tend   vers   zéro,  le   rap- 

2 

0P_ 

'2MP 


2 

OP 
port  —rrr^  tend  vers  Ry  et  Ton  a 


ce  qui  démontre  le  théorème. 
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161.  Le  cercle  de  courbure,  en  un  point  O  d'une  courbe,  est  la 
limite  d'un  cercle  passant  par  O  et  par  deux  points  de  la  courbe 
infiniment  voisins  de  O.  —  Soient  M  et  Mj  deux  points  de  la 
courbe  voisins  de  O.  Les  trois  points  OMM,  déterminent  un  cercle. 
Ce  cercle  tend  vers  le  cercle  de  courbure  en  O,  de  quelque 
manière  que  Von  fasse  tendre  les  points  M  et  M,  vers  O  le  long 
de  la  courbe  {fig.  86,  I). 

Fiff.  86. 


Pour  simplifier,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  Ton  fait  tendre 
les  deux  points  M  et  M,  successivement  vers  O.  Si  Ton  fait  d'abord 
tendre  Mt  vers  O  en  laissant  M  fixe,  le  cercle  0M4M  devient  un 
cercle  tangent  en  O  à  la  courbe  et  passant  par  M.  Si,  ensuite,  on 
fait  tendre  M  vers  O,  ce  cercle  devient  le  cercle  de  courbure  en  O, 
d'après  le  théorème  précédent. 

D'après  cela,  le  contact  du  cercle  osculateur  et  de  la  courbe  est 
en  général  d'ordre  2.  Il  peut  exceptionnellement  être  d'un  ordre 
plus  élevé  :  c'est  ce  qui  a  lieu,  pour  les  sommets  d'une  ellipse,  où 
le  contact  est  d'ordre  3. 

162.  Le  cercle  de  courbure,  en  un  point  d'une  courbe,  traverse 
en  général  la  courbe.  —  En  effet,  considérons  d'abord  un  cercle 
passant  par  le  point  O  et  par  deux  points  M  et  M,  pris  sur  la 
courbe  dans  le  voisinage  de  O  {fig-  86,  I).  Si  un  mobile  suit  la 
courbe  en  marchant  de  la  gauche  vers  la  droite,  il  est  d'abord  hors 
du  cercle  jusqu'au  point  M<  ;  sur  l'arc  M,  O,  il  est  dans  le  cercle; 
sur  l'arc  OM,  en  dehors,  et,  sur  l'arc  qui  suit  le  point  M,  il  est 
dans  le  cercle.  Nous  avons,  sur  la  figure  86,  pointillé  les  arcs 
iuL(''ji(Mirs  au  cercle  et  tracé  en  traits  pleins  les  arcs  extérieurs.  Si, 
maintenant,  les  points  M  et  M<  tendent  vers  O,  les  arcs  M<0 
et  OM  disparaissent,  le  cercle  devient  osculateur  en  (3  et  il  ne 
reste  que  les  deux  arcs  Bi  O  et  OB  qui  sont  :  l'un  extérieur,  l'autre 
intérieur  au  cercle  osculateur  {Jig.  86,  II).  Cette  propriété  tient  à 


à 


•À-;6  .  cnAPiTUK  \. 

(  e  que  le  contact  est  en  général  d'ordre  2  (ordre  pair)  {i\''  I  L^iV 
S'il  est  d'ordre  3  (sommets  d'une  ellipse)  le  cercle  osculaleur  et  la 
courbe  ne  se  traversent  pas. 


VI.  -  EXPRESSION  DU  RAYON  DE  COURBURE 
D'UNE  COURBE  PLANE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

163.   Angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur.  -     Soi  cul  /• 
*et  9  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M  {Ji^-  ^~  ^' 

l'équation  de  la  courbe.  Appelons  V  l'angle  de  la  tangculc  en  M 
avec  le  ]>rolongenient  MR  du  ravou  vecleur.  Soil  M  un  poiul 
inliniuu^nl  voisin  de  M,  ayant  pour  coordonnées  polaires  r-\-tfr 
el9-|-(/8;  décrivons,  de  O  comnu^  centre,  avec  OM  = /•  comme 
ravon,  un  arc  de  cercle  MP.  Quand  M'  tend  vers  ]\1,  l'angle  PM'M 
tend  vers  \".  Le  triangle  infinitésimal  MPM  csl  rectangle  en  P. 
On  a 

MP  ==  /•  ^0,        PM'  =  dr,        PM'M  =  V. 

Donc,  d'après  les  formules  élémentaires  sur  les   triangles   l'cc- 

tangles, 

m         .  ^'  1,  ^.       rdù        r 

r  ad  =  artans  Y,         «  ou         tanijN  =  —7—  =  —  > 

dr  r 

1  -    •  '11-  dr 

en  désignant  par  /•  la  ciiTivcc  -7- • 

Rayon    de   courbure,    —    Soit   t   l'angle    de   la    tangente    M  / 
avec  O.r  :  on  a,  d'après  le  triangle  Ox\M  {fis;'.  87), 

ou.  d'après  la  formule 

taniïV  —  —,y 
r 

(i)  a  =  arc  tang— -^  0, 

D'autre  part,  la  différentielle  de  l'arc  est  (n**  69) 
,  -2  I  •  ds  =  i/dr^-i-r^diiK 
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l*OLir  avoir  le  rayon  de  courbure,  il  suffit  d'appliquer  la  loiiiiule 

ÏÏ  ~~^' 
telle  qu'elle  résulte  de  la  définition  même  (n**  lo5). 

Fi  g    87. 


Nous  ferons  le  calcul,  en  prenant  9  comme  variable  indépen- 
dante et  désignant  par  /•'  la  dérivée  seconde  de  r  par  rapport  à  H. 
ISous  écrirons 

-+-  1  -  -^ 
""  R  "~  ^  * 

M 

Or,  d'après  (i), 


F  r'-  —  rr  r-  -f-  y  r"^  —  rr" 

-  1  = 


^2  ^'2 


r2  4-  r'2 


et,  d'après  (2), 


Donc 


li  =  /r'2-i-  r'^  =  f  r'2-+-  r'^y^. 


r2-i-  2/-' 2 —  rr" 


(/•2— r'2)2 


où  le  sii;ne  doit  être  clioi-i  (!(■  fficou  que  -r;  soit  positif. 

Pour  la  retenir  plus  facilement,  il  est  commod*^-  de  mettre  cette 
formule  sous  la  forme  suivante  : 


i*  ;) 


OÙ  (  -  \    désigne  la  dérivée  seconde  de  -,  par  rapport  à  h. 
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Points  d'inflexion.  —  Ce  sont  les  points  où  R  =  oc,  -  =  o  ;  ih 
sont  donc  donnés  par  l'équation 


ir  "■  —  r/'  =0 


(;)■="■ 


164.   Exemple.  —  Cardioîde  (n''  70).  —  L'équation  de  la  car- 
dioïde  est 

r  =  a{\  H-  cosO). 
On  a  donc 

/•'  =  — asin6,         r"  =  —  acosO. 

Après  des  réductions  évidentes,  on  a 

/•2-I-  2r'2—  rr" ■=  3«2(i  h-  cosO)  =  3ar,         r2  +  r'2=  2a2(i  -f-  cosÔ)  =  '?.ar 

Donc 


T            3ar 

3 

■^    (.«,)' 

2  v/'2  «/' 

H  =  |. 

/lar. 

Le  rayon  de  courbure  varie  proportionnellement  à  la  racine 
carrée  du  rayon  vecteur  r.  Il  est  nul.,  au  point  de  rebroussement. 

Le  rajon'de  courbure  étant  toujours  fini,  il  n^j  a  pas  de  points 
d'inflexion.. 

I60.   Spirale  logarithmique»  —  Cette  courbe  a  pour  équation 

où  a  est  une  longueur  donnée  et  m  un  nombre  constant,  que  nous 
supposons  positif.  Elle  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  88;  elle 
est  asymptote  au  pôle. 

Dans  cette  courbe, 

,.       r        I 
tane;  V  =  —  =  —  ; 

l'angle  V  est  donc  constant.  Comme 

a  =  V-f-0, 
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on  a 


I 
R 

d^ 
~  ds 

dO 
^    ds' 

R 

=  ^r 

■2-hr2. 

'•'  = 

ma  e' 

'«0  :z^  mr 

Mais 

donc 

R  =  r  v/7 

Le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  rayon  vecteur.  C'est 
ce  qu'on  peut  voir  géométriquement.  Le  centre  de  courbure,  en  M, 
est  la  limite  du  point  de  rencontre  G  de  la  normale  en  M  et  de  la 
normale  au  point  infiniment  voisin  M'.  Les  angles  CMC  et  OM'G 

Fiff.  88. 


{fig.  88)  sont  égaux,  car  l'angle  V  de  la  tangente  avec  le  rayon 
vecteur  est  constant.  Alors 

OMG=:  OM'G-=  -  —  V. 

•1 

Le  quadrilatère  rectiligne  OMM'G  est  inscriptible,   et   l'angle 

COM  est  le  supplément  de  CM'M.   Mais,  quand  M' tend  vers  M, 

la  corde  M' M  tend  vers  la  tangente,  l'angle  CM'M  devient  droit 

puisque  M'C  est  une  normale  ;  donc  COM  devient  droit. 

Pour  avoir  le  centre  de  courbure  en  M,  il  suffît  donc  de  prendre 
l'intersection  de  la  normale  en  M  avec  la  perpendiculaire  OC  àOM. 
Le  rayon  R.  =  MC  est  alors,  dans  le  triangle  COM, 

R  =    -r— rr    =  /Vt  -1-  '^^ 

sinV 
car 

tang  V  =  — • 


Cette  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion. 
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VII.  -  EXERCICES  SUR  LES  RAYONS  DE  COURBURE 
DES  COURBES  PLANES. 

166.  Courbe  dans  laquelle  R  =  co(a-).  —  Supposons  qu'on 
veuille  trouver  une  courbe,  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  R 
est  une  fonction  donnée  de  l'angle  c,  que  fait  la  tangente  avec  une 
direction  fixe  Ox. 

ds 

j  la  relatio 

R  =  cp(a) 
devient 

ds  =  ?(<^')  d'y. 


ds 
Comme  R  =  -j^,  la  relation  donnée 
di 


D'autre  part,  on  a,  en  appelant  x  et  y  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  (n"  143), 

dcc  =  ds  cosT,         dy  =  ds  sin  7. 

Remplaçant  ds  par  sa  valeur,  on  aura 

dx  =  o{!7)  cosa  d-,         dy  =  ç{<j)  sinty  d<7; 

d'où  l'on  tire  :r'et  y  en  intégrant 

x  —  cco=  I  o((j)  costj  d(j. 
y  —  yQ=    /    cp(a)  sina^^cr, 

Xo  et  î'o  désignant  des  constantes  d'intégration. 

On  a  ainsi  les  coordonnées  d\in  point  de  la  courbe  cherchée  en 
fonction  d'un  paramètre  a-. 

Quand  on  fait  varier  Xq  ety,>,  la  courbe  ne  change  pas  de  forme, 
elle  ne  fait  que  se  transporter  parallèlement  à  elle-même.  En  effet, 
en  portant  l'origine  au  point  x^  el  yo,  on  réduit  les  équatians  à  la 
même  forme  que  si  Xq  et  y©  étaient  nulles. 


/exemples.  —   1°  Soit  à   trouver  une   courbe  dont  le  rayon  de 


courbure  est  constant  et  égal  à  cr. 


ds 
«a 
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On  a  alors 

dx  =  a  coso-  â(a,         dy  =  a  sina  c?a. 

En  intégrant, 

x  —  XQ=asïn(j,         y  —  ^o  =  —  «cosa. 

Eliminant  a-,  on  a  l'équation  de  la  courbe 

(^  — ^o)--+-(y  — ro)'=  «-; 

c'est  un  cercle  de  rayon  a. 

2"  Soit  à  trouver  une  courbe  telle  que 

Vy  -~  \a  sina, 

a  désignant  une  constante.  On  a  alors 

ds  =  4«  sina  d-;, 
<i.r  =  4<^  cosa  sin  or  «ia,  6/r  —  4«  sin^a  t/cr, 

ou  encore 

dx  =  'la  sin  2a  di,         dy  ■=  'laii  —  cos  2  a)  di. 

Intégrant,  on  peut  écrire 

X  —  X()=^  a{i  —  cos  2a),  '  ■    y  —  yQ^^aiii  —  sin  2a). 

En  portant  l'origine  au  point  x^^  y^  et  remplaçant  2(7  par  u^  on 
retrouve  les  équations  d'une  cjcloïde  (n'*  12),  sauf  le  changement 
de  ic  enjK  et  de^  en  ^. 

La  courbe  est  donc  une  cjcloïde  dont  la  base  est  parallèle  à  Oy. 

167.  Trouver  une  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  est 
une  fonction  donnée  de  l'arc  s.  —  Si  Ton  donne 

ds 
on  en  déduit,  en  remplaçant  R  ])ar  sa  valeur  -r-  : 
^      '  '  c/a 

ds         .      ^  ,  ds 

—    =-^5),        d^=  -—-  ' 
dn  T  V    /7  '\'{s) 

et,  en  intégrant, 

ds 


'=/; 


(^) 
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Celte  équation  donne  s  en  fonction  de  t;  on  a,  par  suite,  R  en 
fonction  de  a-,  et  Ton  est  ramené  au  problème  précédent. 

La  quadrature  (i)  donne  o-  à  une  constante  arbitraire  près;  la 
valeur  de  cette  constante  change  non  la  forme,  mais  seulement  la 
position  de  la  courbe.  En  effet,  en  faisant  tourner  les  axes  de  coor- 
données, on  ne  change  pas  s^  mais  on  change  a-  en  a- -j- const., 
puisque  a-  est  l'angle  de  la  tangente  avec  O^. 


CHAPITRE  Xf 


COURBES  GAUCHES.  —  TANGENTE.  —  PLAN  OSGULATEUR. 
COURBURE  ET  TORSION. 


TANGENTE. 


168.  Équations  définissant  la  courbe.  —  Pour  définir  une 
courbe  gauche  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  O^,  Oy,  Oc, 
on  peut  donner  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  M  de 
la  courbe  en  fonction  d'un  paramètre  u  : 

/',  C3,  '\i  étant  des  fonctions  continues. 

169.  Tangente.  —  Soient  M  un  point  de  la  courbe  dont  les 
coordonnées  :r,  r,  z  correspondent  à  la  valeur  u  du  paramètre; 
Ml  un  point  voisin,  dont  les  coordonnées  :r,,  yi,  z^  correspondent 
à  la  valeur  a  -h  Ji  du  paramètre  : 

Les  équations  de  la  sécante  MM,  sont,  en  désignant  par  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  courantes, 

(MMi)  —  -^  — 


.ri —  a?       yi—y       zi—z 


On  peut  écrire  ces  équations,  en  divisant  tous  les  dénominateurs 
par  raccroissement  h  de  u  : 


(MMO  X-x   _    Y-y 


.ri  — y 


h  h  h 

Quand  h  tend  vers  zéro,  le  point  M,  se  rapproche  indéliniment 


2«4 
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de  M,  la  sécante  MM,  devient  la  tangente  M^  en  M.  Le  rapport 

— ; —  OU   '—^ 7- tend  vers  la  dérivée  -r-  ou  /  (m),   de 

Ji  II  du         ''    ^    '^ 

même'      ,        et  "'  ,       tendent  vers  -f-  et  -7^  ou  C2'(w)  et  ^'(w);  les 
h  h  du        du         *    ^     /        T  \     . 

équations  de  la  tangente  sont  donc 

\—x        Y— r        Z—z 


dx 
du 

dy 
du 

dz 
du 

ou 

X  —  x 
dx 

= 

dy 

= 

z  —  z 

dz 

ou  encore 

X  —  x 



Y-.r 



z  —  z 

f'{u)         o'{u)         ^'{u) 

170.  Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  —  Prenons  {fig-  89) 
sur  la  courbe  une  origine  des  arcs  O'  et  un  sens  positif  des  arcs. 
Appelons  s  l'arc  O'M  regardé  comme  positif  ou  comme  négatif, 
suivant  que  O'M  est  dirigé  dans  le  sens  positif  ou  en  sens  contraire. 


Menons  une  demi-droite  M^  tangente  à  la  courbe  dans  le  sens  dans 
lequel  se  déplace  le  point  M  quand  s  augmente.  Nous  allons  cal- 
culer les  cosinus  directeurs  de  cette  demi-droite  M^  Soit  M,  un 
point  de  la  courbe  correspondant  à  l'arc  O'M,  =  5  -}-  Aa",  l'accrois- 
sement A5  étant  positif.  Le  segment  MM,  compté  positivement 
dans  le  sens  MM,  a  pour  projections  sur  les  trois  axes  : 

^1  —  ^,      yi  —  y^       -1  —  ^, 

en  employant  les  mêmes  notations  que  dans  le  numéro  précédent. 
On  a  donc,  en  désignant  par  a,  J^,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait 
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le  segment  MM(  avec  les  trois  axes, 

On  en  tire,  pour  a,  [3,  y,  des  expressions  qu'on  peut  écrire 

Xi  —  X     ùkS  „         jKi  —  y      ^s  -Si  —  5      As' 


a 


A5       MMi  ^  as       M  Ml  '  A6-       M  Ml 


Quand  \s  tend  vers  zéro,  M,  tend  vers  M,  la  direction  du  seg- 

As 
ment  MM,  tend  vers  la  demi-droite  M  t,  le  rapport  -T^^r^  d'un  arc 

^  '-  IVl Ml 

à  sa  corde  tend  vers  i,  et  les  rapports 

X[  —  X      y\  — y      ^\  —  ^ 


A*  As  As 

tendent  vers  les  dérivées 

dx        dy        dz 


Les  cosinus  directeurs  a,  j3,  y  de  la  tangente  M^  sont  donc 
donnés  par  les  équations 

dx  o        dy  dz 

Ces  équations  sont  aisées  à  r-etenir  :  elles  expriment  qu'un  élé- 
ment infînim'ent  petit  d'arc  ds^  dirigé  suivant  la  tangente  M^,  a 
pour  projections,  sur  les  axes,  dx^  dy^  dz. 

171 .  Tangente  à  une  courbe  gauche  définie  par  deux  équations 
non  résolues.  —  Soient 

'    (i)  '  F{x,y,  z)  =  o,         G(x,r,  z)  =  o 

les  équations  d'une  courbe  gauche.  Chacune  de  ces  équations, 
envisagée  isolément,  définit  une  surface,  et  la  courbe  est  l'inter- 
section de  ces  surfaces.  On  peut  toujours  imaginer  que  l'on  ait 
exprimé  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  d'un 
paramètre  u  : 
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Si  l'on  substituait  ces  expressions  dans  les  fonctions  F  et  G,  le 
résultat  serait  identiquement  nul,  quel  que  soit  «,  car  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  courbe  vérifient,  par  bypo- 
thèse,  les  deux  équations  (i).  On  a  donc,  en  difîérentiant  ces  deux 
relations  par  rapport  à  «, 

(  F'^  dx  -h  F;  dy  -+-  Fi  c?5  =  o, 
^^-  I  G'^dx-^G'ydy-^0'.dz  =  o. 

Ces  deux  équations  déterminent  les  rapports  de  deux  des  quan- 
tités dx^  dy,  dz  à  la  troisième  : 

dx  dy  dz 

(  ^  ) 


f;.  Gi  -  Fi  g;.  ~  ¥L(y^-  f;,  gi     f;,  g;.  -  f;.  g;. 

Les  équations  de  la  tangente  sont  alors 

X  —  r        Y  —  r  __  Z  —  ^ 

dx  dy  dz 

où  il  reste  à  remplacer  dx,  dy^  dz  par  les  valeurs  proportionnelles 
que  nous  venons  de  trouver. 

Points  singuliers.  —  La  tangente  est  ainsi  déterminée  en 
chaque  point  de  la  courbe  définie  par  les  équations  (i). 

Il  y  aurait  exception,  si  les  coordonnées  du  point  de  contact 

vérifiaient  les  relations 

F\  _  F;.  ^  Fi 

(^-G',  -G'/ 

car,  dans  ce  cas,  les  équations  (2)  se  réduiraient  à  une  seule  et  les 
dénominateurs  des  relations  (3)  seraient  tous  nuls.  Les  deux  sur- 
faces (i  )  qui,  par  leur  intersection,  donnent  la  courbe  seraient  alors 
tangentes  au  point  considéré. 

Un  point  de  ce  genre  s'appelle  un  point  singulier  de  la  courbe 
gauche.  C'est,  en  général,  un  point  où  se  croisent  plusieurs 
branches  de  la  courbe. 

Nous  reviendrons  sur  cette  question  dans  la  théorie  de  l'indi- 
catrice. 

172.  Différentielle  de  la  longueur  d'un  segment  de  droite.  — 
Soit  un  seument  de  droite  xVB  dont  les  extrémités  A  et  B  ont  res- 
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peclivement  pour  coordonnées  r,  j",  z  et  :î7,,  j',,  Zi.  Supposons 
que  ces  coordonnées  soient  fonctions  d'un  paramètre  m,  de  telle 
façon  que  les  extrémités  A  et  B  décrivent  chacune  une  courbe, 


quand  u  varie.  Lorsqu'on  fait  varier  infiniment  peu  u.  les  points 
A  et  B  subissent  des  déplacements  infiniment  petits  AA'  et  BB' 
ayant  pour  projections  dx,  dy^  dz  et  dx^ ,  dy\ ,  <i^, .  La  longueur  l 
du  segment 

a  pour  différentielle 

„  _  (a?  —  Xx)  {dx  —  dx\^  H-  {y  —  y{)  {dy —  dy^)  H-  (^  —  ^i)  {dz  —  dzx) 

-   Nous  écrirons  cette  expression 

„_        (.-Ti  —  x)  dx  -^  (y^  —  y)dy  -^  {zi  —  z)  dz 

{x  —  x^  )  dxi  -r-  (y  —  jKi  )  dyi  -+-  (z  —  ^i )  dzi 

Le  segment  AA',  de  projections  dx^  dy^  dz^  fait  avec  les  axes 

j  1  .  •  dx     dy     dz       ,  ,     ,. 

des  angles  ayant  pour  cosinus  -^,  —•,  —,  c  est-a-dire 

ChS         G/S        Cl  S 

dx  dy         dz 

XÂ7'    JX'    AÂ^* 

Le  segment  AB,  pris  dans  le  sens  AB,  fait  avec  les  axes  des 
angles  ayant  pour  cosinus 

a^\—  X        7i~r       zi—z 
___,      ___,     .___. 

On  a  donc,  en  prenant  le  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux  direc- 
tions, 

<^r^       (^1  —  x)  dx  -{- (yi—  y)  dy  ^(zi  —  z )  dz 

cos  A  AB  = ^-^ -^  '    ■^ — '- . 

AA'./ 
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On  trouve,  de  même, 

Xi)  dxx-\-  (y. 

HH'.l 

La  formule  donnant  cil  peut  alors  s'écrire  * 

dl  =  —  A  A' .  cos  A'  AH  —  BIV  .cos  B'  BA. 

Applications  de  cette  formule.  —  i*^  Supposons,  par  exemple, 
que  la  droite  AB  se  déplace  de  telle'  façon  qu'elle  reste  constam- 
ment normale  aux  courbes  décrites  par  les  points  A  et  B.  On  a, 

alors,  cosA'AB  =  o,  cosB'BA  =  o, 

dl  =  o,  /  =  const. 

La  droite  a  donc  une  longueur  constante. 

2°  Réciproquement,  imaginons  un  segment  AB  de  longueur 
constante  /  qui  se  déplace  en  restant  iiormal  à  la  courbe,  lieu  du 
point  A.  Le  point  B  décrit  alors  une  courbe  à  laquelle  la  droite  AB 
est  aussi  normale. 

En  effet,  dans  la  formule  générale  on  a,  actuellement,  dl=zOy 


cos 


A'  AB  z=z  o.  Elle  donne  donc 


cos  B'  BA 


ce  qui  démontre  que  AB  est  normale  au  lieu  du  point  B. 


II.  —  PLAN  OSCULATEUR. 

173.  Plan  osculateur. —  On  démontre,  pour  les  courbes  gauches, 
comme  pour  les  courbes  planes,  que,  de  toutes  les  droites  passant 
par  un  point  M  de  la  courbe,  la  tangente  est  celle  qui  se  rapproche 
le  plus  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M.  On  est  natu- 
rellement conduit  à  chercher,  de  même,  quel  est,  parmi  tous  les 
plans  passant  par  un  point  M  d'une  courbe  gauche,  celui  qui  se 
rapproche  le  plus  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M.  On 
est  ainsi  amené  à  la  notion  chi  ])lan  osculateur  que  nous  définirons 
comme  il  suit  : 
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Définition.  —  Soient  M  un  point  de  la  courbe,  M,  un  point 
voisin,  M^  et  M)  ^<  les  tangentes  en  ces  deux  points.  Le  plan 
oscillateur  en  M  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  plan  passant 
par  Mt  et  parallèle  à  M.^  t^  quand  M,  tend  vers  M. 

Fiiï.  qi. 


Si  par  M  on  mène  une  parallèle  Mi'  à  M,  t^ ,  on  peut  dire  que  le 
plan  osculateur  est  la  limite  du  plan  iM/^ 

On  peut  voir  géométriquement  que  le  plan  ainsi  défini  existe. 
En  effet,  par  un  point  fixe  G,  menons  des  parallèles  OA  aux  diffé- 
rentes tangentes  Mi  de  la  courbe  :  ces  parallèles  forment  un  cône 
qu'on  appelle  le  cône  directeur  des  tangentes.  Soit  OA,  la  géné- 
ratrice de  ce  cône  parallèle  à  M,/,,  le  plan  t^it'  mené  par  Mi 
parallèlement  à  M,  i,  est  parallèle  au  plan  AOx\.,  et,  c{uand  M, 
tend  vers  M,  OA,  tend  vers  OA  et  le  plan  AOA,  tend  vers  le 
plan  tangent  au  cône  directeur  des  tangentes  le  long  de  OA.  Le 
plan  iMi'  tend  donc  vers  une  position  limite  parallèle  au  plan  tan- 
gent au  cône  directeur  des  tangentes  le  long  de  la  génératrice  OA 
parallèle  à  Mi;  cette  position  limite  est  le  plan  osculateur  en  M. 

Equation  du  plan  osculateur.  —  Formons  d'abord  l'équation 
du  plan  iMi'.  Soient 

les  coordonnées  du  point  M  ; 

a;i=f{u-+-h),         j'i  =  o(m -t- A),         Zi=  ^(u-h-  h) 

celles  du  point  M,.  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M 
sont  proportionnels  à 

/'(m),     o'(u),     'h'(n); 

ceux  de  la  tangente  en  M,  sont  proportionnels  à  \ 

f'{ii-\-h)^     cp'(a-hA),     ^'{u-{-h). 

APi'ELL.  —  Êlcincnts  d'Analyse.  —  st.  19 
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Le  plan  ^M^',  passant  par  M,  a  une  équation  de  la  forme 

A(X  -  a:) -4- B(  Y  —  J-) -i- C(Z  -  ^)  =  o. 

Ce  plan  devant  contenir  M^  et  la  parallèle  M^'  à  M(^,,  on  a. 
pour  déterminer  A,  B,  C,  les  deux  conditions 


(0 


Si  Ton  développe /'(a  4- A),  z^'{u-{-h),  ^'(u-\-h)  par  la  for- 
mule de  Tajlor,  la  deuxième  relation  s'écrit 

(2)     A/'(w)  +  B9'(iO  +  G<]>'(w)-}-/i[A/"(a)  +  Bcp"(?i)  +  G6"(w)] 

D'après  la  première  des  conditions  (i),  le  premier  terme  de  cette 
relation  (2)  est  nul,  et  l'on  peut  l'écrire,  en  divisant  par  A, 

Af"(u)-+-Bf(u}-+-CY{u)-i--[Xf"{ii)-^...]  =  0.  . 

Si,   maintenant,   on  fait   tendre  h  vers  zéro,  le  plan  ^M^'  tend 
.vers  le  plan  osculateur  et  les  deux  relations  déterminant  A,  B,  C 

deviennent 

Af'(u)-{-Bo'(u)  -4-Gf  (?f)=o, 

Af"(u)-hBo"{u)-+-CY(t^)  =  o. 
On  en  tire 


o'Y  —  ^'  o"         ^'f  —  /'  ^'        /'  0"  —  cp'/" 
L'équation  du  plan  osculateur  en  M  est  donc 

(cp''y-^'cp")(x.-.r)-i-(4>X'-/-y)(Y-r) 

+  (/'?"- 97")(^- -s)  =  0. 

Gomme  on  a,  u  étant  la  variable  indépendante, 

dx=^f'{u)du,  dy  =.  o  {u)  du ,  dz  =  '^'{u)du, 

d'^'X  =  f"du-,  d-y=o"da^,  d-z=^"du-^ 

on  peut  aussi  écrire  cette  équation 

{df  é/2  ;;  _  dz  d'-y)  {X  —  x)  -^  {dz  d'-x  —  dx  d'^z)  (  Y  —y) 

-\-{dx  d'-y  —  dy  d^'x){Z  — z)=z'o. 
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174.  Théorème  I.  —  Le  plan  osculateur  en  un  point  M  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  un  plan  passant  par  la  tangente  Wt 
en  ce  point  et  par  un  point  M,  infiniment  voisin  de  M.  —  En 
effet,  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  M  a  pour  équation 

A(X  — :r)+B(Y— ^)-+-G(Z  — ^)  =0. 

Ce  plan  contenant  la  tangente  M?,  on  a 

(3)  kf'{u)  +  B^'{u)-\-C^'{u)  =  o. 

Exprimons  que  ce  plan  contient  le  point  M,  de  coordonnées  ^i, 
y,,  ;3,  ;  il  vient 

A(a7i  — ;r)  +  B(jKi— j)-f-G(2i  — ^)  =  o, 

ou  encore,  comme  x^=^f{u)^  Xi=f{u-\-h)^  ..., 

A[f(ii-\-h)-f{ii)]-^B[o{ii-^h)-^{u)] 

Développons  f(u  +  A),  cp(M  +  A),  'l(u-+~  h)  par  la  formule  de 
Tajlor,  nous  pourrons  écrire  la  dernière  condition 

h[Af(ii)-\-Bo'(u)-i-C^'{u)]-\~  —  [A/"(?0  Bcp"(w)H-G4;"(w)] 

+  7^[V'"(^0^..-]  =  o. 

Le  premier  terme  de  cette  relation  est  nul  en  vertu  de  (3); 
supprimant  alors  le  facteur  — ,  on  peut  écrire 

Quand  h  tend  vers  zéro,  cette  relation  donne  l'équation 

(4)  A/"(w)-+-Bcp"(^)  +  Gf'(^0  =  o 

qui,  jointe  à  (3),  détermine  des  quantités  proportionnelles  à  A, 
B,  C. 

On  retrouve  ainsi  les  conditions  qui  définissent  le  plan  oscula- 
teur, et  le  théorème  est  démontré. 

17o.  Théorème  II.  —  Le  plan  osculateur  en  un pointMd'  une 
courbe  est  la  limite  cV  un  plan  passant  parM.  et  par  deux  points 
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infiniment  voisins  M,  et  Mo.  —  Soient 

les  coordonnées  du  point  M<  ; 

celles  du  point  M^.  L'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  M 
de  coordonnées  x^y^  c, 

^=fiu),  Y  =  0(11),  z  =  ^(ll), 

est 

A(X  — ar)  +  B(Y— jk)-+-  C{Z  —  z)  =  o. 

En  exprimant  que  ce  plan  passe  par  les  deux  points  M,  et  Mo, 
on  a,  pour  déterminer  A,  B,  C,  deux  conditions  qu'on  peut 
écrire 

■     A[/(^^  +  A■)-/(a)]  +  B[cp(^^  +  /0-9(w)] 

-H  €[<]>(«  +  /:)  — -K^Ol  =  o- 

En  développant  par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  puissances 
de  h  et  A",  on  peut  diviser  la  première  condition  par  A,  la  deuxième 
par  A,  et  Ton  a 

(5)     A/'(w)  +  Bcp'(ïO  +  G^'(i*)-+-  -[A/"(w)-f-Bo"(w)-+-GJ;"(w)] 

^''     [Â/"(.0+--.]+...=  o, 


1 .  2 . 3 


Xf{u)^]i^'(u)-^C^'{u)-{--[kf"(u)-hBo''{ii)-}-Cyiu)] 

^"     [A/'"(,0  +  ...1+...-o, 


1.2.3 


En  retranchant  ces  deux  développements  membre  à  membre,  on 
obtient  une  équation  de  condition  dont  tous  les  termes  sont  divi- 
sibles par  h  —  k  et  qui  s'écrit 

(6)     A/"(iO  +  B'/(w)-+-C4^"(«)-f-  ^-±i'[A/"(w)-H...]-f-...=  o, 

les  termes  non  écrits  contenant  tous  h  ou  k  en  facteur.  Si,  main- 
tenant, on  fait  tendre  h  et  k  vers  zéro,  les  relations  (5)  et  (6) 
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deviennent 

A^' (u)  -h  Bo'  (u)  -i-  C'Y  (u)  =  0, 

A/"(M)H-Bcp"(w)+ G'y(M)  =  0. 

Ce  sont  les  relations  qui  déterminent  les  coefficients  A,  B,  G  de 
l'équation  du  plan  osculateur.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Ordre  de  contact  du  plan  osculateur  avec  la  courbe.  —  On 
peut  dire,  d'après  le  théorème  précédent,  que  le  plan  osculateur 
en  M  coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus  en  M.  En  appli- 
quant la  même  locution  que  pour  le  contact  de  deux  courbes  planes 
(n"  145),  on  peut  dire  que  le  plan  osculateur  a,  avec  la  courbe, 
en  M,  un  contact  du  deuxième  ordre. 


176.  Le  plan  osculateur  en  un  point  d'une  courbe  gauche  tra- 
verse, en  général,  la  courbe.  —  En  effet,  considérons  d'abord  le 
plan  P  déterminé  par  un  point  M  d'une  courbe  gauche  et  deux 
points  voisins  M,  et  M2.  Voyons  quelle  est  la  disposition  de  la 
courbe  par  rapport  au  plan  P.  Nous  figurerons  en  pointillé  les 
arcs  de  courbe  situés  au-dessous  du  plan  P  et  en  traits  pleins  les 
arcs  situés  au-dessus.  Supposons  qu'un  mobile  parcourant  la 
courbe  rencontre  les  points  M, ,  M,  JNL  dans  l'of^dre  M,  MMo.  Alors, 
avant  d'arriver  au  point  M,,  il  décrit  d'abord  un  arc  1  situé  au- 
dessous  du  plan  {fig.  92,  I)  ;  il  traverse  le  plan  en  M,  et  parcourt 

iMg.  92. 


un  arc  2,  de  M,  en  M,  situé  au-dessus;  puis  un  arc  3,  de  M  en  Mo, 
situé  au-dessous;  enfin  il  décrit  un  arc  4  partant  de  Mo  et  situé 
au-dessus  du  plan.  Si,  maintenant,  les  deux  points  M,  et  Mo 
tendent  vers  M,  en  suivant  la  courbe,  le  plan  P  tend  vers  le  plan 
osculateur  en  M,  les  arcs  2  et  3  deviennent  nuls,  et  la  courbe  a, 
par  rapport  au  plan  osculateur  en  M,  la  disposition  de  la  figure 
(92,  II).  L'arc  1  est  au-dessous. du  plan,  l'arc  4  au-dessus;  le  plan 
osculateur  traverse  donc  la  courbe  au  point  M. 
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Cas  d^ exception.  —  Il  pcul  se  faire  exceptionnellement  que  It^ 
plan  osculateiir  en  un  point  M  coupe  la  courjje  en  quatre  points 
confondus;  on  dit  alors  qu'il  est  stationnaire.  Dans  ce  cas,  il  ne 
traverse  pas  la  courbe. 

177.  Perspective  d'une  courbe  gaucbe.  —  Soient  O  un  point  fixc^ 
R  un  plan  fixe  appelé  plan  du  tableau  :  la  perspective  d'une 
courbe  gauche  C  se  définit  comme  il  suit  {^fig.  ()3). 


On  joint  le  point  O  à  un  point  M  de  la  courbe  gauche  et  l'on 
prend  la  trace  m  de  OM  sur  le  plan  R.  Le  lieu  des  points  m  esl 
une  courbe  plane  c  appelée  perspectwe  ou  projection  centrale 
de  G. 

Quand  le  point  O  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction 
déterminée,  la  perspective  devient  la  projection  de  G  sur  le  plan  R 
faite  parallèlement  à  cette  direction. 

On  démontre  facilement  que  la  tangente  à  la  courbe  perspec- 
tive c  au  point  m  est  la  perspective  de  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  G. 

Nous  allons  démontrer  que  si,  sur  la  courbe  G,  il  existe  un 
point  ï  tel  que  le  plan  osculateur  P,  en  ce  point,  passe  par  le  point 
de  vue  O,  la  perspective  i  de  I  est  un  point  d'inflexion  de  la 
courbe  perspective  c. 

En  effet,  soient  ah  la  trace  du  plan  osculateur  P  en  I  sur  le  plan 
de  projection  R;  01/  la  projetante  thi  point  I  qui  est  tout  entière 
dans  le  plan  P;  le  point  i  est  sur  ah.  Soit  AB  la  tangente  en  1  à  la 
courbe  gauche;  cette  droite  étant  située  dans  le  plan  osculateur  P 
en  I  a  pour  perspective  ah  {fig-  94)- 

Donc  la  courbe  perspective  c  est  tangente  en  i  iicih.  Nous  allons 
voir  que,  au  point  /,  la  tangente  ah  ti-averse  la  courbe  c.  Va\  effet, 


COURBES  GAUCHES.  —  TANGENTE. 

a   C 


PLAN    OSCULATEUR. 


•29  5 


dans  l'espace,  la  courbe  G  traverse  le  plan  oscillateur  P;  l'arc  Ml 
tracé  en  trait  plein  est  en  avant  de  P  et  l'arc  IM'  tracé  en  pointillé 
est  en  arrière  du  plan  P.  Donc,  sur  la  perspective,  l'arc  mi  est  en 


avant  de  ab  et  im  en  arrière  de  ab.  La  tangente  ab  traversant  la 
courJje  plane  c  en  i,  le  point  i  est  un  point  iVinflexion  (n^  144). 

Cas  d^ exception.  —  i"  NouS  avons  supposé  que  la  tangente  AB 
en  I  ne  va  pas  passer  par  le  point  de  vue  O.  Si  cette  circonstance 
se  présentait  {fig.  l)^),  la  perspective  de  A.B  serait  un  point/*  et 
la  courbe  c  présenterait,  en  /,  un  rebroussement. 

Fig.  95. 


2''  11  peut  encore  arriver  que  la  tangente  AB  en  1  ne  passe  pas 
par  O,  mais  que  le  plan  osculateur  P  en  1  soit  stationnaire,  c'est- 
à-dire  coupe  la  courbe  en  quatre  points  communs  confondus.  Alors 
il  ne  traverse  pas  la  courbe  et,  en  perspective,  la  tangente  ab  ne 
traverse  pas  la  projection  c. 


178.  Normales  à  une  courbe  gauche.  Plan  normal.  —  Une 
droite  MN  est  normale  à  une  courbe  gauche,  en  un  point  M,  quand 
elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  M^  en  ce  point.  On  peut 
donc  en  un  point  M  mener  uiui  infinité  de  normales  à  une  courbe  : 
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toutes  ces  normales  sont  situées  dans  un  plan  passant  par  M 
et  perpendiculaire  à  la  tangente;  ce  plan  est  le  plan  normal  à  la 
courbe  {fi g-  96). 


Fig.  96. 

IN"  / 1 


Normale  principale.  Binormale.  —  Parmi  les  normales  à  une 
courbe  gauche  en  un  point  JM,  on  en  distingue  deux  qui  sont  par- 
ticulièrement importantes. 

On  appelle  normale  principale  la  normale  MN'  à  la  courbe 
située  dans  le  plan  osculateur;  la  normale  principale  est  donc 
rintersection  du  plan  osculateur  et  du  plan  normal. 

On  appelle  binormale  la  normale  MN"  perpendiculaire  au  plan 
osculateur. 

En  un  point  M  d'une  courbe,  la  tangente  M^,  la  normale  prin- 
cipale MN'  et  la  binormale  MN  "  forment  un  trièdre  trirectangle. 

Quand  la  courbe  est  plane.,  le  plan  osculateur  se  confond  avec 
le  plan  de  la  courbe  ;  la  normale  principale  est  la  normale  située 
dans  le  plan  de  la  courbe,  et  la  binormale  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  courbe.  Dans  une  courbe  plane,  la  binormale  a  donc 
une  direction  constante. 

m.  -  EXEMPLES. 

179.  Hélice  circulaire.  —  Soit  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
de  révolution  de  rayon  a.  Prenons  comme  axe  des  z  l'axe  du 
cylindre,  comme  axe  des  x  la  perpendiculaire  AO  abaissée  d'un 
point  A  de  l'hélice  sur  l'axe  du  cylindre,  comme  axe  des  r  une 
perpendiculaire  au  plan  ^O^.  Soient  M  un  point  de  l'hélice,  P  sa 
])rojection  sur  le  plan  des'^ry.  Gomme  le  point  P  se  trouve  évi- 
demment sur  le  cercle  de  base  du  cylindre  dans  le  plan  xOy^ 
on  a  OP  =  a. 

Appelons  u  l'angle  AOP;  on  a 

arc  AP  =  au. 
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D'après  la  définition  de  l'hélice,  Fordonnée  z  =  MP  du  point 
est  proportionnelle  à  l'arc  AP,  c'est-à-dire  à  u.  On  a  donc,  pour 
les  coordonnées  du  point  M, 

(i)  x  =  acosu,         y=asinii,         z  =  ka. 


y  =  a  smii, 


k  désignant  une  constante, 


Pas  de  l'hélice.  —  Le  pas  d'une  hélice  est  la  longueur  de  la 
génératrice  du  cylindre  comprise  entre  deux  spires  consécutives. 

On  peut  dire  aussi  que  c'est  la  longueur  dont  croît  z  quand  le 
point  P  fait  un  tour  sur  le  cercle  de  base,  c'est-à-dire  quand  u 
croît  de  it..  Si  l'on  désigne  le  pas  par  A,  on  a  donc,  d'après  l'ex- 
pression (i)  de  s, 


271 


Sens  cV enroulement  d^ une  hélice.  —  Imaginons  un  observa- 
teur placé  dans  l'intérieur  du  cylindre  suivant  l'axe  du  cylindre, 


I^^'g-  97- 


Fig.  98. 


ayant,  par  exemple,  les  pieds  en  O  et  la  tète  en  z.  Supposons 
qu'un  mobile  parcoure  l'hélice  dans  un  sens  tel  que  l'observateur 
voie  ce  mobile  aller  de  ses  pieds  vers  sa  tète;  alors,  pour  l'hélice 
représentée  dans  la  figure  97,  l'observateur  voit  ce  mobile  tourner 
autour  de  lui  de  sa  gauche  vers  sa  droite.  Ce  fait  est  indépendant 
du  sens  dans  lequel  l'observateur  se  place  le  long  de  l'axe.  Car 
si  l'on  imagine  un  deuxième  observateur  ayant  les  pieds  en  O, 
mais  la  tète  en  z'  ',  si  un  mobile  suit  l'hélice  dans  un  sens  tel  que 
cet  observateur  le  voie  aller  de  ses  pieds  vers  sa  tête,  il  le  voit 
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encore  tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite.  Cela  tient  d'ailleurs 
à  ce  que  la  partie  de  l'hélice  située  au-dessous  du  plan  xy  et  la 
partie  située  au-dessus  sont  égales  comme  symétriques  Tune  de 
l'autre  par  rapport  à  l'axe  Ox.  D'après  cette  propriété,  on  dit  que 
l'hélice  de  la  figure  97  est  enroulée  de  gauche  à  droite  (dex- 
trorsum). 

Au  contraire,  l'hélice  de  la  figure  98  est  enroulée  de  droite  à 
gauche  (sinistrorsum).  C'est  là  le  sens  ordinaire  des  vis.  Elle  est 
représentée  par  les  mêmes  équations  (i)  à  condition  qu'on  prenne 
comme  sens  positif  de  Or  la  perpendiculaire  dirigée  en  arrière 
du  plan  ^O:;. 

Ainsi  pour  passer  d'une  hélice  à  Faiitre,  il  suffit  de  changer  le 
sens  de  Oy  en  conservant  les  mêmes  formules. 

180.  Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  Longueur  de  l'arc  d'hé- 
lice. —  Prenons  comme  origine  des  arcs  s  le  point  correspondant 
à  a  =^  o  et,  comme  sens  positif  des  arcs,  le  sens  dans  lequel  se 
déplace  le  point  M  quand  u  croît.  On  a 


ds  =  \/dx^~  -H  dy^  -h  dz'^  =  y/a2  -f-  7,-2  du  : 

nous  choisissons  le  signe  +  devant  la  racine  carrée,   puisque  s 
croît  avec  u. 

On  a  immédiatement,,  en  intégrant, 


s  =  y/a-  -+-  k-  II, 

sans  ajouter  de  constante,  car  s  s'annule  avec  u.  Cette  formule 
est  évidente  géométriquement;  en  efiet,  si  l'on  développe  le 
cylindre,  le  triangle  curviligne  AMP  devient  un  triangle  rectangle 
ayant  pour  hypoténuse  l'arc  AM  =  5  et  pour  côtés  de  l'angle  droit 
l'arc  AP  =  au  et  l'ordonnée  PM  =  Au.  Donc 


Menons  la  tangente  M^  dans  le  sens  des  arcs  positifs,  c'est- 
dire  de 
axes  sont 


à-dire  de  u  croissant;  les  cosinus  a,  [i,  y  des  angles  deM^avecles 


dx  o  __  dy  _  dz 
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OU,  d'aprùs  les  \alearb  ci-dessus  de  dx,  dy^  dz^  ds^ 

a  s'xnu  r,  ^  cos  u  k 


v/rt^H-/---  sja'-^k-  v/a--i-A-    ' 

Le  cosinus  appelé  y  étant  constant,  la  tangente  à  l'hélice  fait  un 
angle  constant  avec  les  génératrices,  propriété  rendue  évidente 
par  le  développement  du  cylindre. 

181.  Plan  osculateur.  —  Différentiant  deux  fois  les  équations 
de  l'hélice  (i),  où  u  est  variable  indépendante,  on  a 

dx    =  —  a  sin  u  du,  dy    —       a  cos  u  du,  dz    =  k  du, 

d'X  =  —  acosudu^,         d'^y  =z  —  as'vnudu^,         d'-z  =  o, 

car  u  étant  variable  indépendante,   d'-u  est  nul.  L'équation  du 
plan    osculateur  à   l'hélice  au  point  x^  y^   z   étant  mise  sous  la 

forme 

A(X-^)  +  B(Y-j.)  +  C(Z-^)  =  o, 

les  coeflicients  A,  B,  C  ont  pour  expressions 

A  =  dy  d' z  —  dz  d-y  =  ak  sin  u  du^, 
B  z=  dz  d'^x  —  dx  d'Z  =  —  ak  cosu  du^, 
C  —  dx  d-y  —  dy  d-x  —  a^  du^. 

L'équation  du  plan  osculateur  est  donc,  en  supprimant  le  fac- 
teur du^^ 

(X  —  x)ak  sin  u  —  (Y  — y)cif^  cos  ït  H-  (Z  —  z)a-=^  o. 

On  peut,  dans  cette  équation,  remplacer  a  cosu  et  asinii  par 
les  coordonnées  x  cl  y  du  point  de  contact.  Elle  devient  alors 

(X  -  x)ky  -  (Y  -y)kx  -+■  (Z  -  z)a^-  =  o 
ou,  en  développant, 

(2)  k(yX  —  xY)^a^Z  —  z)  =  o. 

Telle  est  l'équation  du  plan  osculateur  à  l'hélice  au  point 
(^,  j,  :;).  Celte  équation  montre  que  :  Le  j dan  osculateur  à  r hé- 
lice en  un  point  M  contient  la  normale  MN'  au  cylindre.  En 
effet,  la  normale  MN'  au  cylindre  se  projette  horizontalement  sui- 
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vant  le  rajon  OP  ;  elle  a  donc  pour  équations 
y\  —  ;rY  =  o,         Z — ^  =  o. 

Le  plan  osculateur  (2)  contient  évidemment  cette  droite. 
D'après  cela,  la  normale  principale  à  l'hélice  en  M  est  la  nor- 
male MN' au  cylindre. 

PiioiJLîïME.  —  Détermine?^  les  jtoinLs  de  contact  des  plans 
oscillateurs  menés  à  Vliélice  ])ar  un  point  donné  O'  de  coor- 
données x\  y' ^  z  . 

Soient  M  un  des  points  de  contact  d'un  des  plans  osculateurs 
cherchés;  x^  y\  z  les  coordonnées  de  ce  point.  11  faut  écrire  que 
le  plan  osculateur  (2)  au  point  M  passe  par  O',  ce  qui  donne  la 
condition 

(Q)  k(ya:'-cry)-+-a^z'-z)  =  o. 

11  faudra  prendre,  sur  l'hélice,  tous  les  points  {x,  y,  z)  vérifiant 
cette  condition.  Si  l'on  regarde  x^  y,  z  comme  des  coordonnées 
courantes,  cette  équation  représente  un  plan  Q  passant  par  le 
point  O'  donné.  Les  points  de  contact  cherchés  étant  à  linlersec- 
tion  de  ce  plan  et  de  Fhélice,  on  voit  que  \es  ])oin'ts  de  contact 
des  plans  osculateurs  à  r hélice,  issus  d^ un  point  donné  0\  sojit 
sur  un  plan  passant  par  ce  point. 

Si  donc  on  fait  la  projection  conique  ou  perspective  d'une 
hélice  sur  un  plan  donné,  le  point  de  vue  étant  un  point  quel- 
conque O',  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  perspective  sont 
en  ligne  droite.  En  effet,  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  per- 
spective s'obtiennent  en  prenant  les  projections  des  points  de 
contact  !<.  I27  •  •  -,  1«  des  plans  osculateurs  à  l'hélice  issus  du  point 
de  vue  O'.  Ces  points  de  contact  I,,  L,  . . .,  1,/  étant  sur  un  plan  Q 
passant  par  O',  les  projetantes  01,,  0'l2,  ...,  OI^  sont  dans  le 
plan  Q  et  leurs  traces  sur  leur  plan  de  projection  sont  en  ligne 
droite. 

Cette  propriété  subsiste  quand  le  point  O'  s'éloigne  indéfini- 
ment dans  une  direction  donnée,  c'est-à-dire  quand  on  projette  la 
courbe  sur  un  plan  parallèlement  à  une  direction  donnée.  Par 
exemple,  la  projection  orthogonale  de  l'iiélice  sur  le  plan  j^O^  est 
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la  sinusoïde  définie  par 


d'où 


^=asin-- 


Cette    courbe  a  une  iniinité  de  points  d'inflexion  tous  situés 
sur  O^. 

182.    Autre    exemple.   —    Cherchons   le   plan    osculateur   à   la 
courbe  définie  par  les  équations 

(3)  x=-.  y=-,  .^X, 

où  \  est  un  paramètre  variable. 
.    Actuellement, 

X2 

dx  —  \d\,  dy  =  —  <^X,  dz  =  d\^ 

d-x  =  d^h-,  d'^y  =  1  d\-^,         d^z  =  o. 

Les  coefficients  de  l'équation  du  plan  osculateur  sont  donc 

\=dy  d'-z  —  dz  d-'-y  =  —  X  ^X», 
B  =  dz  d'-x  —  dx  d^z  =  d\^. 

Ç:  =  dxd^y  —  dyd^x=—dl-i, 
et  l'équation  du  plan  osculateur  au  point  (^,  y^  z)  est 

X2 

—  X(X  — a7)^- Y— jH (Z  — ^)  =  0; 

ou,    en    remplaçant   x,  j,   z    par  leurs  valeurs  et  changeant  les 
signes, 

X2  X3 

XX-Y--Z  +  -  =ô. 

2  6 


IV.  —  ENVELOPPE  D'UNE  FAMILLE  DE  COURBES 
DANS  L'ESPACE. 

183.  Conditions  pour  qu'il  existe  une  enveloppe.  Équations  de 
l'enveloppe.  —  Soit,  dans  l'espace;  une  courbe  C  définie  par  deux 
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équations  simultanées 

<G)  /(a7,  jK,  ^,  À)  =  0,"        o(x,y,z,l)  =  o 

dépendant  d  un  paramètre  À.  Quand  on  fait  varier  \  d'une  manière 
(X)ntinue,  la  courbe  C  se  déplace  d'une  manière  continue  :  on  peut 
alors  se  demander  si  les 'diverses  positions  de  la  courbe  C  ont  une 
enveloppe,  c'est-à-dire  s'il  existe  une  courbe  E  à  laquelle  les 
courbes  G  soient  toutes  tangentes.  Nous  allons  voir  que  cette 
enveloppe  n'existe  pas,  en  général;  pour  qu'elle  existe,  il  faut 
qu'une  certaine  condition  soit  remplie. 

Supposons  que  l'enveloppe  E  existe.  Soit  M  (iP,  y,  z)  un  point 
de  contact  d'une  courbe  G  avec  l'enveloppe.  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  G  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  u 
vérifiant  identiquement  les  deux  équations  (G)  où  A  a  une  valeur 
constante  donnée.  Quand  a  varie,  les  fonctions  f{oc^  y,  ^,  1)  et 
C2(.r,  y,  G,  X)  restent  nulles,  leurs  différentielles  sont  donc  nulles, 
et  l'on  a 


[   C5^  dx  -h  o'y  dy  -1-  o~  dz  ^=  o 

Ges  équations  délinissent  les  projections  dx^  dy^  dz  d'un  élément 
d'arc  infiniment  petit  MW  de  la  courbe  G  {fig-  78)  ;  elles  donnent 

pour  les  rapports  -7-.  -^  un  système  de  valeurs  bien  déterminées, 

tant  que  l'on  n'a  pas 

./i  _  /y  _  /= 


Si  ces  dernières  conditions  étaient  remplies,  les  équations  (i) 
se  réduiraient  à  une  seule,  le  point  correspondant  x^  y,  z  serait  ce 
que  l'on  appelle  un  point  singulier  de  la  courbe  G.  Nous  suppo- 
serons que  le  point  M  n'est  j)as  un  point  singulier;  les  rapports 

-^  €t -T^  sont   alors    déterminés    et   les    équations    de  la  tangente 

en  M  à  la  courbe  G  sont 

X— ^       Y— r        Z-x; 


dx  dy  dz 

Gherchons  maintenant  les  projections  d^x^  ^h)'-.  <Ik^  d'un  élé- 
ment d'arc  infiniment  petit  MMj  de  l'enveloppe  E.   Le  long  de 
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l'enveloppe,  les  coordonnées  r,  y,  z  d'un  point  de  E  sont  fonc- 
tions de  ).,  car,  pour  chaque  valeur  de  A,  il  existe,  sur  l'enveloppe, 
un  point  de  contact  avec  l'enveloppée  G  correspondante;  soient 

Ces  fonctions  de  A  vérifient  identiquement  les  deux  équations 

fi^^y>  -^  >^)  =  o, 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  restant  nuls  quand  \ 
varie,  leurs  différentielles  sont  nulles.  On  a  donc,  en  désignant, 
comme  au  n*^  149,  par  d^  x^  d^y^  <a?i  ;j,  les  différentielles  de  ^,  y,  :; 
regardées  comme  fonction  de  A, 

\fx  d,x-\-f'y  chy  -\-f.  d,z-^  /)  d\  =^  o, 
(  <p^  (f  1 37  -h  -o'y  di y  -i-  o'-diz  -^  oi  dX  —  O. 

Les  projections  de  Félément  d'arc  infiniment  petit  MM,  véri- 
fient ces  deux  relations.  La  tangente  en  M  à  l'enveloppe  E  a  pour 
équations 

X  —  ce        Y — y        Z  —  z 

di  X  dyy  di  z 

Pour  que  cette  tangente  soit  la  même  que  la  tangente  à  la  courbe  G, 
il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

,„  d]X  _  d\y  _  dxz  _ 

dx  dy  dz 

en    appelant   k  la  valeur  commune  des  rapports.   De  ces  équa- 
tions (3)  on  tire  d^x^  d^y^  d^z  et,  en  portant  dans  (2),  on  a 

Kf'x  dx  H-/;  dy^f.  dz)  -hf{  dX  =  o, 

A- (  çp^  dx  -+-  (^'y  dy  -h  f'z  dz )  _|_  çp^  <iÀ  =  o. 

Mais,  d'après  les  relations  (i),  ces  équations  se  réduisent  à 

/)'  =  o,     cp^;  =  o. 

Donc,  si  les  courbes  G  ont  une  enveloppe,  les  coordonnées  ^, 
y,  z  d'un  point  de  cette  enveloppe  regardées  comme  fonctions 
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de  ).,  doivent  vérifier  les  quatre  équations  simultanées 

(  A  =  «1  ?x  =  o. 

Il  faut,  par  suite,  que  les  valeurs  de  x,  j',  ::,  en  fonction  de  )v, 
tirées  de  trois  de  ces  équations,  vérifient  identiquement  la  qua- 
trième, quel  que  soit  X. 

Si  celte  condition  n'est  pas  remplie,  l'enveloppe  n'existe  pas. 

Si  elle  est  remplie,  soient 

(5)  :r  =  6,(>0,         r  =  ^2(X),  z  =  ^,a) 

les  valeurs  de  x^  y^  z,  en  fonction  de  X,  tirées  de  ces  équations  (4) 
et  supposées  réelles.  La  courbe  définie  par  les  relations  (5)  est, 
ou  bien  l'enveloppe  des  courbes  C,  ou  le  lieu  des  points  singuliers 
de  ces  courbes.  En  effet,  appelons  <i,  ^,  diy,  d^z  les  différen- 
tielles des  fonctions  x^  y,  z  de  \  définies  par  les  relations  (5);  ces 
fonctions  rendent  identiquement  nulles  les  expressions  /(x",j^,  ^,  \) 
et  o{x,  y,  ^,  a);  elles  rendent  donc  nulles  leurs  différentielles  et 
l'on  a  les  deux  équations 

fx  d\  X  -^f'y  d^y  -T-/i  r/i  z  +/{  d\  =  o, 
o'-çdyx  -^  o'y  diy  -h  o'z d^z  -\-  cp)  d\  =  o. 

Mais,  comme  les  valeurs  (5)  de  x,  y^  z  annulent,  par  hypo- 
thèse, /)  et  cp)  ,  on  a 

/l  di  X  +  /;.  û?i  jK  -f-  /;  c?i  ^  =  o , 


(   o^  «1  a?  4-  cpy  d^y  -h  cp^  d^z  —  o. 

Ces  relations  déterminent  les  rapports  -^y  -^  si  les  dérivées 

^  ^  dix    «1 X 

partielles /^.,/j^.,/'!.  ne  sont  pas  proportionnelles  à  o^,  cp^.,  ^^,  c'est- 
à-dire  si  le  point  x^  y,  z  considéré  n'est  pas  un  point  singulier  de 
la  courbe  C.  Gomme  ces  relations  (6)  sont  identiques  aux  rela- 
tions (i)  qui  définissent  les  rapports  -^>  —  pour  la  courbe  C,  on 
voit  que  la  courbe  (5)  est  tangente  à  la  courbe  G,  à  condition  que 
le  point  .r,  y,  z  défini  par  les  relations  (5)  ne  soit  pas  un  point 
singulier  de  G. 

Cas  particulier.   —   Un  cas  simple  où  les  équations  (4)  se 
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réduisent  à  trois  ('s[  le  suivant.  Supposons  cju'une  des  équations 
des  courbes  mobiles  ne  contienne  pas  X,  par  exemple  la  première. 
Ces  deux  équations  sont  alors 


'f  (^,  r»  >s,  A)  =  o 

les  courbes  mobiles  s'obtiennent  en  coupant  une  surface  fixe 
f{x^j\  z)  =i  o,  par  une  surface  mobile  o{x^  y\  z,  A)  =  o,  dépen- 
dant d'un  paramètre.  Comme  actuellement  yj  ^^t  identiquement 
nul,  les  équations  [  \)  se  réduisent  à  trois  : 

JXx,  y,  z)  =  o,         o{x,  y,  z,  l)  =  o,  '^'^  =  o. 

On  pourra,  en  général,  tirer,  de  ces  équations,  .r,  j',  :;  en  fonc- 
tion de  À, 

la  courbe  ainsi  définie,  si  elle  est  réelle,  sera  ou  bien  l'enveloppe 
des  courbes  considérées  ou  le  lieu  de  leurs  points  singuliers. 

i8i.  Application  à  une  droite  mobile  dépendant  d'un  paramètre» 
Surfaces  gauches.  Surfaces  développables.  Arête  de  rebrousse- 
ment*  —  Soit  une  (b-oite  mobile  ayant  pour  équations 

(D)  X  =  az  -+-  h,        y  =  bz^k, 

où  a,  6,  h  et  k  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  A.  Quand  le 
paramètre  varie,  la  droite  se  déplace  et  engendre  une  surface 
réglée. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  cette  droite  a  ou  non 
une  envelo{>pe. 

Condition  pour  que  Ici  droite  ail  une  enveloppe.  Sui faces 
développables.  -  Clierchonsla  condition  pour  que  les  droites  (D) 
aient  une  enveloppe.  D'après  la  règle  générale,  nous  devons  asso- 
cier aux  équations  (D)  les  équations  obtenues  en  les  dérivant  par 
rapport  à  A,  c'est-à-dire  les  équations 

da        dh 
db       dk 

Appkll.  —  rlcnic/its  d'Analyse.  —  st.  20 


3o6  CIIAPITRK    XI. 

Les  qiialrc  ('(jualious  ainsi  obtenues  doiNCJil  èlrc  eonipalibles  en 
O',  j',  z.  Les  deux  dernièri^s  donnenl.  pour  3.  (\r\\\  xalcurs 

-  _  ^  -  _  ^" 

si  ces  valeurs  ne  sont  pas  identiques  entre  elles,  les  droites  n'ont 
pas  d'enveloppe. 

Pour  qu'il  v  ail  une  enveloppe,  il  laul  cl  iJ  Milill  (jue  les  deux 
valeurs  de  z  soient  identiques,  e'esl-à-dire  que  l'on  ait 

da  dk  —  db  dh  —  o  ; 

on  dit  alors  que  les  droites  forment  une  surface  dêveloppable. 
Dans  ee  cas,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  sont  déli- 
nies  par 

dli  dk  ,  j  , 

Cette  enveloppe  s'appelle  V arête  de  rebvoussement  de  la  sur- 
face développable.  • 

On  déduit  de  là  une  classification  des  surfaces  réglées. 

Quand  les  droites  mobiles  (D)  n^ont pas  d^enveloppe,  elles 
engendrent  une  suif  ace  gauche. 

Quand  elles  ont  une  enveloppe,  elles  engendrent  une  surf  ace 
dèveloppable.  L^ enveloppe  est  V arête  de  rebroussenient  de  la 
surface. 

Nous  verrons  (n"  186)  que  le  plan  tangent  à  une  surface  dève- 
loppable est  le  même  tout  le  long  d'une  génératrice,  comme  dans 
un  cône  et  dans  un  cylindre,  et  que  ce  plan  tangent  est  le  plan 
osculateur  à  l'arête  de  rebroussenient,  au  poinl  où  la  génératrice 
touche  cette  arête. 

Exemple.  —  Les  droites  avant  pour  équations 

engendrent  une  surface  développante.  En  effet,  en  dérivant  ces 
deux  équations  par  rap|)ort  à  X,  on  oblient  deux  équations  qui 
donnent  j^our  z  la  ménic  xab'ur 

z  =  \. 
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Portant  cette  valeur  de  z  dans  les  deux  équations  de  la  droite, 
on  a,  poui-  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe,  c'est-à-dire 
de  \ arête  de  rebroussement. 

Cette  courbe  est  une  courbe  «gauche  du  troisième  ordre  ou 
cubique  gauche, 

185.  Cônes  et  cylindres.  -—  Les  exemples  les  plus  simples  de 
surfaces  développables  sont  les  cônes  et  les  cylindres.  Il  est 
aisé  de  vérifier  que,  pour  ces  surfaces,  la  condition  générale 
dadk  —  db  dh  =  o  est  remplie.  Prenons  d'abord  un  cône  et  sup- 
posons qu'on  ait  choisi  pour  origine  le  sommet  du  cône.  Les  géné- 
ratrices du  cône  ont  alors  pour  équations 

X  =  az,         y  z=  bz^ 

a  ci  b  étant  fonctions  de  )>.  Gomme  h  et  k  sont  identiquement  nuls, 
la  condition  est  satisfaite.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'arête 
de  rebroussement  sont  données  par 

z  =  o,         X  —  o,        j  z:=  o. 

Cette  courbe  se  réduit  à  un  point,  le  sommet  du  cône. 

Prenons  maintenant  un  cylindre  et  choisissons  l'axe  O^  paral- 
lèle aux  génératrices.  Les  droites  auront  pour  équations 

x  =  h,       y  =  /c, 

h  et  k  étant  fonctions  d'un  paramètre  A.  La  condition  est  encore 
remplie,  car  a  et  b  sont  identiquement  nuls.  En  considérant  le 
cylindre  comme  limite  d'un  cône  dont,  le  sommet  s'est  éloigné 
indéfiniment  sur  O^,  on  peut  dire  que  l'arête  de  rebroussement 
est  un  point  à  l'infini  sur  Oz. 

186.  Le  plan  tangent  à  une  surface  développable  coïncide  avec 
le  plan  oscillateur  à  l'arête  de  rebroussement.  —  Soit  M  un  point 
de  l'arête  de  rebroussement. 

(9)  x=/(u),         y  =  '^(u).         z  =  'l(ii) 


3o8 
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étant  les  expressions  des  coordonnées  du  point  M  en  fonction  d'un 
paramètre  u. 

Quand  le  point  M  décrit  rareté  de  rebroussement,  la  tan- 
i;ente  M^  engendre  la  surface  développable  :  nous  allons  montrer 
que  le  plan  tangent  à  la  surface  développable.  en  un  point  quel- 
conque Mj  de  la  génératrice  M^,  est  le  même,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  M,,  et  coïncide  avec  le  plan  osculateur  en  M  à 
Farête  de  rebroussement.  Pour  déterminer  le  plan  tangent  en  un 
point  d'une  surface,  il  suffit  de  connaître  les  tangentes  à  deux 
courbes  passant  par  ce  point  sur  la  surface.  Par  le  point  M,  de  la 
surface  développable,  passe  d'abord  la  génératrice  M,M  {fig.  99), 


le  plan  tangent  en  M/  contient  donc  cette  génératrice.  Soit 
ensuite  C,  une  deuxième  courbe  passant  par  M,  sur  la  surface  : 
quand  le  point  M,  décrit  cette  courbe,  la  longueur  MMj  de  la  tan- 
gente à  l'arête  de  rebroussement  varie  en  fonction  du  paramétre  u 
qui  fixe  la  position  du  point  M.  Les  équations  de  la  tangente  MM, 
sont 


(10) 


(îi) 


f\u)  cp'(w)  ^'{u) 

Le  point  M,  (^4,  j',,  z^)  étant  sur  cette  droite,  on  a 

ri-.r  _  -1  — ^  _  „ 


Xx 


/(^O 


o'{u) 


6'(a) 


en  appelant  p  la  valeur  commune  de  ces  rapports. 

Gomme  ^  ==/(  w  ),  y  =  cp  (;<),  ^  =  •J>(//).   on  a  donc,    pour  les 
coordonnées  du  point  M,  : 

Î^i=/(w)-fp/'(w)» 
J^,=:Cp(w)+pCû'(w), 
^1  =  ^^(ll)^  o'^'(u). 


# 
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Dans  ces  expressions,  p  doit  être  regardé  comme  une  fonction 
de  w,  de  telle  façon  que.  quand  a  varie,  le  point  M,  décrive  la 
courbe  Cj.  Cela  posé,  le  plan  tangent  à  la  surface  développable 
en  M,  contient  la  génératrice  MM^.  Il  passe  donc  par  le  point  M 
et  son  équation  est  de  la  forme 

(12)  A(X-a7)-f-B(Y-7)H-G(Z-^)  =  o; 

en  écrivant  qu'il  contient  la  droite  MM,,  tangente  à  l'arête  de 
rebroussement,  on  a 

(i3).  A/'(w)+ Bcp'(?0  +  Gd;'(î^)  =  o. 

11  faut  écrire  qu'il  contient  aussi  la  tangente  M,  ^,  à  la  courbe  C,. 
Or,  d'après  les  expressions  des  coordonnées  du  point  M,,  les 
cosinus  directeurs  de  cette  tangente  M,  ^,  sont  proportionnels  aux 
différentielles  dx^^  ^J^  ?  dz^  '• 

dxx  =  f'(ii)  (du  -{-  dp )  -+-  pf" ( u )  dii^ 

dfx  =  o'(u)(da-h  dp)  -h  p  o"  (  u  )  du, 
dzi  ~  'l''{u)  (du  ~'r-  dp)-\-  pY(ii)  du. 


On  doit  avoir 


A  dxi  -+-  B  dyi  -h  C  dzi  —  o. 


Remplaçant  dxi,  dyt^  dz-t  par  leurs  valeurs,  et  tenant  compte  de 
la  condition  (i3),  on  voit  que  le  coefficient  de  {du-\-dp)  dispa- 
raît et  il  reste  la  condition 

(i4)  Af"(u)-i-B(D"(u)-{-CY(if')  =  o. 

Les  conditions  (i3)  et  (i4)  déterminent  les  coefiicients  A,  B,  C 
du  plan  tangent  (12).  Mais  ce  sont  précisément  les  équations 
déterminant  le  plan  osculateur,  en  M,  à  Farête  de  rebroussement. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


V.  -  COURBURE  ET  TORSION  DES  COURBES  GAUCHES. 

187.  Courbure,  —  Nous  avons  vu  comment,  dans  une  courbe 
plane,  Tidée  de  la  courbure  se  trouve  liée  à  la  variation  de  la 
direction  de  la  tangente.  On  étend  cette  idée  aux  courbes  gauches. 
Si  la  tangente  à  une  ligne  dans  l'espace  conservait  une  direction 
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fixe,  cette  ligne  serait  une  droite.  La  ligne  est  donc  courbe, 
parce  que  la  tangente  change  de  direction,  et  il  est  naturel  de 
mesurer  la  courbure  par  la  variation  de  la  direction  de  la  tan- 
g^ehte.  On  définit  la  courbure  d'une  courbe  gauche  de  la  façon 
suivante. 

Soit  une  courbe  gauche,  sur  laquelle  on  a  choisi  un  sens  positif 
pour  les  arcs  5  {fig-  100),  et  soit  M^  la  tangente,  menée  dans  c« 


sens.  En  Géométrie  plane,  on  peut  évaluer  la  variation  continue 
d'une  direction,  en  menant  par  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  i 
une  parallèle  à  cette  direction  et  évaluant  la  variation  de  la  lon- 
gueur de  l'arc  découpé  par  cette  parallèle  sur  la  circonférence. 
Dans  l'espace,  pour  évaluer  la  variation  continué  de  la  direction 
de  la  tangente  M^,  on  considère  une  sphère  de  rayon  i  et  de 
centre  O;  on  mène,  par  le  centre,  un  rayon  OA  parallèle  à  M7. 
Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  gauche  dans  le  sens  des  arcs 
positifs,  à  partir  d'un  point  M,  la  droite  OA  décrit  un  cône  appelle 
cô¥ié  directeur  dés  tangentes  (n^*  173),  et  l'exfrémité  A  du 
rayon  OA  décrit,  sur  la  sphère,  une  courbe  A„A,  dont  nous  dési- 
gnerons l'arc  par  <5-,  en  prenant  conYme  sens  positif  dé  o-  le 
sens  AqA.  On  peut  dire  que  cet  arc  a-  mesure  la  variation  con- 
tinue de  la  direction  de  la  tangente  depuis  la  position  M,,  ^0 
jusqu'à  M  ^. 

Coiii'bure  moyenne  dun  arc  MM,.  —  Sur  la  courbe  gauche, 

faisons  croître  s  de  A5;  le  point  M  se  déplace  et  vient  en  M,  de 

telle  façon  que 

S.S  =  arc  M  Ml  ; 
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la  tangente  passe  de  la  position  M^  à  M,  ^,  et,  sur  la  sphère,  le 

point  A  se  déplace  jusqu'en  A,,  l'arc  o-  de  la  courbe  sphérique 

augmente  de 

àa  —  arc  AAi. 

On  appelle,  par  analogie  avec  ce  qu'on  a  vu  pour  les  courbes 
planes,  courbure  moyenne  de  l'arc  MM,,  le  rapport 

Aa 
A* 
quantité  positive 

Courbure  en  un  point.  —  La  courbure  au  point  M  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  courbure  moyenne  de  l'arc  MM,,  quand  cet 
arc  tend  vers  zéro.  On  a  donc 

courbure  en  M  =  Jim  --  =  —-. 
S.S        as 

Le  rayon  de  courbure  R,  en  M,  est  l'inverse  de  la  courbure; 

donc 

A5        ds      . 
R  =  lim  -—  =  -7-- 
Aa        aa 

Cette  quantité  R  est  positive. 

Remarque.  —  En  désignant  par  £  l'angle  des  deux  tangentes  M^ 
et  M,  ^,,  angle  qu'on  appelle  angle  de  contingence.,  on  peut  dire 
aussi  cjue  la  courbure,  en  M,  est  la  limite  du  rapport 

e 
-ïs' 

{|uand  M,  tend  vers  M.  En  effet,  l'angle  z  des  deux  tangentes  M^ 
et  M,  ^,  est  égal  à  celui  de  leurs  parallèles  OA  et  OA,  :  il  est  donc 
mesuré  par  l'ar<;  de  grand  cercle  joignant  les  extrémités  A  et  A, 
de  l'arc  de  la  courbe  sphérique  A  a-.  On  eu  conclut  que  le  rapport 

— -  tend  vers  i,  quand  M,  tend  vers  M  et,  par  suite.  A,  vers  A.  En 

efÇet,  on  peut  écrire 

At  Aa  corde  AAi 

£         corde  AAi  s 

Comme  le  rapport  de  l'arc  Ao*  à  sa  corde   tend  vers   i,  et  que. 
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d'autre  part,  le  rapport  de  l'arc  de  grand  cercle  AA,,  ou  s,  à  sa 
corde,  tend  vers  i ,  on  a  bien 


Les  deux  rapports 


lim  —  =  I. 

e 


Aa         e 
A^        A$ 


ont  donc  même  limite,  et  l'on  a 


courbure  en  M  =  lim  — 
as 


188.  Torsion.  —  Dans  une  courbe  plane,  le  plan  oscLdateur 
€st  fixe  tout  le  long  de  la  courbe,  puisqu'il  se  confond  avec  le 
plan  de  la  courbe.  On  peut  dire  également  que,  dans  une  courbe 
plane,  la  direction  de  la  binormale,  perpendiculaire  au  plan  oscu- 
lateur,  est  la  même  tout  le  long  de  la  courbe;  réciproquement,  on 
démontre  (n°  200)  que  toute  courbe,  dans  laquelle  la  binormale  a 
une  direction  fixe  est  plane.  On  peut  dire  qu'une  courbe  est 
gauche,  parce  que  la  binormale  change  de  direction,  et  il  est 
naturel  d'introduire,  pour  les  courbes  gauches,  un  deuxième  élé- 
ment caractérisé  par  la  variation  de  direction  de  la  binormale, 
comme  la  courbure  est  caractérisée  par  la  variation  de  direction 


de  la  tangente. 


Ce  nouvel  élément  est  la  torsion. 

Soit  MN  "  la  binormale,  en  M,  à  la  courbe  gauche.  Nous  choisi- 
rons plus  loin  un  sens  positif  sur  cette  binormale  :  mais,  pour  le 
moment,  MN"  est  simplement  une  perpendiculaire  indéfinie  au 
plan  osculateur.  Pour  évaluer  la  variation  continue  de  la  direc- 
tion MN"  quand  le  point  M  parcourt  la  courbe,  de  M^,  en  M,  nous 
mènerons,  comme  tout  à  l'heure,  par  le  centre  O  de  la  sphère  de 
rayon  i,  une  parallèle  à  MN'  :  soit  B'OB  le  diamètre  parallèle  à  la 
■droite  indéfinie  MN"  {fig.  loo).  L'extrémité  B  de  ce  diamètre, 
suivie  par  continuité,  part  d'une  position  B^  quand  M  part  de  My, 
et  décrit  une  courbe  sphérique  BoB,  dont  nous  a[)pellerons  l'arc  t, 
^n  convenant  de  compter  cet  arc  positi\ement  (Lins  le  sens  BqB. 
En  même  temps,  le  point  B'  décrit  un  arc  Bj,  IV  égal  à  t,  dans  le 
sens  contraire. 
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Torsion  moyenne  d'an   arc   MM,.  —  Sur  la  courbe  gaucive, 
faisons  croître  s  de  A.ç;  le  point  M  vient  en  M,,  de  telle  façon  que 

A5  =  arc  M  Ml  ; 

la  binorinale  passe  de  la  position  MN"  à  la  position  M,.N,,  et.  sur 
la  sphère,  le  point  B  se  déplace  jusqu'en  B,,  Tare  t  de  la  courbe 
sphérique  augmente  de 

AT  =  nrcBBi. 

On  appelle  alors  loi'sion  moyenne  de  Tare  MM,,  le  rapport 


AT 


quantité  positive. 


Torsion  en  un  point.  —  La  torsion,  au  point  M,  est  la  limite 

vers  laquelle   tend   la  torsion  moyenne   de  Tare  MM,,  quand  cet 

arc  tend  vers  zéro.  On  a  donc 

,,       ,.      ù^-z       di 
torsion  en  M  =  lim  —  =  -p  • 
As        as 

Le  rayon  de  torsion  T.  en  M,  est.^  par  déHnition.^   V inverse 

de  la  torsion;  donc 

A.Ç       ds 


T  =  li 


\-. 


dz 


Cette  quantité  T  est  positive. 


Remarque.  —  En  désignant  par  t]  l'angle  des  deux  binormales 
MN"  et  M,]N'j,   on  peut  dire   aussi   que  la   torsion,  en  M,   est  la 

limite   du  rapport  — -,   quand  M,   tend  vers  M.  En  eflet,  l'angle  tj 

des  deux  binormales  est  mesuré  par  l'arc  de  grand  cercle  de  la 
sphère  joignant  les  extrémités,  B  etB,,  de  l'arc  de  courbe  sphé- 
rique A  T.  On  en  conclut  que  le  rapport 


\z 


corde  BB, 


corde  tîB, 


tend  vers  i     quand  M,  tend  vers  M,   et,  par  suile,   que  les  deux 
rapports 


As       A.s 


ont  même  limite. 
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189.  Propriétés  géométriques  des  courbes  t  et  t.  —  Pour  arriver^ 
d'une  façon  simple,  aux  formules  donnant  la  courbure  et  la  tor- 
sion, nous  ferons  d'abord  quelques  remarques  géométriques  sur 
les  courbes  a-  et-;  ces  remarques  nous  permettront  de  définir  le 
sens  positif  de  la  binormale  et  de  la  normale  principale. 

Soit  AF  la  tangente  à  la  courbe  sphérique  a-,  dans  le  sens  des  a- 
positifs.  Cette  droite  AF  est  parallèle  à  la  normale  principale  MIN' 
{^fig.  loi).  En  effet,  le  cône,  engendré  parles  droites  OA,  est  le 


cône  directeur  des  tangentes  à  la  courbe  :  le  plan  tangent  OAF  à 
ce  cône  est  parallèle  au  plan  osculaleur  en  M  à  la  courbe  (n*^  173). 
La  droite  AF  étant  dans  un  plan  parallèle  au  plan  osculateur  et 
étant  perpendiculaire  à  la  droite  OA  parallèle  à  M^,  est  parallèle 
à  la  normale  principale  MN  .  Nous  choisirons,  comme  sens  positif 
sur  la  normale  principale,  le  sens  de  AF  :  nous  verrons,  plus  tard, 
que  la  partie  positive  MN'  de  la  normale  principale,  ainsi  définie, 
est  la  partie  qui  se  trouve  dirigée  vers  la  concavité  de  la  courbe 
en  M. 

Passons  maintenant  au  cône  engendré  par  les  parallèles  B'OB 
aux  binormales  et  aux  courbes  sphériques,  lieux  des  points  B  et  B'  : 
nous  mènerons  à  ces  courbes  les  tangentes  BH  et  B'H',  dans  le  sens 
dans  lequel  chacune  d'elles  est  décrite.  Gomme  le  plan  langent  OAF 
au  cône  t  est  parallèle  au  plan  osculateur  en  M,  la  droite  B'OB, 
parallèle  à  la  binormale,  est  perpendiculaire  au  plan  OAF. 
Ainsi  on  obtient  le  cône  décrit  .par  les  droites  B'OB,  en  prenant 
les  perpendiculaires  élevées  par  O  aux  plans  tangents  OAF  du 
cône  1.  I^e  cône  ainsi  obtenu,  ou  cône  t,  est  dit  supplémentaire  du 
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cône  a-.  11  est  aisé  de  voir  que,  réciproquement,  le  cône  t  est  sup- 
plépientaire  du  cône  t,  c'est-à-dire  que  la  génératrice  OA  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  OBH  du  cône  t.  En  effet,  soient 
OAF  et  OA,  F,  deux  plans  tangents  voisins  du  cône  a-  :  ces  deux 
plans  étant  perpendiculaires  aux  génératrices  OB  et  OB,  du  cônCT, 
leur  intersection  01  est  perpendiculaire  au  plan  BOB, .  Quand  OA, 
tend  vers  OA,  l'intersection  01  des  deux  plans  tangents  tend 
aussi  vers  OA,  le  plan  BOB,  tend  vers  le  plan  tangent  OBH  au 
cône  T.  Comme  le  plan  BOB,  est  perpendiculaire  à  01,  le  plan 
tangent  OBH  est  perpendiculaire  à  la  limite  de  01,  c'est-à-dire 
à  OA. 

D'après  cela,  les  tangentes  AF  et  BH  aux  courbes  sphériques  «x 
et  T  sont  parallèles  :  en  effet,  AF  est  perpendiculaire  au  rayon  OA 
de  la  sphère  et  à  la  droite  OB  perpendiculaire  au  plan  OAF; 
d-oïic  AF  est  perpendiculaire  au  plan  AOB.  On  voit  de  même 
que  BH  est  perpendicukire  au  plan  AOB.  Ces  deux  droites  sont 
donc  parallèles.  On  peut  toujours  supposer  que  ces  deux  tan- 
gentes AF  et  BH  sont  parallèles  et  de  mérrve  sens.  En  effet,  nous 
avons  mené  les  deux  tangentes  BH  et  IVH'  aux  deux  courbes  sphé- 
riques, lieu  des  paints  B  et  B',  dans  le  sens  où  chacune  d'elles 
est  décrite.  Les  deux  points  B  et  B'  étant  symétriques  par  rapport 
à  O,  ces  deux  tangentes  BH  et  B'H'  sont  parallèles  et  de  sens 
contraires.  Gomme  elles  sont  parallèles  à  AF,  l'une  d'elles  est  de 
même  sens  que  AF,  l'autre  de  sens  contraire.  Nous  supposerons 
qu'on  ait  appelé  B  celui  des  deux  points  B  ou  B'  qui  décrit  la 
courbe  t  dont  la  tangente  est  de  même  sens  que  AF. 

Cette  convention  détermine  le  sens  de  la  demi-droite  OB  ; 
c'est  ce  sens  que  nous  choisirons  pour  sens  positif  de  la  binor- 
male  MN". 

Les  deux  tangentes  AF  et  BH  sont  alors  parallèles,  de  même 
sens,  et  parallèles  à  la  normale  principale  MN'. 

190.   Formules  de  Frenet.  —  Désignons  par  , 

(MO  a,      [i,      V 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  M^  à  la  courbe  gauche,  par 

I.      (MN')  .  a',     p',     y' 
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les  cosinus  direcleiirs  de  la  normale  principale  MN'.  et  par 

cenx  de  la  binormale. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  donnés  par  les  for- 
mules (n« 170) 


(0 


dx 


3  = 


dy 
ds 


dz 
ds 


Si  Ton  prend  le  centre  O  de  la  sphère  comme  origine,  le  point  A, 
décrivant  la  courbe  a-,  a  pour  coordonnées 


(A) 


y 


car  le  rajon  OA,  parallèle  à  la  tangente,  a  pour  longueur  i  et  pour 
cosinus  directeurs  a,  [3,  y.  La  tangente  AF  à  la  courbe,  lieu  du 
point  A.  étant  parallèle  à  la  normale  principale,  a  pour  cosinus 
directeurs  a',  p',  ^'' .  En  applicpu\nt  les  formules  générales  (i), 
donnant  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  d'une  courbe,  à  la 
courbe  a-,  ou  a  donc 


(h. 
d^ 


3'  = 


d^ 
d<j 


^T 


car  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  sont  a,  (3,  v.  et  son 
arc  est  a-.  Nous  écrirons  la  première  de  ces  formules 


doL  =  a'  d7^ 


dy.         ,  d<7 
ds  ds 


Mais,  d'après  la  définition  de  la  courbure,  on  a,  R  désignant  le 

rayon  de  courbure, 

di        1 

^  ""  R' 
donc 

dy.        a.' 

"^  ""  ÏÏ  ' 

On    transforme,    de    même,    les    deux    autres   formules    et   Ton 

t louve 

d^  _  y-'  d'^  _  '^y  dy  _  Y 

ds  ~  ¥y'  ■        Tfs    ~  W  ^  ~  ÏÏ  * 


<^) 


Elevant  ces  relations  au  carré  et  ajoutant,  on  a,  en  vertu  de  la 
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relation  a'- +  p'- H- y'^  —  I , 

,..x  "  (d'^y-       (d'^Y       (d^iV 

Passons  à  la  conrbe  t,   lieu  du   point   B.   La  droite  OB  étant 
parallèle  à  la  binormale  MN",  les  coordonnées  du  point  B  sont 


(B)  a",      '^' 


'      i   • 


La  tangente  BH  à  la  courbe  t  étant  parallèle  à  la  normale  prin- 
cipale MjN',  ses  cosinus  directeurs  sont  yJ .  p',  y';  donc,  en  appli- 
quant à  la  courbe  x  les  formules  générales  (i  )  donnant  les  cosinus 
directeurs  de  la  tansente  à  une  courbe,  on  a 


^b' 


oc  = 


ch."  ,        d^"  ,        df 


Nous  écrirons  la  première  de  ces  formules 

,  ,,  ,    ,  dy.'  .  d-z 

dy.  =  a  dz,  ——  =z  %  -—  . 

ds  ds 

Mais,  d'après  la  définition  de  la  torsion  et  en  désignant  par  T 
le  rayon  de  torsion,  on  a 


d'où 


On  transforme  de  même  les  deux  autres  formules  et  Ton  a 

(4) 


1 

d-z 

T  "~ 

ds 

d^" 

y.' 

ds 

"  T 

dy." 

a' 

d^" 

^' 

di'  _  V' 

ds 

=  T' 

ds 

~  T' 

ds        T 

Elevant  ces  relations  au  carré  et  ajoutant,  on  a 


i^)  ^.=(i^j+( 


T^  ~\  ds  J^K  ds  J^y  ds 


Nous  avons  ainsi  les  dérivées  de  a,  p,  y.  a",  p".  ^'"  par  rapport  à 
l'arc  s.  Pour  compléter  le  Tableau  des  formules,  il  reste  à  calculer 
les  dérivées  de  a.  [3',  y'  ])ar  rapport  à  s.  Or,  entre  a,  a',  a",  a  lieu 

la  relation 

a2+  a'-^-h  a"2=:  i, 


3l8  CHAPITRE    M. 


car  a,  a',  a"  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  Ox 
avec  les  arêtes  du  trièdre  trirectangie  M^,  MN',  MN".  DifFérentiant 
cette  relation  par  rapport  à  5,  on  a 

di  ,  do.'         „  û^a" 

ds  ds  ds  '        ' 

r>  1  dy.  dx"  -,  1  .1  ,    , 

Remplaçons  -r-  et  —r-  par    Jeurs   valeurs   précédemment  trou- 
^     '  ds  ds    ^  ^ 

a'         a'  .      ,.    .  f 

vees  |3  et  77. ,  puis  divisons  par  a',  nous  aurons 

f^  _  _  i:  _  l' 
"^  ^  ~  R        T  ' 

On  trouve  de  même  deux  autres  formules  en  remplaçant  a  par 
P  et  y;  ce  qui  donne  le  nouveavi  groupe 


(6) 


Élevant  ces  formules  au  carré  et  ajoutant,  en  tenant  compte  de; 
relations 

aa"4- j3[S"-i- yy"  =r  o, 
on  a  . 

II  /do^'\-       /d^'V       /d':'Y 

Tel  est  Tensemble  des  formules  relatives  à  la  courbure  et  à  la 
torsion  des  courbes  aauches. 


191.   Usage  de  ces  formules  pour  le  calcul  de  R  et  T.        Si  l'on 
donne  une  courbe  gauche  définie  par  les  équations 

on  a 

dx  =  f'(u)  du,         dy  —  ^'{u)da,         z  =  'l'iu)  du, 


da' 
ds 

OL        a!' 
~"  R  ~  T' 

d^' 
ds 

--^ 

di 

T        y" 

ds 

R        T 

Le  signe  du  radical  dépendra  du  sens  choisi  pour  les  arcs  posi- 
tifs.  Par  exemple,  si  l'on  convient   de  compter  les  arcs  s  dans  le 
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sens  dans  lequel   se   déplace  le  point  .x.  y,  i,  quand  u  croît,  ds 
et  du  sont  de  même  signe,  le  radical  est  pris  positivement. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  a,  p,  y  sont  alors  donnés 
par  les  formules 

dx-  f o     dy        ,,  _  ^^- 

a  =  — ^  =  ■  »  P  =  -J"  '  i  —  ~T' 

ds        ^y'2_|_  çp'2_^  j;'2  ds  as 

■ce  sont  donc  des  fonctions  connues  de  u.  Les  formules 


ds 


rf.'            doL                                             ^            i    /  (  ^^' 

R  ~  ■^'          •••'          R~\/   [ds, 

)Hty-m 

donnent  ^,  ^,  ^  et  ^  en   fonction  de  a. 

l\     K     K           n. 

Formant  ensuite  - 

on  a,  par  les  formules 

a         a"         ^a' 

K         T  ~   ds' 

• . . , 

W-^T^-i-dl)   '^[ih)   '^[dlj  ' 

— ,  ^,  ^  et  7p  en  fonction  de  u.  On  en  déduit  les  cosinus  direc- 
teurs a',  p".  v'  de  la  binormale  en  fonction  de  u. 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  de  la  courbe  au  point  M  exprimés 
en  fonction  de  u. 

Dans  certains  cas,  si  Ton  connaît  le  plan  osculateur,  on  connaît 
directement  a",  j^' ,  v"  en  fonction  de  u  et  l'on  peut  calculer  a',  [3', 
v',  T  par  les  formules 


dy."        ol' 


192.  Remarque  sur  le  cas  particulier  où  s  est  pris  comme 
variable  indépendante.  —  Si  l'arc  s  est  pris  comme  variable  indé- 
pendante, d'-s  =  o;  on  a  alors 


a 

= 

dx 
ds 

I 

;   = 

dy.        d^cp        x' 
ITs  ^  "^  ""a' 

ds-^      l^K  ds^  /    '^['d^ 


Mais  cette  formule  simple  ne  s'applique  que  si  s  est  la  variable 
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ndépendante.  cas  qui  se  présente  rarement.  Dans  le  cas  i>énéral. 
>ù  ]a  variable  indé[)endante  serait  quelconque,  on  aurait 


dx      '         ,  ds  d'-x  —  dx  d-  s 

ds  ds^ 

y.'         dy.         ds  d-  x  —  dx  d-  s 


K         ds  ds^ 

Les  quantités  ^r  ,  y-  seraient  alors  données  par  des  expressions 
analogues  et,  en  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  expressions, 
on  aurait  une  formule  générale  donnant  j— ,  formule  qu'il  est  inu- 
tile d'écrire  ici. 

193.  Normale  principale.  Centre  de  courbure.  Centre  oscula- 
teur.  —  Avant  de  faire  des  applications,  il  nous  reste  à  vérifier 
que  la  direction  de  la  normale  principale  MN',  définie  par  les 
cosinus  directeurs  a',  p',  v',  est  située  du  côté  de  la  concavité  de 
la  courbe. 

Pour  cela,  nous  allons  montrer  que,  si  M,  est  un  point  de  la 
courbe  infiniment  voisin  de  M,  la  projection  du  segment  MM,  sur 
la  direction  MN'  est  positive,  c'est-à-dire  que  le  point  M,  se  pro- 
jette sur  la  partie  positive  MIN'  {fi g.  102). 


En  eflet,  x.  y.  z  étant  les  coordonnées  du  point  M,  et  x^^  y 
celles  de  Mi,  le  segment  MM,  a  pour  projections,  sur  les  axes 

^1  —  ^,    y\  —  y^    5i— ^, 

et^  sur  la  direction  MÎN',  la  c|uantité 

Il  faut  \éritier  que  P  est  positif.  Soient 


«  1  -•  • 

1 
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les  coordonnées  de  M  en  fonction  de  l'arc  s  :  celles  de  M,  s'ob- 
liennent  en  faisant  croître  s  d'une  quantité  infiniment  petite  /i. 
On  a  donc; 

Xi=f(s-{-  h),         jKi  =  ^(s-4- ^),  Zi=  'l{s-i-  h); 

développons  par  la  formule  de  Tajlor  : 

f(s  -  h)  =/(s)  +  ^/'(5)  +  -^y'(,)  +  .  .  .. 
Nous  avons 


Donc 
de  même 


/i2   a' 

h  y.-\ 

2      R 


>.    R 
Portant  dans  la  \aleur  de  P  et  tenant  compte  des  relations 

aa'4-  (j^'-i-  yy'  =  O,  •        a'2+  ^T^^.  y''  =  ' . 
P 


on  trouve 

■i  R 


quantité  positive  pour  /i  infiniment  petit,  positif  ou  négatif. 

Centre  de  courbure.  —  Le  centre  de  courbure  C  s'obtient  en 
portant  sur  la  normale  principale  MN',  dans  la  concavité  de  la 
courbe,  une  longueur  MG  égale  au  rayon  de  courbure  R.  Les 
coordonnées  du  point  G  sont  égales  à  celles  de  M,  augmentées  des 
projections  de  MG  sur  les  trois  axes;  elles  ont  donc  pour  expres- 
sions 

(G)  ^+Ra',        7-i-RP',        ^-+-Ry'. 

Cercle  osculateur.  — -  Le  cercle  osculateur  est  le  cercle  situé 
dans  le  plan  osculateur,  décrit  du  centre  de  courbure  comme 
centre,  avec  le  rayon  de  courbure  comme  rayon. 

Appeli..   —  Elcinciits  d'Analyse.  —  st.  21 
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194.   Courbes  gauches.  Tableau  de  formules  : 

(Courbe)  x=f(u),        y  =  o{u),         z  —  'i>{u) 


(  Arc  )  ds  =  s/dx"-  +  dy'^  -h  dz'-  ; 

_  ,  x-^      \~r      z-z 


dx 

dx 

ds 

=  2t, 

dT. 

cl' 

ds  " 

R' 

dy  dz                                                                ^ 

dy  _  Q  dz  _ 

ds   ~  ^'  ds  -''' 

^  -  E  ^  -  jÎ-                         '                       ^ 

ds~  K'  ds~  V,''                                                l 

2  /d^\1                                                                                          ^ 

ds 


R2  \dsl  '  V^5/ 
'-  T' 
6/^  /         \ds  ) 


dy!"        a'  «?|3"        P'  ^' 


ds    ~  T'  ds         T  '  6^5         T  ' 

^a'\2     fd^'y     f^V 
'dJ  /^[ds 


T       .1    _(dot.'y 


VI.  —  APPLICATION  AUX  HELICES. 

195.    Hélice  circulaire.  —  J^es  coordonnées  d'un  point  de  cette 
courbe  sont  données  par  les  formules  suivantes  (n"  179)  : 

x=:.acosii^         j^  =  asinM,         z=^ku^ 

le  pas  étant  ét>al  à  27:/ .  On  a 

dx  =  —  a  sin  u  du,         dy  =  a  cos  u  du^         dz  =  /  du^ 


ds  =  \l a^  -i-  A  2  du. 


Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sonl  alors 

dx  a  sin  u 


f^^  s/ a'  -t-  A2 

^j        dy  «  cos  a 

''~  ds  ~       sja'  +  k'- 

^         dz  _  k 

^  "   ds  '"       ^a2+/f2 
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On  déduit  de  ces  formules  <ia,  (i,3,  <iy,  et  l'on  a 
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OL 

dT. 

~  ds 

a  cosu 

R 

a2  -+-  /c2 

.3' 

d^^ 

ds 

a  sin  u 

li 

~       a'^  +  /.-^ 

T 
R 

-%-'■■ 

Fig.  io3. 

X 

Élevant  ces  équations  au  carré  et  ajoutant,  on  a 

R^  -  (a2+/,2)2'  ^-        ^— • 

Puis,  eil  remplaçant  R  par  cette  valeur, 

y.' =  — cosw,         P' =  — sinw,         y'=o. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  MjN'  sont  donc 
égaux  et  de  signes  contraires  à  ceux  du  rayon  OP;  cette  noi> 
maie  MjN'  est  parallèle  à  PO;  elle  est  normale  au  cylindre,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu  (n*^  181). 

INous  pouvons  maintenant  calculer  c/a',  <ij3',  dy',  et,  en  divisant 
par  ds^  nous  avons 

a         a"        d(x.'  sin  M 

^        8"        d'^'  cosM 

R        T  ~   ds   ~       ./«2  ^_  /^i  * 


R        T         ds 
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Faisant  la  somme  de  ces  carrés,  on  a 


I  I 

Ri  +  T^ 


d'où,  d'après  la  valeur  de  R, 

I  k'  ,„        a- 


T2  (rt2_^/.2)i 


T  = 


Connaissant  a,  [i,  v,  R  et  T,  les  dernières  formides  donnent  a", 

Nous  ne   ferons  pas   ce   dernier  calcul,   qui   serait  une    simple 

vérification,  car  les  valeurs  de  a',  p',  v"  résultent  imnK'diatement 

de  l'équation   du  plan   osculateur   (n"    181),   la    binormale    étant 

perpendiculaire  à  ce  plan.  Nous  nous  bornerons  à  remarquei-  que 

la  formule 

^  =-  I_  l! 
ds  R        r 

donne,  actuellement,  puisque  v'  est  nul, 

T 


ou,  d'après  les  valeurs  de  T,  R,  y 


1 
a 


Cette  valeur  étant  négative,  la  binormale  MN"  fait  avec  O:;  un 
angle  obtus.  Elle  est  donc  dirigée  comme  le  montre  la  figure  io3. 

Remarque  I.  —  En  partant  des  valeurs  de  a",  p",  y",  telles 
qu'elles  résultent  de  l'équation  du  plan  osculateur,  on  pourrait 
calculer  directement  T  à  l'aide  des  formules 


a' 
T 

= 

doi' 

T 

=f. 

T'  _  di 
T         ds 

I 

xi 

-\ds 

y- 

(f)' 

*(f)' 

Remarque  II .  —  On  voit  que,  dans  une  hélice  circulaire,  les 
rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  constants.  Nous  verrons 
plus  loin  que,  réciproquement,  toute  courbe,  pour  laquelle  R  elT 
sont  constants,  est  une  hélice  circulaire. 
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196.  Hélice  quelconque.  —  Considérons  un  cylindre  quel- 
conque dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  O;,  et,  sur  ce 
cylindre,  une  hélice  obtenue  en  enroulant  sur  lui  un  plan  dans 
lequel  on  a  tracé  une  ligne  droite.  Prenons  pour  axe  0:r  la  per-* 
pendictdaire  abaissée  d'un  point  A  de  l'hélice  sur  Oz  {fig-  io4). 

Fig.   io4. 


'^ 


A      >c 


Soient  M  un  point  de  l'hélice,  P  sa  projection  sur  le  plan  des  xy. 
Le  lieu  de  P  est  la  section  droite  du  cylindre,  dont  nous  désigne- 
rons l'arc  par  t  : 

arcAP  =  t. 

Nous  appellerons  s  Varc  de  ^ hélice  : 

arcAM  =  5. 

Si  l'on  exprime  les   coordonnées   du  point  P  en  fonction  de  ^, 
on  a 

(P)  oc  =  fit),         y  =  ^{t),  z  =  o.  I 

L'arc  AP  étant  égal  à  i,  on  a 

donc 

Appeh)ns  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  AP  en  P  : 
comme  t  est  l'arc  AP,  on  a'(n*'  192) 

d- x\'-      J d-y  \  - 


p2        V  dL^  I  \  dl""  ) 


-  ^f'Hn  +  'j'^t). 
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Ceci  posé,  passons  à  Fliclice,  lieu  du  point  M.  Ce  point  a 
mêmes  coordonnées  ûC  et  y  que  P;  son  ordonnée  MP  =  g  est  pro- 
portionnelle à  l'arc  AP  :  donc 

(M)  ^=f{t),       y  =  ^{t),       z=.Kt, 

X  désignant  une  constante  positive.  D'après  cela. 

dx=zf{t)dt,         dy  =  o'{t)dt,         dz  =  \dt, 


On  a 


ds  =  \/ doc-"^  -h  dy'^  -l-  dz^  =  y/ 1  -4-  X-  dt. 


Comme  y  est  constant,  la  tangente  fait  un  angle  constant  avec 
les  génératrices  du  cylindre,  propriété  élémentaire  bien  connue. 

j^  .       doL     d?j     d-f 

rormant  ensuite  -r-j  -7^)  -r  ^  on  a 
ds     ds^    ds 


y!        fit)             ^'         i'{t) 
R  ~  I  +  X2'          H  -  1  +  X2' 

y' 

d'où,  en  ajoutant  les  carrés, 

1     .  f"Ht)^o"-\t) 

R2                     (l  +  X2)2 

OU,  d'après  la  valeur  de  -, 

R  =  p(i-t-X2). 

Le  rayon  de  courbure,  en  M,  varie  donc  proportionnellemeni 
au  rayon  de  courbure  correspondant  de  la  section  droite. 

Gomme  y'  est  nul,  la  normale  principale  est  perpendiculaire  aux 
génératrices  du  cylindre,  et  comme  elle  est  perpendiculaire  à  la 
tangente,  en  M,  à  l'hélice,  elle  est  normale  au  cylindre.  Le  plan 
osculateur  d'une  hélice  quelconque  contient  donc  la  normale  au 
cylindre  en  ce  point.  C'est  là  une  propriété  qui  tient  au  fond  à  ce 
que  l'hélice  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la 
surface  du  cylindre.  jNous  verrons  plus  tard  que,  sur  une  surface 
quelconque,  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  est  une 
courbe  telle  que  la  normale  principale,  en  chacun  de  ses  points, 
coïncide  avec  la  normale  à  la  surface. 
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Revenons  à  rhéliee  et  ealculons  sa  torsion.  Comme  y'=  o,  on  a 


ds 

et,  par  suite 

1 

-l-\- 

Le  cosinus 

,     ,  ,         X 

\'l  +  K' 

y2-f-T'^+ t"'=i. 

el  que  y'  ^sl 

nul,  il  vient 

f  =  +\/i-T^-=+    ...-      . 

;  eomme  on  a 


Alors  la  dernière  formule  donne 


flans  (M'tte  formule,  on  voit  qu'il  faut  prendre 


s/  1  -+-  >.-2 

puisque  R  cl  T  sont  positifs.  On  a  done 


Ainsi,    dans    une  hélice    quelconque,   le    rapport  du  rayon  de 

courbure  au  rayon  de   torsion  est  constant .   Nous  verrons  plus 

i> 
tard  que,  réciproquement,  toute  courbe  gauche,  pour  laquelle  — 

est  constant,  est  une  hélice. 

Remarquons,  en  outre,  que,  v"  étant  négatif,  la  binormale  MN' 
est  placée  comme  le  montre  la  figure. 

Remcirque  géométi-lcfue.  —  11  est  aisé  de  démontrer  géométri- 
(ju^ment  que  la  normale  principale  d'une  hélice  est  normale  au 
cylindre.  En  effet,  la  tangente  à  l'hélice  faisant  un  angle  constant 
avec  la  direction  fixe  Oz  des  génératrices,  le  cône  directeur  des 
tangentes  est  un  cône  de  révolution  autour  de  Oc,  et  la  courbe  a-, 
découpée  par  ce   cône   sur  une   sphère   de  rayon   i,  est  un  petit 
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cercle  dont  le  pôle  est  sur  O:;  {f^S''  loV).  I^a  lan<;ente  AF  à  la 
courbe  0-  est  alors  perpendiculaire  au  plan  AOc,  et,  comme  elle 
est  parallèle  à  la  normale  principale,   cette  dernière  est  perpendi- 

Fig.  io5. 


culaire  au  plan  AO:?,  c'est-à-dire  au  plan  tangent  au  cylindre  sur 
lequel  est  tracée  l'hélice. 

197.  Courbes  sinistrorsum  et  courbes  dextrorsum.  —  Dans  les 
figures  précédentes,  nous  avons  représenté  des  hélices  dextror- 
sum tournant  de  gauche  à  droite.  Pour  ces  hélices,  le  trièdrcMf, 
MN',  MN'',  formé  par  la  tangente  {fig.  io3  et  io4),  la  normale 
principale  et  la  binormale,  dont  les  sens  positifs  sont  déterminés 
par  les  conventions  adoptées,  est  disposé  de  telle  façon,  qu'un 
observateur,  ayant  les  pieds  en  M,  la  tête  en  t  et  regardant  dans 
l'angle  N'MN",  voit  MN'  à  droite  et  MN"  à  gauche.  Dans  une 
hélice  tournant  de  droite  à  gauche,  la  disposition  du  trièdre  est 
inverse. 

Si  l'on  considère  maintenant  une  courbe  gauche  quelconque, 
on  voit  qu'aux  environs  d'un  point  M,  elle  peut  affecter  deux 
allures  différentes,  suivant  que  le  trièdre  des  directions  posi- 
tives M^,  MN',  MN"  présente  une  disposition  ou  l'autre.  Si  cette; 
disposition  est  la  même  que  dans  une  hébce  sinistrorsum,  on  dit 
que  la  courbe,  au  point  M,  est  sinistrorsum;  sinon,  elle  est 
dextrorsum. 

On  peut  se  rendre  compte  aussi  de  l'existence  de  ces  deux  cas, 
en  remarquant  que,  sur  une  petite  étendue,  un  arc  de  courbe 
^aiicli<.'  ({iielcon(|iie  peut  être  assimilé  à  un  arc  d'hélice  circulaire; 
alors  cet  arc  d'hélice  peut  tourner  de  gauche  à  droite  ou  de  droite 
à  gauche. 
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VII.  -  EXERCICES  SUR  LES  COURBES  GAUCHES. 

198.  Ligne  dont  la  courbure  est  nulle.  —  Si  l'on  cherche  la 
ligne  dont  la  courbure  est  nulle,  —  =  o,  en  chaque  point,  on  doit 
évidemment  trouver  une  droite.  En  effet,  les  formules 


dy.        a' 
'ds  ""  R  ' 

d^        P' 
ds  ~  R' 

«?Y      y' 

ds        R 

deviennent  alors 

da 

d^ 

^5 

Elles  montrent  que  a,  [ii,  y  sont  constants.  La  tangente  à  la 
ligne  ayant  une  direction  fixe,  prenons  l'axe  Oz  parallèle  à  cette 
direction,  nous  aurons 

a  =  G,  {3  =  o,  y  =  I 
^u 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

On  en.  conclut 

07  =  A,        ^  =  B,         ^  =  5 -I- G, 

A,  B,  G  étant  des  constantes.  La  ligne  est  donc  une  droite  paral- 
lèle à  O^. 

199.  Lig-ne  dont  le  plan  osculateur  est  indéterminé  en  chaque 
point.  —  Pour  que  le  plan  osculateur  soit  indéterminé,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  osculateur  soient 
nuls  en  tous  les  points' de  la  ligne  : 


On  en  conclut 


dyd-^z 

-dzd-^ 

■y  =  o, 

dz  d^x- 

-dxd'- 

Z  =  o, 

dx  d'-y  ■ 

-  dy  d-^ 

■X  —  0. 

d'-x 
dx 

d\y 
dy 

d'-z 
dz 
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Tout  d'abord,  la  relation 

d-x        d- z 
dx  dz 

donne,  en  intégrant, 

L  dx  =  L  dz  +  L  rt, 

a  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

dx  =  a  dz,         X  =  az  -i-  h, 

h  étant  une  nouvelle  constante.  De  même  la  relation 

d-^y  _  ^ 
dy  dz 

donne 

y^bz-^k, 

h  et  k  étant  deux  constantes.  Les  deux  équations  ainsi  obtenues, 
X  "=  az  -{-  h^         y  =  b z  ■+■  k, 

définissent  une  lione  droite. 

o 

200.  Courbe  dont  la  torsion  est  nulle.  —  Nous  allons  montrer 
qu'une  courbe,  dont  la  torsion  est  nulle  en  tous  ses  points,  est 
plane.  En  effet,  si  -  =  o,  les  formules 


dy!'        7.'  d^"        P'  dy"        y' 

donnent 


^5        T'  ds        t'         ^^        T 


doL"  d&'  dy" 

-7-  =  o,  -}-  =  o,  —j-  =  o. 

ds  ds  ds 

Donc  a",   ^\  j'  sont  C07isfants  et  la  binorniale  a  une  direction 
fixe.  Prenons  l'axe  Oz  parallèle  à  cette  direction,  nous  avons 

a"  =  o,  [f  =  o,  y"  z:^  I . 

Alors  le  plan  osculateur  est  perpendiculaire  à  O^,  et  l'on  a 

dy  d'^z  —  dz  d-y  =  o, 
dx  d^  z  —  dz  d^x  =  o. 

Ces  deux  équations  sont  du  premier  degré  en  dz  et  d-z',  comme 

le  déterminant 

dy  d^  X  —  dx  d-y 
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ne  peut  pas  être   nul,  car,   s'il  était  nul,  le  plan  osculateur  serait 

indéterminé,  on  a 

dz  =:  o,         <r/-2  =  o, 

c'est-à-dire 

la  courbe  est  donc  située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy. 

201.  Une  courbe,  le  long  de  laquelle  ^  est  constant,  est  une 
hélice.  —  Pour  démontrer  ce  théorème,  remarquons  cjue  les  for- 
mules 


r/a 

y! 

^.3 

'p' 

^T 

Y 

ds 

==r' 

ds 

^  ÏÏ' 

ds 

=  R' 

dy! 

a' 

d^" 

^' 

df 

t' 

ds 

-t' 

ds 

-  Fp, 

ds 

1' 

donnent,  par  division,  en  supposant  -  =  a, 

dy."  —  A  <^a,  d'~f  —  X  d^,  dr"  =  X  dy. 

Gomme  A  est  supposé  constant,  on  a.  par  l'intégration, 

a"  =  À  a  —  rt ,  [i"  =  X  ,S  —  6 ,  y"  —  X  y  —  c, 

OÙ  a,  /v,  c  sont  des  constantes  crintégration.  Multipliant  la  pre- 
mière de  CCS  équations  par  a,  la  deuxième  par  fi,  la  troisième  par  y 
et  ajoutant,  on  a  . 

(i)  o  =  X — ('aa+ è^S -h  cy), 

car 

aa"-f- p^"+yy"=  0,  a^  h-  [32  +  y2  =  i. 

Cette  relation  (  i  )  montre  cjue  a,  6,  c  ne  peuvent  pas  être  nuls 
en  même  temps,  car  elle  donnerait  A  =:  o.  Elle  exprime  que  la 
tangente  à  la  courbe  fait  un  angle  constant  a\  ec  la  direction 

(D)  f=^  =  f. 

abc 

En  effet,  appelons  0  l'angle  de  la  tangente  avec  cette  direction  D^ 
on  a 

aoc-hèp  +  cy  X 


cosO 


v/a2-}- Z>2-f-c2        /a2 
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9  est  donc  constant.  On  en  conclut  que  la  courbe  est  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
direction  (D).  En  effet,  si,  par  les  différents  points  de  la  courbe, 
on  mène  des  parallèles  à  (D),  on  obtient  un  cylindre,  dont  la 
courbe  coupe  les  génératrices  sous  un  angle  constant.  En  déve- 
loppant ce  cylindre,  on  transforme  la  courbe  en  une  droite. 

202.   Une  courbe,  dans  laquelle  R  et  T  sont  constants,  est  une 

hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  —  En  effet,  tt,  étant 

constant,  la  courbe  est  une  hélice.  Or  nous  avons  vu  (n°  196)  que, 
dans  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quelconque,  le  rayon  de 
courbure  R,  en  un  point  quelconque,  est  en  rapport  constant  avec 
le  rayon  de  courbure  o  du  point  correspondant  de  la  section  droite 
du  cylindre.  Si  donc  R  est  constant,  p  Test  aussi  et  la  section 
droite  du  cylindre  est  un  cercle.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 


VIII.  —  ÉTUDE   D'UNE   COURBE   GAUCHE  DANS  LE  VOISINAGE 
D'UN  POINT  NON  SINGULIER. 

203.   Développements  des  coordonnées  en  fonction  de  l'arc. 
Prenons  comme  origine  un  point  O  de  la  courbe,  pour  axe  des  x  la 
tangente,  pour  axe  des  y  la  normale  principale,  pour  axe  des  ::  la 
binormale.  Soient  M  un  point  de  la  courbe  voisin  de  O,  5  Tare  OM, 


a,  p.  V,  a',  (i',  v',  a",  p\  y"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  (h' 
la  normale  principale  et  de  la  l)inormale  en  ce  point,  R  et  T  les 
rayons  de  courbure  cL  de  torsion  au  même  point.  Au  point  O, 
,v  est  nul,  R  et  T  prennent  les  valeurs  Ro  et  Ty,  et  les  neuf  cosinus 
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])rennent,  à  cause  du  choix  des  axes,  les  valeurs  suivantes  : 

f   ao  =  I,  Po  =  o,  To  =  o, 

(i)  «0=0^  !^o=  ':  To=  o, 

f  a;;r=o,  ^1=  o,  y'o=  [. 

Les  coordonnées  .r,  j',  z  du  point  M  sont  des  fonctions  de  .9  : 

que  nous  développerons  par  la  formule  de  Mac-f.aurin  en  remar- 
cjuant  que/(o),  ^(o),  '}(o)  sont  nuls  : 

a-  =  sf  (o)  4-  |/'(o)  +  |/"(o)  +.  .  .  , 
Z   =S'h'(o)  +i'<];"(o)+~f"(o)+.... 

Calculons    les    premiers    coefficients    de    ces    développements. 

/A         1^  1       I  .     •  <^^    (Jy    (i^  ,  .        o 

Un  a  d  abord,  en  écrivant  que  -y  j  -r->  -7-  sont  eoaux  a  a,  p,  v 

^        rt.ç      ds      as  ^  7  17,7 

I  ,    •  ,  1  <n?a  a' 

dérivant  encore  jnir  rapport  a  5,  et  remplaçant  —  par  —,...,  on  a 

dérivant  encore  une  fois,  en  désignant  par  R'  la  dérivée  de  R  par 
rapport  à  s  et  rappelant  que  -^  =  —  —  —  —  ,  etc.,  il  vient 

•^    ^^  R^^        R2        RT' 


Si  l'on  fait,  dans  ces  fornmles,   .ç  z=  o,  les  neuf  cosinus   se  ré- 
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diiisenl  aux  valeurs  du  TaLleau  (i)  et  l'on  a 


/'(o)  =  i 

,          ç'(o)  =  o. 

•yfo)  =  o, 

/'(o)  =  o, 

'^"(o^^i' 

•y'(o)  =  o, 

1 

f'(o)=-|, 

•'j"'  { ,\\           ^ 

^^0 

•'''-       H„T,> 

/"'(o)  = 
Les  développements  x,  y,  z  sont  donc 

5-^ 


(2) 


37 

— 

i:  — 

6HI 

f-. . 

5'- 

^3 

I^f) 

I 

^^ 

•^Ho 

1         6 

Ha 

s-^ 

1 

6l^oTo 


Si  l'arc,  s  =  CM,  est  inlîniment  petit,  a:  est,  par  rapport  à  .s-,  du 
premier  ordre,  y  du  second,  z  du  troisième;  x  a  le  signe  de  5,  j'  a 
le  signe  +  et  ^  celui  de  —  s'\  \a\  courbe  a  donc  la  disposition  indi- 
quée sur  la  figure  io6,  où  Ton  a  ponctue  la  partie  de  courbe  située 
au-dessous  du  plan  des  xy.  Comme  ^  change  de  signe  avec  s,  on 
retrouve  ce  théorème  que  \e  pla/i  oscillateur  traverse  la  courbe. 

20 i.  De  tous  les  plans  passant  par  O,  le  plan  osculateur  en  O 
est  celui  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe.  Eu  effet,  un 
plan  passant  par  O  a  pour  équation 

AX  ^BY  — CZ  =  o. 

La  distance  du  point  M  {^x,y,  z)  à  ce  plan  est 

En  remplaçant  x^y^  z  par  les  dévelop])ements  (2).  on  voit  que, 
si  A  n'est  pas  nul,  0  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  5;  si  A  est  nul,  sans  que  B  le  soit,  le  plan  passe  par  la  tan- 
gente et  ne  coïncide  pas  avec  le  plan  osculateur,  0  est  du  deuxième, 
ordre;  si  A  et  B  sont  nuls,  le  plan  coïncide  avec  le  plan  osculateur 
en  O,  0  est   du  troisième  ordre.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

2O0.  Cercle  osculateur  ou  cercle  de  courbure.       Soient  M  un  poiut 
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delà  courbe  {fig-  io6),  A  sa  projection  sur  le  plan  osculateur  xOy 
en  O,  P  sa  projection  sur  la  tangente  Ox.  Nous  allons  d'abord 
démontrer,  comme  pour  une  courbe  plane,  que  le  rayon  de  cour- 
bure Ro,  au  point  O,  est  donné  par 


2MP 


quand  M  tend  vers  O.  Pour  cela,  remarquons  que,  dans  le  triangle 

rectangle   MAP,    l'angle   en   P,   que  nous  appellerons  Q,   mesure 

Tangle  du  plan  OPM  avec  le  plan^Oy,  osculateur  en  O.  Quand  M 

tend  vers  O,  le  plan  OPM,  passant  par  la  tangente  Ox  et  le  point  M 

infiniment  voisin  de  O,  tend  vers  le  plan  osculateur  en  O,  xOy^ 

et  9  tend  vers  zéro. 

Comme  on  a  ~ 

AP  =  MPcosO, 

on  voit  que 

ôp'      ôp' 


2MP        iAP 

et  comme  cosO  tend  vers  i , 


cos6, 


,.      OP"       ,.      OP"        ,.      x^ 

2MP  2AP  2J 


car  OP  =  x^  AP  =y.  D'après  les  développements  (2),  on  a 


5» 
x^  *'"~3RI 


Ro         3    Wl  ~^"' 

en   divisant  le   numérateur  et  le  dénominateur  par  s-  et  faisant 
tendre  ensuite  s  vers  zéro,  on  trouve 

lim  ~  -  Bo. 

>y 

ce  qui  démontre  la  proposition  que  nous  avions  en  vue. 

Nous  conclurons  facilement  de  ce  résultat  le  suivant,  que  nous 
avons  déjà  établi  pour  les  courbes  planes  : 

Le  cercle  de  courbure^  en  un  point  O  cV  une  courbe^  est  la 
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limite  d\in  cercle  tangent  en  O  à  la  courbe  et  passant  par  un 
point  M  infiniment  voisin  de  O . 

En    cfTct,    soit   Oy    riiitersectioii  du   plan   OPM   avec  le   plan 
des  yz]   le  centre   C  du   cercle  tangent  à  Ox  et  passant  par  M 


■- --'M' 


se  trouve  sur  Oy' .   Appelons  R'  le  rayon  de  ce  cercle  et  M'  le 
deuxième  point  où  PM  rencontre  ce  cercle  :  on  a 


OP 


PM  X  PM'; 


mais  PM'  est  égal  à  :^.R'  -  PM;  donc 


OP    =  PM(-2l\'-  PM), 
PM         ÔP' 


R'  = 


2  PxM 


Quand  M  tend  vers  O,  le  plan  OPM  tend  vers  le  plan  oscula- 
teur  xOy  au  point  O.  Oy'  tend  vers  Oy,  le  centre  C  tend  vers 
un  point  Gq  de  O  >'  et  le  rayon  R'  tend  vers  le  rajon  de  cour- 
bure Ro,  car.  dans  la  formule  donnant  R',  PM  tend  vers  zéro,  et 

iôp' 


PM 


tend  vers  Rq. 


Le  cercle  considéré  tend  donc  vers  le  cercle  de  courbure  en  O. 

Remarque.  -  De  même  que  dans  les  courbes  planes,  le  cercle 
osculateur,  en  un  point  O.  est  la  limite  \ers  laquelle  tend  un 
cercle  passant  par  le  point  O  et  par  deux  points  de  la  courbe 
inliniment  voisins  de  O.  ISous  nous  bornerons  à  énoncer  ce  théo- 
rème. 
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IX.  -  DÉVELOPPEMENT  D'UNE  SURFACE  DÉVELOPPABLE 
SUR  un' PLAN. 

206.  Figure  schématique  d'une  courbe  gauche.  —  On  peut  se 
représenter  une  courbe  gauche  comme  un  polygone  gauche 
ABCDE...  d'un  nombre  infiniment  grand  de  côtés  intiniment 
petits.  Les  tangentes  sont  alors  les  prolongements  des  côtés  BB', 
ce  ...;  les  plans  osculateurs  sont  les  plans  de  trois  sommets 
consécutifs  ABC.  BGD,  ...;  les  cercles  de  courbure,  les  cercles 
passant  par  trois  sommets  consécutifs  ABC,  BCD, 

207.  Une  surface  développable  peut  être  exactement  appliquée 
sur  un  plan.  -  C'est  cette  propriété  qui  est  l'origine  du  nom  de 
surface  déi' eloppab  le  :  Y  opération  qui  consiste  à  appliquer  la  sur- 
face sur  un  plan  s'appelle  le  développement  de  la  surface. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  nous  généraliserons  le  mode  de 
raisonnement  employé,  dans  les  éléments,  pour  développer  les 
cônes  et  les  cylindres. 

Considérons  l'arête  de  rebroussement  comme  un  polygone 
ABCDE...  d'un  nombre  infiniment  grand  de  côtés  infiniment 
petits.  Les  tangentes  successives  à  l'arête  de  rebroussement  sont 
les  prolongements  des  côtés  du  polygone  ;  une  première  tangente 
est  ABB',  une  deuxième  BCC,  une  troisième  CDD', Les  tan- 
gentes définissent  une  surface  polyédrale  dont  les  faces  sont  les 
angles  BBC,  CCD',  D'DE',  ...  que  nous  numérotons  1,  2, 
3,  . . .  {fig'  io8).  Cette  surface  polyédrale  a  pour  limite  la  surface 


développable  quand  le  polygone  ABCDE...  devient  une  courbe. 
On  peut  développer,  sur  un  plan,  cette  surface  polyédrale  de  la 
taçon  suivante  : 

Faisons  tourner  le  plan  de  la  face  1  autour  de  BCC,  de  façon  à 

Appiii.L.  —  Êlcmcnts  d'Analyse.  —  st.  22 
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l'amener  dans  le  prolongement  de  la  face  2.  Faisons  ensuite  tourner 
Fensemble  des  faces  1  et  2  ainsi  obtenu,  autour  de  CDD',  jusqu'à 
ce  qu'il  se  place  dans  le  prolongement  de  la  face  3.  Puis  faisons 
tourner  l'ensemble  des  faces  1,  2  et  3  ainsi  obtenu  autour  de 
DEE'  jusqu'à  ce  qu'il  se  place  dans  le  prolongement  du  plan  de  la 
face  4,  et  ainsi  de  suite.  JNous  arriverons  finalement  à  mettre  toutes 
les  faces  de  la  surface  poljédrale  dans  un  même  plan,  et  nous 
aurons  ainsi  le  développement  de  la  surface  sur  un  plan. 

208.  Quand  on  applique  sur  un  plan  une  surface  développable, 
le  rayon  de  courbure,  en  un  point  de  l'arête  de  rebroussement,  ne 
change  pas.  —  Pour  démontrer  ce  théorème,  remarquons  (|ue. 
dans  l'opération  que  nous  venons  de  faire  pour  dévelop])er  la  sur- 
fa?ce  polyédrale,  dont  les  faces  sont  1,  2,  3,  ...,  les  certes  et  les 
angles;  du  polygone  ABCDE. . .  restent  les  mêmes.  Pour  les  côtés, 
la  proposition  est  ésidente.  Pour  les  angles,  quand  on  amène,  par 
une  rotation  autour  de  BCCV,  la  face  1  sur  le  prolongement  de  la 
face  2,  Taiigle  ABC  du  polygone  ne  change  pas,  carie  ccMé  AB. 
tournant  autour  de  BC,  décrit  un  cône  de  révolution  d'axe  BC. 
De  même,  quand  on  amène  les  faces  de  l'ensemble  1  et  2.  ainsi 
obtenu,  à  coïncider  avec  le  prolongement  de  la  face  3,  par  une 
rotation  autour  de  CDD',  l'angle  BCD  ne  change  pas,  et  aiîisi  (]e 
suite.  11  résulte  de  là  que  les  rayons  des  cercles,  [)assanl  par  trois 
sommets  consécutifs  du  polygone,  ABC,  BCD,  ...  ne  changcnl 
pas.  Quand  les  côtés  du  polygone  tendent  vers  zéro,  le  ])olygone 
devient  une  courbe  et  les  cercles,  passant  par  trois  sommets  consé- 
cutifs, deviennent  les  cercles  de  courbure  aux  différents  points  de 
la  courbe.  Comme  ces  cercles  ne  changent  j)as  dans  le  dé\eloj)])e- 
ment,  le  rayon  de  courbure,  en  un  point  de  i'aréte  de  rebroussc- 
ment,  reste  inaltéré  dans  le  déveloj)pement. 

209.  Application.  —  Le  théorème  [)récédent  donne  un  moyen 
de  voir  ce  (|ue  devient  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface 
développable,  quand  on  dévelop])e  la  surface. 

Pour  cela,  on  prendra  un  point  ()  comme  origine  des  ares, 
0'M=  5,  sur  l'arête  de  rebroussement,  et  l'on  calculera  l'expression 
du  ray(jn  de  courbure  R  de  rareté,  en  un  point  quelconque  M,  en 
fonction  d<'  l'are  s  : 
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Par  le  développement,  l'arête  de  rebroiissement  devient  une 
courbe  plane  toa,  co  étant  ce  que  devient  le  point  O'  et  jj.  ce  que 
devient  le  point  M.  La  courbe  plane  wa  a  même  longueur  d'are 
que  l'arcte  de  rebrousscmeut 

a  rc  CD  ij.  =  s 
et  même  rayon  de  courbure  en  a  : 

Pour  trouver  la  courbe  urj.,  on  est  donc  ramené  à  trouver  une 

1m  g.  lOf,. 


courbe  plane,  connaissant  le  rayon  de   courbure  en  fonction  de 
Tare,  problèmes  que  nous  avons  résolu  au  n^  167. 

Par  exemple,  si  Tarête  de  rebroussement  est  une  hélice  circu- 
laire, Pi  est  constant  (n"  19o)  ;  donc,  par  le  développement  de  la 
surt"a(;e  développable  formée  ])ar  ses  tangentes,  l'hélice  circulaire 
se  transforme  en  une  courbe  plane  ayant  un  rayon  de  cour- 
hure  constant  Pi,  c'esl-à-dire  en  un  cercle  de  rayon  R. 


X.  -  DEVELOPPEES  ET  DEVELOPPANTES. 

i210.  Développées.  —  Considérons  une  courbe  quelconque, 
j)lane  ou  gauche  C,  et  menons-lui  une  suite  de  normales  formant 
une  surface  développable,  c'est-à-dire  admettant  une  enveloppe. 
Celte  enveloppe  (arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pabhî  formée  |)ar  les  normales  considérées)  s'appelle  une  déve- 
lop/)ée  de  la  courbe. 

D'après  cela,  une  courl)e  a  une  inhnité^le  développi'cs.  En  eft'et, 
prenons  arbitrairement  une  normale  MoN^  au  point  Mq.  Au  point 
voisin  M,,  on  peut  mener  une  normah^  M|N,  rencontrant  MoNq 
en  un   point  iN,;  il  siiflil,  jjour  cela,  de  joindre  M,    au  j^ointlS^, 


3^0  cHAPirni-:  xi. 

où  le  plan  normal,  en  M,,  coupe  M^No-  De  même,  au  point  IVL,. 
voisin  de  M, ,  on  peut  mener  une  normale  M2N2  rencontrant  M,  JN  , 
en  un  point  INo,  ...,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient,  de  cette  façon, 
une  surface  poljédrale  dont  les  arêtes,  constituées  par  les  prolon- 
gements des  côtés  du  polygone  NoN<  No N3. . .,  sont  toutes  nor- 
males à  la  courbe. 

Si  l'on  suppose  que  les  points  Mo,  M|,  M2,  M3,  ...  se  rapprocbenl 
indélîniment,  cette  surface  poljédrale  devient  une  surface  dévc- 
loppable  dont  toutes  leS  génératrices  sont  normales  à  la  courbe; 


le  polygone  NoNjNoNa. ..  devient  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface  développable,  c'est-à-dire  une  développée  de  la  courbe. 

On  a  donc  ainsi  une  développée  tangente  à  une  normale  ini^ 
tiale  MqNo  arbitrairement  choisie. 

211.   Propriété  fondamentale  des  développées.     -  Considérons 
une  développée  D,  de  la  courbe  C;  soit  MM^  une  normale  à  C, 


en  M,  tangente  à  D,,  en  M,  {fig.  i  i  1  )•  Désignons  par  /  la  lon- 
gueur de  cette  normale 

/  =  MiM, 

et  par  5,  l'arc  de  développée  0,M,,  compté  à  partir  d'une  origine 
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fixe  O,,  de  telle  façon  que  la  tangente  M,  M  soit  menée  dans  le 
sens  des  arcs  Si  positifs.  Soit  M'jM'  une  normale  infiniment  voi- 
sine à  C  tangente  à  D| ,  en  M'j,  l-^-dlla  longueur  de  M'^  M/. 

D'après  la  formule  générale  donnant  la  différentielle  de  la  lon- 
gueur d'un  segment  de  droite  (n*^  172),  on  a 

dl  =  —  MM'  ces  ÎNIMM^  -  M,  M;  cos  M[  Mj  M. 

Mais  cos  M' MM,  =  o,  car  MM,  est  normale  à  MJNl'  ;  cos  M,  M,  M:=  i , 
car  M,  M  est  tangente  à  la  développée  D,  ;  enfin 

Ml  m;  =  dsi. 
On  a  donc 

dl  ~  —  dsi. 

Intégrant  et  désignant  par  c  une  constante, 

l  ^  Si=  c. 

Donc  la  somme  de  M,  M  et  de  Varc  0,M,  est  constante.  La 
développée  étant  supposée  connue,  on  peut  tracer  mécaniquement 
la  courbe  G  en  prenant  un  fil  inextensible  de  longueurs,  attachant 
ce  fil  en  Oi  et  Fenroulant  partiellement  sur  la  développée  de  O, 
en  M,,  en  le  maintenant  tendu  de  M,  en  M.  L'extrémité  M  du  fil 
décrit  la  courbe  G. 

On  pourra  démontrer,  comme  exercice,  que  la  normale  princi- 
pale M,N',  à  la  développée  au  point  M,  est  parallèle  à  la  tangente 
^\t  en  "Vf  à  la  courbe. 


212.  Courbes  planes.  —  Une  courbe  plane  possède  une  déve- 
loppée située  dans  son  plan;  elle  possède,  en  outre,  une  infinité 
de  développées,  dans  l'espace,  qui  sont  des  hélices  tracées  sur  le 
cylindre  droit,  ayant  pour  base  la  développée  plane. 

Développée  plane.  —  Les  normales  à  la  courbe,  situées  dans  le 
plan  de  la  courbe,  ont  évidemment  une  enveloppe  qui  est  la  déve- 
loppée plane.  Le  point  de  contactM^  dhine  de  ces  normales  avec 
la  développée  est  le  centre  de  courbure  M,  de  la  courbe  donnée., 
relativement  au  pied  M  de  la  normale.  En  effet,  ce  point  de 
contact  M,  est  le  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment 
voisines,  c'est  donc  (n"^  159)  le  centre  de  courbure.  Ainsi  la  déve- 
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loppce  plane  d'une  courbe  plane  esl  aussi  le  lieu  des  centres  de 
courl)ure  de  la  courbe.  Le  tracé  de  cette  courbe  donne  donc  la 
représentation  graphique  de  la  variation  du  rayon  de  c()url)ure. 


Exemples.  — •    Ellipse.   —   Soit  Tellipse,  ra])|)ort 


ee  îi  ses  axes. 


— -    -i-  -y-     —   \    z=    i). 

a-        b- 


Les  coordonnées  d  un  point  '^\\x^  y)  de  la  courbe,  en  t'onclion 
d'un  paramétre  //.  sont 

X  —  a  coiu,        y  —  bs\r\ii. 

L'équation  de  la  normale  à  l'ellipse,  au  point  jM(j^,y),  est 

(X  —  x)  dx  -4-  (  Y  —  y)  dy  =  o, 
ou 

—  (X  —  a  cos  w)  a  sin  «  -f-  (  Y  —  h  sin  w)  b  cosu  =  o, 

ou  enfin,  en  remplaçant  a- —  ù-  par  c-  et  divisant  par  cos?/  s'iuUy 


a\  b\ 


cosu        mn  Li 


c-  =  o. 


Pour  obtenir  le  point  de  contact  de  cette  droit<'  a\ec  son  env 


loppe,  il  faut  associer  à  l'équation  précédente  sa  dérivée  par  rap- 
port au  paramètre  ((  : 

aX  s'inif        bY  cos  u 


cos-//  sm-u 


En  résohant  ces  deux  équations  |)ar  ra[)porl  à  \  el  \,  o 
coordonnées  du  point  de   contact  M,,   c'est-à-dire  du  centre 
courbure  de  l'ellipse,  relatif  au  point  INI  i/ig-  '  12). 


n  a  les 
de 
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On  trouve  ainsi 
(M,)  X 


c2 


COS'^  II, 


Y  =:  —  —  sin3  a. 


Onand  u  \arie  de  o  a  -,  le  poinl  M,  décrit  un  arc  de  courbe, 
situé  au-dessous  de  O^,  tangent  à  Ox  au  point  C  /  X=  — ,  Y  = 
qui  est  le  centre  de  courbure  relatif  au  sommet  A.  et  tangent  à  Or 
au  point  D  (X  =  o,  Y  1= — t)^  4^'^  ^^^  ^^  centre  de  courbure 
relatif  à  B.  , 

On  achève  ensuite  la  courl^e  par  symétrie. 

On  pourrait  décrire  l'ellipse  avec  un  fil;  en  prenant  un  fil  attaché 
en  l).  enroulé  sur  Tare  DM|C,  puis  tendu  jusqu'à  A  extrémité 
du  fil.  Si  l'on  déroule  ce  lil,  en  le  maintenant  tendu,  son  extrémité 
décrit  l'arc  AMB;  elle  arrive  en  B  quand  le  (il  est  entièrement 
déroulé. 

Cycloïde.  —  La  cjcloïde  est  engendrée  par  un  point  M  d'une 
circonférence,  de  rayon  a,  roulant  sur  un  axe  fixe  O^  {fi§''  ï  i3). 


Supposons  que  le  point  qui  décrit  la  courbe  parte  de  O  :  alors, 
quand  le  cercle  roulant  est  dans  une  position  quelconque,  on  a, 
en  appelant  1  le  point  de  contact,  01  =  arclM.  Quand  le  cercle 
roulant  a  fait  un  demi-tour,  le  point  M  est  au  point  le  plus  haut  F 
de  l'arc  de  courbe  et  le  point  de  contact  est  en  E  à  une  distance 
OE  =  -«,  égale  à  la  demi-circonférence  roulante. 

Ce'ci  posé,  la  normale  en  M  est  MI  et  le  centre  de  courbure  M^ 
s'obtient  en  prenant  1M<  =  IM  (n°  157).  La  développée  est  le  lieu 
du  point  M,. 
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Prolongeons  P'E  d'une  longueur  EO,=  :>a:=FE  et  menons 
par  0|  une  parallèle  0^x^  à  O^.  Puis  considérons  le  cercle  symé- 
trique du  cercle  roulant  par^rapport  à  Ooo',  ce  cercle  touche  OtOCt 
en  un  point  1,  ;  il  passe  évidemment  par  M,.  Nous  allons  montrer 
que 


arcI,Mi=  OiIj 


En  effet. 


arcIiMi=7:a  — arcIMi=:  Oi:  — arcIM  =  OE  —  01  =  Kl  =  OiI,. 

L'arc  I,M,  étant  égal  à  0|I,,  on  peut  considérer  le  lieu  du 
point  M,,  comme  décrit  par  un  point  d'une  circonférence  I,Mil, 
de  rayon  a,  roulant  sur  O^Xi.  Quand  la  circonférence  IMB  roule 
sur  0:r,  la  circonférence  I|  M,  I  roule  sur  0^  j;,  dans  le  même  sens, 
et  quand  M  arrive  en  F,  M,  arrive  en  Oi;  le  mouvement  conli- 
nuant,  M  va  de  F  en  Oo  et  M,  remonte  de  0|  en  Oj.  La  déve- 
loppée de  la  cycloïde  OFOo  est  donc  formée  des  deux  moitiés 
d'une  cycloïde  égale  à  la  proposée,  Tare  OM,  0|  étant  égal  à  FO2 
et  l'arc  OjOo  à  OMF;  ces  deux  arcs  sont  d'ailleurs  égaux 
entre  eux. 

En  attachant  en  0<  un  iil  0|F  de  longueur  0,F  et  l'enroulant 
sur  la  développée  vers  la  droite,  ou  vers  la  gauche,  l'extrémité  F 
du  fil  décrit  les  deux  arcs  FOo  ou  FO. 

213.  Développées  dans  l'espace  d'une  courbe  plane.  —  Soient 
une  courbe  plane  C,  sa  développée  plane  D,  et  une  développée 
gauche  Do.  D'un  point  M  de  la  courbe  partent  deux  normales, 
l'une  MM,  tangente  en  M,  à  la  développée  plane  D,,  l'autre  MM2 

Fie.  I.',. 


tangente  en  M^  à  la  développée  Do.  Tout  d'abord,  la  projection 
de  Do  sur  le  plan  de  la  courbe  coïncide  avec  D,.  En  effet,  la  pro- 
jection de  la  normale  MMo  se  fait  sur  MM,  ;  si  des  droites  sont 
tangentes  à  une  courbe  dans  l'espace,  il  est  évident  que  leurs  pro- 
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jections  sur  un  plan  sont  tangentes  à  la  projection  de  la  courbe  ; 
actuellement  les  droites  MMo  sont  tangentes  à  Do,  leurs  projections 
MM,  sont  donc  tangentes  à  la  projection  de 'Do.  Ainsi  D,  est  la 
projection  de  D2  ;  le  point  de  contact  M,  est  la  projection  du  point 
de  contact  Mo.  La  développée  gauche  est  donc  tracée  sur  le  cylindre 
droit,  ajant  pour  base  la  développée  plane  D, . 

Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  plane  donnée,  le  plan 
MM, Mo,  tangent  au  cylindre  le  long  de  M, Mo,  s'enroule  sur  le 
cylindre  et  les  deux  droites  MM,  et  MMo  s'enroulent  sur  les  déve- 
loppées D,  et  Do.  La  développée  Do  est  donc  une  hélice  tracée 
sur  le  cylindre  droit  de  base  D, . 

214.   Développantes.  —  On  appelle  développante  d'une  courbe 

une  autre  courbe  dont  elle  est  la  développée.  Etant  donnée  une 

courbe  C,,  pour  construire  une  de  ses  développantes,  il  suffit  de 

porter  sur  chacpie   tangente   M, M  de  la   courbe  une  longueur  / 

telle  que 

arcOi  Ml  -\-  l  —  c, 

C  désignant  une  constante  (^n*^  2M). 

En  faisant  varier  la  valeur  de  cette  constante,  on  obtient  une 
infinité  de  déveloj^pantes.  Si  l'on  choisit  l'arc  0,A  égal  à  c,  on  peut 
dire  aussi  qu'on  prend  sur  chaque  tangente  M,  M  une  longueur 
M, M  égale  à  l'arc  M,  A.  La  développante  considérée  coupe  la 
courbe  au  point  A  {fig- 


Les  diverses  développantes  d'une  même  courbe  sont  des  courbes 
parallèles  :  en  effet,  si  Ton  considère  une  deuxième  développante 
A'M',  les  tangentes  aux  deux  développantes,  en  M  et  M',  sont  per- 
pendiculaires à  M, MM'  et,  par  suite,  parallèles.  La  longueur  MM' 


est  constante  et  égale  à  Tare  AA'. 


La  détermination  analytique  des  développantes  d'une  courbe 
exige  une  intégration,  car  elle  exige  le  calcul  de  la  longueur  5,  de 
l'arc  O, M,. 
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215.  Exemples  de  développantes.  —  \'\Développante  de  cercL^. . 
—  Considérons  la  déxeloppante  qui  pari  du  ])oint  A,  situé 
sur  OiP;  on  l'obtient  en  portant,  sur  chaque  tan^eute  M, M,  une 
longueur  MiM,  égale  à  Tare  AM^.  Soient  u  Fangle  AOM,,  a  le 
rayon  du  cercle,  les  coordonnées  du  point  M,  sont 

^i  =  acos?<",         yi  =  as\nu. 

L'arc  AM^  étant  égal  k  au,  on  a  M, M  =  an.  En  projetant  0M^^1 
sur  les  axes,  on  a  les  coordonnées  x  et  y  du  point  M 

X  =^  a  co'i  a -^- au  sm  u , 
y  =  a  sin  u  —  au  cos  u . 

On  peut,  avec  ces  formules,  construire  la  courbe.  La  tangente, 
en  M,  est  parallèle  au  rayon  0M^. 

Fiii.  II 6. 


La  courbe  AM,  ainsi  trouvée,  a  pour  développée  plane  le  cercle 
donné  :  elle  a  donc  (n°  213)  pour  développées  gauches  des  hélices 
tracées  sur  le  cylindre  droit  ayant  pour  base  le  cercle. 

2"  Développante  dUme  chaînette.  —  Soit  une  chaînette  ayant 
pour  équation 

ai   -^         --\       ' 

Nous  allons  déterminer  la  développante  partant  du  sommet  Bde 
la  courbe  sur  Taxe  Oy  [voyez. \si  fîgure^43  du  n"  65). 

Soit  M  un  point  de  la  chaînette.  On  obtient  le  point  correspon- 
dant de  la  développante  en  [)ortant,  sur  la  tangente,  une  lon- 
gueur MC  égale  à  l'arc  BM.  Or  nous  avons  vu  (n^'  65)  que  le 
point  G  s'obtient   en  abaissant  du  pied  P  de  Tordonnée  de  M  une 


\ 
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perpcinliculairc  PC  sur  la  Laiîi;eiilc  cl  que  la  luni;ueiir  P(^  est 
('jL^alr  à  a.  La  langciile,  en  (1,  à  la  (lé\el()[)|)anle,  étant  perj)endicii- 
laire  à  CM,  se  eonlond  avec  (^P.  l^a  (lévcl()p[)anle,  partant  de  B, 
e>l  donc  iinc^  e<)iirl)e  tclh;  que  la  lon<;ueur  de  ses  tangentes  Cl* 
jusqu  à  Taxe  O^'  soit  constante-.  C'est  la  courbe  aux  tangentes 
égales  étudiée  au  n"  147. 

Les  au!  res  déscloppanles  de  la  chaincntc  seul  des  courbes  paral- 
lèles à  la  eour!)e  aux  langentes  égales. 

!216.  Remarque  sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
gauche.  —  Nous  avons  \u  plus  liaut  que,  dans  une  courbe  plane, 
le  lieu  des  centres  de  courbure  est  une  développée  de  la  courbe. 

Mais  il  faut  remarquer  que,  pour  une  courbe  gauche^  le  lieu 
des  centres  de  courbure  n'est  Janiais  une  développée  de  la 
courbe.  Nous  ne  nous  arrêterons  ])as  à  démontrer  cette  pro[)osition. 
On  poui'ra  \érilier  tacilement  que  les  normales  principales  à  une 
courbe  gauche  n'ont  pas  cV enveloppe^  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition énoncée. 
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FONCTIONS  DE  DEUX  VARIABLES. 

PLAN  TANGENT  A  UNE  SURFACE.  -  1\IAXIMA  ET  MINIMA. 

ENVELOPPES.  —  COURBURE. 


I.  —  SERIES  DE  MAC-LAURIN  ET  DE  TAYLOR.     ' 

217.  Représentation  géométrique  d'une  fonction  de  deux 
variables.  —  Soit  une  fonction  z  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  r, 

Par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  O^,  Oj',  O  z,  celte  équa- 
tion représente  une  surface,  qui  figure  géométriquement  la  varia- 
tion de  la  fonction  c. 

2i8.  Développements  en  série  de  puissances  entières  et  posi- 
tives des  variables.  —  Soit  d'abord  la  fonction 


(  [  —  a7)(  I  —  y) 


à  développer  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  et  y. 
Les  identités 


I X 

I  —  yi 


donnent,  en  multipliant  membre  à  membre, 

I  xn  -I-  y'i  —  xi'y'^ 


=  i -^  X -^ y  -\-  x"^ -{-  xy  -\- y- -h  x^ -^  x^-y  -H  xy^ -^ y^-^  .  .  .-y  xP  ^yi- 
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Si  1  on  fait  croître  j)  et  q  indéfiniment,  en  supposant  x  et  y 
moindres  que  i  en  saleur  absolue.  xP,  yP  tendent  vers  zéro  et  l'on 
a  le  développement 


(i-.r)à-j) 


I  -i-  X  -{-  y  -\-  .r-  -f-  xy  -f-  y- 


ly, 


où   les    exposants    m   et  n  prennent  toutes  les  valeurs  positives 
entières.  Ce  développement  est  absolument  convergent  pour 


—  1  <  a? 


—  I<JK<I 


Cas  <^énéraL  -—  Prenons  maintenant  une  série  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  positives  croissantes  de  deux  variables  x 
etj: 


(  i)  «0,0  -^  «i,0"''  -^  «o,ir  -i-  «2,0^-  4-  «1,1-2:7  +  «0,27-  -+- 


Clm,nX'^'y" 


OÙ  lïi  et  11  prennent  toutes  les  valeurs  entières  et  positives,  les 
coefficients  constants  «q  <,,  «,  0,  ^o.r  ••''  ^mn  ^^^  succédant  sui- 
vant une  loi  déterminée. 

On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Une  série  de  la  forme  (1)  est  convergente  pour  des  valeurs 
de  x  et  y  comprises  dans  des  intervalles  symétricjues  par  rap- 
port à  zéro. 

On  démontre  ce  théorème  par  un  raisonnement  qui  est  Texten- 
sion  naturelle  de  celui  qui  a  été  employé  au  n*^  83. 

Supposons,  en  effet,  que  la  série  (i)  soit  convergente  pour 
.T  =  a,  r  =  ri;  nous  allons  démontrer  qu'elle  est  convergente  et 
même  absolument  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  jk> 
telles  que 

V- 


<I 


<I 


et 


dési^rnant  les  valeurs  absolues  de  -  et  - 


■Lw  effet,  la  série  étant  convergente  pour  x  =  a.  y 
;énéral 


3.  le  terme 


tend  vers  zéro,  quand  l'un  des  entiers  m  et  n  croît  indéfiniment, 
ou  (luand  ces  deux  entiers  croissent  indéfiniment  suivant  une  loi 


35o 
qiielconqiK 
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Vima,n,n^-"'P"=  o. 


On  peut  donc  assigner  des  valeurs  m'  cl  n   assez  grandes  poui 
qu'on  ail 

pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  n  telles  que 


Cela  j)osé,  écrivons  la  série  (i)  sous  la  forme  su  i^  an  te  : 

La  série  se  compose  d/abord  d'un  nombre  limité  de  termes  poiii- 
lesquels  les  exposants  m  et  n  sont  moindres  que  m'  et  n  \  pour  les 
autres  termes,  en  nombre  illimité, 

711  ^  ni ,         n  ^  n\ 
on  a 

\a,„,,,y-"''^"\<i 

<^t,  par  suite,  pour  la  valeur  absolue  du  term(^  général, 

« -"?"(f)    ftj  i<  f     '" 

Or  la  série,  dont  le  terme  iiénéral  est 


X  I'" 
7. 


<'st  convergente,  d'après  le   cas   particulier  pi-éec-dent,  et  a  pour 
somme    . 

T 


dès  que 


[-i^ij[-ifij 


<^         Mf    <i 


La  série  proposée  est  donc  absolument  convergente,  dés  (pie  œ 
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ce  qui  démontre  le  théorème. 

t219.   Interprétation  géométrique.  —  Si  Ton  appelle  z  la  somme 
(le  la  série 

(•2)  ^  =  ao,o+«i,o-27-f-ao,ijK^-.  .  .+ «/;:,,i^'-J""^  +  o,.  0, 

la  fonction  c  définie  par  cette  relation  existe  pour 


<i, 


<i. 


Si  donc  l'on  considère  dans  le  plan  des  xy  les  quatre  droites 

^  =  — ^-,      y=±^i 

ces  quatre  droites  forment  un  rectangle  ABCD  {/Ig-  i  17)7  et,  pour 

Fig.  117. 


c    ,    i 


tout   ]>oint   P  de   coordonnées  x  et  j'  situé  dansée  rectangle,  la 
leur  de   0  existe.   On  peut  donc  dire  que  l'équation  (2  )  définit 
portion  de  surface  courbe  A'B'CM)'  se  projetant  horizoïitale- 


\  a 

UIK 


ment  sur  le  rectangle  ABCD. 


On  a  ainsi  l'extension  aux  fonctions  de  deux  variables  du  théo- 
rème rencontré  antérieurement  pour  les  fonctions  d'une  variable 
(ii«83). 

On  peut  appeler  ABCD  le  rectangle  de  convergence  de  la 
série  (i). 

220.  Différentiation  et  intégration  des  séries  de  puissances 
entières  et  positives  de  deux  variables.  —  Lue  série  telle  que  (i) 
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dt'tiuil,  dans  le  reclungle  de  convergence,  une  lonelion  de  x  et  v, 

f{oc,y)  =  ao,o-+-  «1,0^ -4- «0,1  r -h  .  .  .-i-  a,-;i,/:^"'''y'-H- ••  • 

On  peut  démontrer,  comme  pour  le  cas  d'une  variable,  les  deux 
théorèmes  suivants  que  nous  énonçons  seulement  : 

i^  Si  Von  prend  les  dérivées  partielles  de  tons  les  termes 
de  la  série  f{oc^  y)  par  rapport  à  x  ou  à  y,  la  nouvelle  série 
obtenue  converge  dans  le  même  rectangle  que  la  première  et  a 
pour  somme  la  dérivée  partielle 

f'x       ou      /;.. 

'2^  Si  V  on  multijdie  tous  les  termes  de  la  série  par  dx  et  si 
Von  intègre^  par  rapport  à  x^  de  v>  à  x,  la  nouvelle  série 
obtenue  est  convergente  dans  le  même  rectangle  que  la  pro- 
posée et  a  pour  somme 

r  * 

f{x,y)dx. 


£ 


On  a  un  théorème  semblable  pour  Vautre  variable  y. 

221.   Série  de  Mac-Laurin  pour  une  fonction  de  deux  variables. 

—  Etant  donnée  une  fonction  de  deux  variables /(^r,  )),  propo- 
sons-nous de  la  développer  en  une  série  procédant  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  x  el  y  : 

Le  problème  est  de  calculer  les  coefficients  a,,,  ,^  quand  la  fonc- 
tion est  donnée.  Pour  cela,  prenons  les  dérivées  successives  des 
deux  membres  par  rapport  à  x  el  y  : 

àf 


^  =  «1,0-^  2a2,o^-i-     «l,lj' 

àf 

ai,i,rH-  2rtc,27 

=  2  «2,0  H- .  •  •  , 

à\f 

âx'  ôy 

=   «1,1  +  -.-, 

à\f 
(Jy- 

--  2ao,2-^.    ., 
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les  termes  non  éerils  contenant  x  ou  y  en  facteur.  Dans  tous  cesv 
développements,  faisons  :r  =  o,  y  :=  o;  nous  avons 

«o,.=/(o,o).  «.,»=(^)„'  ««•■=(f)„' 

I  i,r-f\  (  ,r-f  \  I  /0'-f\ 

"^•''=l(^A'       «'•■=l,tej7Jo'       ""•'=îl'"5^j.' 

On  a  ainsi  le  développement  demandé 
/(,,,r,-/(o,.)^-,(g)_»,-{|)_ 

où  les  indices  o  signifient  que,  après  avoir  pris  les  dérivées,  il  faut 
y  remplacer  :r  etjK  p^«i*  o. 

On  a  ainsi  l'extension  à  deux  variables  de  la  série  de  Mac- 
La  u  ri  n. 

Pour  que  ce  développement  soit  applicable,  il  faut  : 

Q/    ()/n-hn  /•   \ 
ue   toutes  les   dérivées   ( -^  )     soient  finies  et  déter- 

minées; 

2^  Que  la  série  soit  convergente  pour  certaines  valeurs  de  x  ely  ; 
3^  Qu'elle  ait  alors  pour  somme  la  fonction  donnée /(.r,  y). 

Si  l'on  suppose  ces  conditions  remplies,  la  série  représente  la 
fonction  /(.x,  y)  pour  toutes  les  valeurs  de  ^  el  y  qui  la  rendent 
convergente,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  et  jk  com- 
prises, respectivement,  dans  des  intervalles  symétriques  par  rapport 
à  zéro. 

Géomélj'lquement^  si  Ton  considère  la  surface 

la  série 

représente  la  portion  de  cette  surface  qui  se  projette  sur  le  plan 
des  xy  dans  un  certain  rectangle  ABGD  {fig.  1 1")- 

Auti'cs  notations.  —  Désignons  par  />,  q^  /-,  .v,  t  les  dérivées 

Appkll.  — •  Élcincuts  d'.inali/xc.  —  st.  23 
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ar  rapport  à  x  et  y  iyvoyez  n° 

6): 

i)z             i)f                              <)z 
P  ~  ô^    ^  tv'             "^  ~  ày    ~ 

"11. 

<P  z              ()'-  f 

~  ()x  ()y        ()x  <)y 

Convenons  en  outre  de  désigner  par  Zq^  /)o5  ^o?  ''o^  "^o,  ^o  les 
valeurs  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  pour  x  =  o,  y  =z  o.  Nous 
pourrons  alors  écrire  les  premiers  termes  du  développement  de  la 
façon  suivante  : 

z  =  ^o  +  />o^+  ^oJK  +  -(roX^-h  -îSoxy  -^  toy^) -+-... 

222.  Série  de  Taylor.  —  La  série  de  Mac-Laurin  permet  de 
développer  la  fonction 

(3)  z=f(x.y) 

pour  les  valeurs  de  x  el  y  situées  dans  un  rectangle  ayant  pour 
sommet  l'origine,  et,  par  suite,  d'étudier  la  surface  représentée 
par  l'équation  (3),  dans  le  voisinage  du  point  où  elle  coupe 
l'axe  O^. 

Si  l'on  veut  étudier  la  même  fonction /(^,  y)  dans  le  voisinage 
d'autres  valeurs 

X  =  a^         y  z=.  b, 

on  ramène  ce  cas  au  précédent  en  posant 

^7  =  a -h  a?',  y  =z  b -\- y\ 

et  l'on  étudie  la  fonction 

f{a^x'.  b  -\-y'), 

pour  des  valeurs  de  x'  et  y'  voisines  de  zéro.  Si  l'on  développe 
cette  fonction  de  x'  et  y'  suivant  les  puissances  positives  et  crois- 
santes de  x'  et  y\  on  doit,  pour  former  les  coefficients  du  déve- 
loppement, calculer  les  valeurs  des  dérivées  partielles 

àf       ,)/       i)\f         <Pf 
ox         ()y         (Ix  -        o.f  ()y 
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pour  x'  =^y'  ^=  o,  c'est-à-dire  les  valeurs  des  dérivées 

^,   'IL,   'tl,   JIL, 

()x       ()y       à.T^        ()x  ()y 
pour  X  =^  a^  y  =^  b]  nous  désignerons  ces  valeurs  par 

<)a        ()b        <)a~        àa  àb 
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On  a  alors  le  développement 


f(a-^x',  b-hy)=f(a,  b)^x''-£  -^y'j^ 


ou  encore,  en  appelant 


()a^ 


/?,      q,      ?\      s,      t 


les  valeurs  des  dérivées  premières  et  deuxièmes  de  j\x^  y)  pour 
x  =  a,y  =  b, 

(1)  f{<^-^^'^  b  -hy)=f{a,  b)-^px'^qy 

H (/-x'^-^isx'y  -{-  ty'^)  -^. .  .. 

Ces  développements  sont  convergents  pour  les  valeurs  de  .r'etj' 
comprises  dans  des  intervalles  symétriques  par  rapport  à  zéro. 

Fiff.  iiS. 


d 

>1 

o 

•cb 

/ 

/ 

'/ 

/ 

X.' 

Au  point  de  vue  géométrique,  considérons,  sur  la  surface,  le 
point  R  dont  la  projection  O'  sur  le  plan  rOy  a  pour  coor- 
données a  et  b.  Le  cliangement  de  variables 


X  =■  a  -^  X 


y 


■y 
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revient  à  transporter  les  axes  de  coordonnées,  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  au  point  O',  en  0'.r',  O' y' ,  O' z'  {fig''-  i  i8). 

Par  rapport  à  ces  nouveaux  axes,  la  surface  a  pour  équation 

z^f{a-^x'.b-\-y). 

Le  développement  en  série  (4)  suivant  les  puissances  de  x'  et  y' 
est  convergent  dans  un  rectangle  situé  dans  le  plan  des  x' y' ^  ayant 
son  centre  en  O'  et  ses  côtés  parallèles  aux  axes;  ce  développement 
représente  donc  la  portion  de  surface  qui  se  projette  horizontale- 
ment dans  ce  rectangle. 

Autre  notation.  —  Cliangeant,  dans  le  développement  (4), 
a  eV  h  Q,n  X  et  jk^  oc'  et  >'  en  li  et  /:,  on  a  le  développement 

ou  encore 


f{x-^lKy  +  k)  =f{x,  y)  -i-  ph  +  qk  +  -  (  rli^  -+-  islik  -H  tk^-')  + .  .  . , 

développement  convergent  pour  des  valeurs  de  A  et  A' suffisamment 
petites  en  valeur  absolue. 


II.     -  PLAN  TANGENT  A  UNE  SURFACE. 

223.   Définition  et  équation.  —  Soient  une  surface  ayant  pour 
équation 

et  un  point  M  de  cette  surface  ayant  pour  coordonnées  ^,  j',  -3. 
Par  définition,  le  plan  tangent  en  M  est  le  lieu  des  tangentes 
menées,  en  M,  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  par  le 
point  M.  Imaginons  une  courbe  quelconque  MC  tracée  sur  la 
surface  et  passant  par  M  { Jig.  i  if))-  Le  long  de  cette  courbe,  les 
coordonnées  d'un  point  sont  des  fonctions  d'un  paramèlre  u 
vérifiant  identiquement  la  relation 
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Quand  on  fait  varier  u  infiniment  peu,  le  point  M  subit,  sur  la 
courbe  C,  un  déplacement  infiniment  petit  MM'  ayant  pour  pro- 
jections les  différentielles  dx^  dy^  dz  des  coordonnées  regardées 
comme  fonctions  de   u.   Les  équations  de    la    tangente    M/  à   la 


courbe  C  sont  alors,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  cou- 
rantes, 

X  —  rY  —  >-Z  —  s 


(I) 


dx  dy  dz 


Comme  les  fonctions  x,  j',  z  de  la  variable  n  vérifient  identi- 
quement la  relation 

on  a,  en  appliquanl  la  règle  de  différentiation  des  fonctions  com- 
posées, / 

d^  =  fx  dx -\- fy  dy , 

relation  que  nous  écrirons 

(2)  dz  =  p  dx  -h  q  dy, 

en  désignant,  pour  abréger,  par  p  et  q  les  dérivées  partielles  de  z 
par  rapport  à  .r  et  r  :  * 

OU.  encore 

<)z  ôz 

p  =  —  ,  q  =  -—. 

(Ix  oy 

En  remplaçant  dans  l'équation  homogène  (2)  dx^  dy,  dz  par  les 
quantités  proportionnelles  X  —  x,  Y  — JK,  2,  —  3  tirées  des  équa- 
tions (i)  de  la  tangente,  on  a  l'équation  du  lieu  des  tangentes 

(3)'  z  —  z  ::=- p(X  —  x) -h  q(\  ^y).    ■ 

Telle  est  Téquation  du  plan  tangent  au  point  (.r,  )',  z). 
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224.    Normale.   —  La  normale  au  point  (,r,  .>',  s)  à  la  surface, 
étant  la  perpendiculaire  au  plan  tangent,  a  pour  équations 

(4)  i^  =  Iz:Z  =  î^.        ^ 


225.  Cas  où  la  surface  est  définie  par  une  équation  non  résolue. 
—  Soit 

(5)  F(^,jK,  ^)  =  o 

l'équation  de  la  surface.  Cette  équation  définit  z  comme  une  fonc- 
tion implicite  de  x  ei  y  qu'on  peut  désigner  par 

Pour  calculer  la  dérivée  partielle  de  z  par  rapport  à  .^,  —  =/?, 

on  prendra  la  dérivée  du  premier  membre  de  (5)  par  rapport  à  x^ 
en  j  regardant  z  comme  fonction  de  x  :  on  a  ainsi 

ou 

On  a,  de  même,  en  difFérentiant  par  rapport  à  )', 

Ces  relations  donnent  les  valeurs  de  p  eX  g  :  en  les  portant  dans 
les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale,  on  obtient  les 
équations  : 

/  (Plan  tangent)     (X  —  ip)  F^ -+- (  Y  -  jk)  F;.+ (Z  -  ^')  FI  =  o; 

(6)  !         ^^  ,    ^  X-^        Y -y        Z-  z 

(Normale)  ___  ^  _-^  ^  ___  . 

Nous  prendrons,  ordinairement,  les  équations  du  plan  tangent 
et  de  la  normale  sous  les  formes  (3)  et  (4).  Quand  l'équation  de  la 
surface  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  Zj  on  se  rappellera  que  p  elq 
sont  définis  par  les  relations 

f;,  f;. 
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226.  Points  singuliers.  —  Il  peut  se  faire  qu'en  un  point  (.r,  y^  z) 
de  la  surface  déiinie  par  l'équation 

F(a?,  jK,  ^)  =  o, 

les  trois  dérivées  partielles 

F^,     F;,     Fi 

soient  nulles  toutes  les  trois.  Alors  l'équation  du  plan  tangent 
sous  la  forme  (6)  n'existe  plus.  Les  valeurs  àa p  et  q  apparaissent 
sous  forme  indéterminée.  Les  points  spéciaux  pour  lesquels  cette 
circonstance  se  présente  s'appellent/?o//^/.s'  singuliers  de  la  surface. 
En  un  tel  point,  les  tangentes  aux  diverses  lignes  tracées  sur  la 
surface  ne  forment  plus  un  plan,  mais  un  cône  dont  le  degré  peut 
être  plus  ou  moins  élevé.  Par  exemple,  le  sommet  d'une  surface 
conique  est  un  point  singulier  de  la  surface  :  les  tangentes  aux 
diverses  courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface  conique  forment 
évidemment  un  cône  qui  se  confond  ici  avec  la  surface  conique 
elle-même. 

227.  Remarque.  —  T.a  tangente  à  une  courbe  en  un  point  M  est 
la  limite  d'une  droite  joignant  le  point  M  à  un  point  M'  infiniment 
voisin.  Il  ne  faudrait  pas  croire  que  le  plan  tangent  à  une  surface 
en  un  point  M  est  la  limite  d'un, plan  passant  par  M  et  par  deux 
points  infiniment  voisins  M'  et  W  pris  sur  la  surface.  Le  plan  MjVFM'^ 
tend  vers  des  positions  limites  diverses  qui  dépendent  de  la  façon 
dont  les  points  M'  et  M"  tendent  vers  M  en  se  déplaçant  sur  la 
surface. 

Par  exemple,  si  les  points  W  et  IVI"  tendent  vers  M  de  façon  que 
les  droites  MM'  et  MM"  tendent  vers  deux  tangentes  distinctes  à 
la  surface,  le  plan  MM' M"  tend  vers  le  plan  tangent,  car  sa  position 
limite  contient  deux  tangentes  à  la  surface.  Mais  si  les  points  M'  et  M" 
tendent  vers  M  en  suivant  tous  deux  une  même  courbe  tracée  sur 
la  surface  par  M,  le  plan  MM' M"  tend  vers  le  plan  oscula'teur  à 
cette  courbe  et  non  vers  le  plan  tangent  à  la  surface. 

228.  Position  d'une  surface  par  rapport  au  plan  tangent  dans  le 
voisinage  du  point  de  contact.  —  l^renons,  sur  une  surface 
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un  point  déterminé  A  de  coordonnées  a,  b,  c  : 

ayant  pour  projection  O'  sur  le  plan  des  xy;  appelons/»  et  q  les 
valeurs  des  dérivées  -y-  et  -j-  en  ce  point,  /•,  s  et  t  les  valeurs  des 

1 ,   •    ,  ,      à^  z      ()^  z  ô-z  ,  .         c^    .         , , 

dérivées  secondes  -r— >  -; — :—  et  -r-ii  ^ii  même  point,  boient  M  un 
()x^     <)x  Oy         ()y^  "^ 

point  de  la  surface,  voisin  du  point  A,  P  sa  projection  sur  le  plan 
des  xy]  pour  étudier  la  surface  dans  le  voisinage  du  point  A, 
transportons  l'origine  au  point  O',  projection  du  point  A  sur  le 
plan  xOj',  et  prenons  de  nouveaux  axes  O' x' y' z'  parallèles  aux 
anciens  {fig.  120).  Nous  aurons 

x  =  a  +  x',  y  =  b-hy, 

et  l'ordonnée  z  conservera  la  même  valeur. 

Les  quantités  x'   et  y'   sont  les   coordonnées   du    point    P  par 
rapport  aux  axes  O' x' ,  O' y' .  La  valeur  de  z  en  fonction  de  x  et  ]' 

devient 

z=f(a-i-x\b-{-y) 

ou,  en  développant  par  la  formule  de  Tajlor, 

^7)  ^  ~  f[a.  b)  -i-  px'-{-  qy' ^ (/-a^'^-f-  -^sx' y' -^  ty''^)  -+-.... 

L'ordonnée  MP  rencontre  le  plan  tangent  en  A  en  un  point  M, 

Fig.  120. 


dont  nous  appellerons  z^  l'ordonnée  M,  P.  Comme  le  plan  tangent 
en  A  a  pour  équation,  par  rapport  aux  anciens  axes, 

'       Z  — c  =/?(X  — a)-h<7(Y  — />), 
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et  que  les  coordonnées  du  point  P  sont 

l'ordonnée  ^i  du  plan  tangent  est 

Zi=  c  +-px' -^  q y. 

La  quantité  c  étant  égale  iif{a^  6),  on  voit  que  l'ordonnée  Zi  du 
plan  tangent  s'obtient  en  s'arrêtant  aux  termes  du  premier  degré 
inclus,  dans  le  développement  de  l'ordonnée  z  d'un  point  M  de  la 
surface  suivant  les  puissances  de  x'  et  >*'. 

Pour  voir  comment  la  surface  est  placée  par  rapport  au  plan 
tangent,  faisons  la  différence  z  —  ^i  des  coordonnées  MP  et  M,  P. 
On'a 

(8)  z  —  zi=  -(rx'2+  2sx'y~+-  t.y'^)  +.  .  ., 

où  les  premiers   termes  non    écrits    sont   du    troisième  degré    en 

x'  et  y. 

A  chaque  position  du  point  V  voisine  de  O'  dans  le  plan  x' O' y 
correspond  ainsi  une  valeur  de  la  différence  z  —  Z\.  Si  cette  diffé- 
rence est  positive^  le  point  M  de  la  surface  est  au-dessus  du  plan 
tangent  en  A;  si  elle  est  iiéf^ative^  il  est  au-dessous  ;  si  elle  est 
Jiulie,  le  point  M  est  dans  le  plan  lani>ent^  car  il  se  confond  alors 
avec  M,. 

Intersection  de  la  surface  avec  le  plan  tangent.  —  Pour 
obtenir  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  tangent  en  A,  il  suffit  de  chercher  le  lieu  des  points 
P(.7;',  r)  tels  que  la  valeur  correspondante  de  c    —  z^  soit  nulle  : 


La  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  ./')''  a  donc  pour 
équalion  " 

(  9  )  o  «=  /•  :r '2  H-  •>.  s  x' y  -}-  ^  r'^  _+-...  ^ 

les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  troisième  degré  en  x'  et  j/'. 
Cette  équation  ayant,  comme  termes  de  moindre  degré,  des  termes 
du  second  degré,  représente  une  courbe  ayant  un  point  double 
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à  l'origine  O'.  Pour  voir  quelle  est  la  nature  de  ce  point  double 
écrivons  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  à  l'origine 

(9  his)  rx"^-^  -isx'y'-h  t y''^  =  o. 

Cette  équation  représente  deux  droites  qui  peuvent  être  imagi- 
naires^ ou  réelles  et  distinctes^  ou  réelles  et  confondues.  De  là 
trois  cas  à  distinguer  : 

Premier  cas  :  Soit  d'abord  rt  —  s-  positif.  —  L'équation  (9  bis) 
représente  alors  deux  droites  imaginaires  :  la  courbe  d'intersec- 
tion de  la  surface  avec  le  plan  tangent  en  A  présente  donc  en  pro- 
jection un  point  isolé  en  O';  elle  a,  dans  l'espace,  un  point  isolé 
en  A.  Dans  ce  cas,  le  plan  tangent  n'a  donc,  dans  le  voisinage 
immédiat  du  point  A,  d'autre  point  commun  avec  la  surface  que  le 
point  de  contact  A  lui-même. 

Si  le  point  P(.t',  r')  se  déplace  dans  le  voisinage  immédiat  du 
point  O',  par  exemple  en  tournant  autour  du  point  O',  la  diffé- 
rence z  —  3,  ne  s'annule  pas,  puisque  la  projection  de  la  courbe 
d'intersection  n'a  aucune  branche  réelle  passant  par  le  point  C; 
cette  différence  conserve  donc  un  signe  constant  et  la  surface  est, 
dans  le  voisinage  immédiat  du  point  A,  d\in  même  côté  du  plan 
tangent. 

Pour  se  rendre  compte  du  signe  constant  de  z  — ^  ^,,  il  suffit  de 
remarquer  que,  x'  et  r'  étant  très  petits,  le  signe  de  z  —  g,  est  le 
même  que  le  signe  du  groupe  des  termes  de  moindre  degré 

.  rx'^'-\-  isx'r'-\-ty'^  ; 

ces  termes  forment  un  trinôme  en  x' ^  dont  les  racines  sont  imagi 
naires,  car  rt  —  .v^  >>  o  ;  ce  trinôme  est  constamment  du  signe  de 
et  aussi  du  signe  .de  t,  car  r  et  t  ont  nécessairement  le  même  signe. 
Si  donc  /•  >  o,  z  —  Zt  est  positif  sm  voisinage  de  O',  et  la  surface 
es!,  aux  environs  du  point  A,  au-dessus  du  plan  tangent;  si  r  <<  o, 
z  —  z-i  est  négatif;  la  surface  est,  aux  environs  du  point  A, 
au-dessous  du  plan  tangent. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  la  surface  possède,  au  point  A,  une 
courbure  totale  positive.,  ou  encore  qu'elle  est  convexe  en  ce 
point. 
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Exemples.  -  Par  exemple,  un  ellipsoïde,  un  hjperboloïde  à 
deux  nappes,  un  paraboloïde  elliptique  sont  des  surfaces  connexes 
en  chacun  de  leurs  points.  Un  tore  est  convexe  en  tous  les  points 
de  la  partie  engendrée  par  la  moitié  de  la  circonférence  généra- 
trice (^fig-  \i\)  opposée  à  l'axe.  Quand  une  surface  est  convexe, 
en  un  point  A,  si  Ton  mène  un  plan  P'  parallèle  au  plan  tangent 
en  A  à   une  distance   très  petite   du  plan  tangent  du  côté  où  se 


l^^i} 


trouve  la  surface  au  voisinage  de  A,  ce  plan  coupe  la  surface 
suivant  une  [)etite  courbe  fermée.  C'est  ce  qu'on  voit  sur  la 
tigure  121  qui  représente  un  tore,  le  point  A  étant  pris  sur  la 
partie  convexe  du  tore.  Un  plan  [)arallèle  au  |)lan  tangent,  très 
voisin  de  ce  plan  et  placé  de  Fautre  coté,  ne  coupe  pas  la  surface 
au  voisinage  de  A. 

Deuxième  cas  :  Sup|)Osons  rt  —  s-  négatif.  —  Dans  ce  cas,  la 
projection  horizontale  (()),  de  la  courbe  d'intersection  du  plan 
tangent  avec  la  surface,  présente  en  O'  un  point  double  où  se 
croisent  deux  branches  dont  les  tangentes  O'E  et  OŒ'  sont  données 
par  l'équation  (9  bis)  {\o'\v  fig.  122).  Dans  l'espace,  le  plan  tangent 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  ayant,  au  point  de  contact  A, 
un  point  douille  où  se  croisent  deux  branches  dont  les  tangentes 
AD  et  AD'  ont  pour  projections  horizontales  O'E  et  O'E';  ces 
deux  tangentes  AD  et  AD'  s'a])pellent  les  directions  asymptotiques 
de  la  surface  au  point  A. 

En  projection  horizontale,  les  deux  branches  de  la  courbe 
d'intersection  passant  par  O'  déterminent  quatre  angles  curvi- 
lignes I,  11,  m,  IV.  Quand  le  point  V{x\y')  se  déplace  au 
voisinage  de  O',  la  différence  z  —  z^  garde  un  signe  constant, 
tant  qu'elle  ne  s'annule  pas,  c'est-à  dire  tant  que  le  point  P  ne 
[Kisse  pas  d'un  de  ces  angles  dans  l'angle  voisin,  en  traversant  une 
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des  branches  de  la  courbe.  Cette  différence  change  de  signe,  au 
contraire,  chaque  fois  que  le  point  P  traverse  une  des  branches. 
Supposons    par   exemple   que,    le    point   P   se    trouvant   dans   la 


Fiî 


région  I,  z  —  ::,  soit  positive  (région  hachurée);  alors,  dans  II, 
z  —  ^1  sera  négative;  dans  III,  elle  sera  positive  (région  hachurée); 
dans  IV ,  négative.  La  partie  de  la  surface  qui  se  projette  horizon- 
talement en  I  et  III  est  au-dessus  du  plan  tangent;  celle  qui  se 
projette  en  II  et  IV  au-dessous.  La  surface  traverse  le  plan  aux 
[)oints  qui  se  projettent  sur  la  courbe. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  la  surface  possède  en  A  une  courbure 
totale  négative. 

Un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  ])lacé  très  [)rès  de  ce  plan, 
d^ un  côté  ou  de  r autre,  coupe  toujours  la  surface. 

Exemples.  —  Par  exemple,  un  liyperboloïde  à  une  nappe,  un 
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paraboloïde  hyperbolique  sont  des  surfac-es  dont  la  courl)ure  totale 
est  négative  en  chaque  point.  Le  plan  tangent  à  un  paraboloïde 
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hyperbolique    eu    un    point   A    le     cou])e    suivant     deux    droites 
AD  et  AD'  {fig.  123). 

Un  tore  est  à  courbure  totale  négative,  en  tous  les  points  de  la 
partie  de  surface  engendrée  par  la  moitié  de  la  circonférence  géné- 
ratrice {fig.  124)  tournée  vers  l'axe.  Le  plan  tangent  P,  en  un 
de  ces  points  A,  coupe  le  tore  suivant  une  courbe  ayant  un  point 
double  en  A.  Si  Fou  mène  les  tangentes  AD  et  AD'  au  point 
double  A,  on  obtient  des  directions  asjmptotiques  au  point  A. 

Tiioisiî'ME  CAS  :  Supposons  enfin  rt — s-  nul.  —  Dans  ce  cas, 
le  plan  tangent  en  A  coupe  la  surface  suivant  une  courbe,  dont  la 
projection  a  pour  équation 


(9) 


o  =  rx"^-i-  isx' y' -\-  ty'^ 


Actuellement,  cette  courbe  possède  en  O'  un  point  double  à 
tangentes  confondues  en  une  seule  O'E  {fig.  1 25),  car  l'équa- 


tion  (9  bis)  représente  deux  droites  confondues.  Le  plan  tangent 
en  A  coupe  donc  la  surface  suivant  une  courbe  ayant  en  A  un 
point  de  rebroussement  de  tangente  AD,  ou,  plus  généralement, 
un  point  singulier  où  deux  branches  de  courbe  sont  tangentes 
entre  elles  et  à  la  droite  AD.  Les  deux  directions  asymptotiques, 
au  point  A,  sont  alors  confondues  avec  cette  droite  AD. 

Le  signe  de  z  —  z^  serif  positif  ou  négatif  suivant  que  le  poinl 
V{x' ^  y')  sera  dans  l'une  ou  l'autre  des  régions  délimitées  par  la 
courbe  (9),  projection  de  Fintersection  de  la  surface  el  du  plan 
tangent. 

On  dit  alors  que  la  surface  a  une  courbure  totale  nulle  au  poinl  A. 
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Exemples.  —  IJans  une  surface  conique  ou  cylindrique,  la  cour- 
bure totale  est  nulle  en  chaque  point  A;  en  elFet,  le  plan  tangent 
à  une  de  ces  surfaces  en  un  point  A,  étant  tangent  tout  le  long  de 
la  génératrice  AD  du  point  A,  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 
confondues  avec  AD.  Cette  droite  est  la  directi(Mi  asymptolique 
en  A.  Ainsi  la  quantité  rt  —  a-  est  nulle  en  tous  les  points  d'une 
surface  conique  ou  cylindrique.  Nous  verrons  pins  tard  qne  cette 
propriété  est  caractéristique  des  surfaces  développahles. 

Dans  un  tore,  le  plan  tangent  perpendiculaire  à  l'axe  touche  la 
surface  tout  le  long  d'un  cercle  C.  En  un  point  A  de  ce  cercle,  la 
courbure  totale  est  nulle  :  le  plan  tangent  en  V  coupe  la  surface 
suivant  deux  circonférences  confondues  avec  C,  c'est-à-dire  deux 
courbes  tangentes  en  A.  La  tangente  AD  à  ce  cercle  C  est  la  direc- 
tion asjmptotique  en  A.  Le  cercle  G  et  son  symétrique  j^ar  rapport 
au  plan  de  l'équateur  du  tore  partagent  la  surface  en  deux  parties. 
Sur  la  première  partie,  qui  est  opposée  à  Taxe,  la  courbure  lotale 
est  positive;  cette  partie  est  marquée  {ftg-  126)  sur  la  ligure  par 

Fi  g.   12G. 


des  -|-.  Sur  la  deuxième  partie,  qui  esl  lournée  vers  Taxe,  la  cour- 
bure totale  est  négative;  cette  partie  esl  uiarquée  sur  la  figure  [)ar 
les  signes  — .  Le  cercle  C  est  marqué  par  (l(^s  o. 


III.  —  APPLICATION.  -  PLAN  TANGENT  AUX  SURFACES 

RÉGLÉES. 

229.    Formules  générales.     -    Considérons   une   droite    mobile 
ayant  pour  équations 

<  G)  X  =^  az  -^  h ^  y  =  ùz  -^  A, 

où  les  coefficients  a,   ^,   A,  A"  sont  des  fonctions  continues  d'un 
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paramètre  a  : 

a^f{u), 


?(«)» 


b=/,(u),  k=r^,(li). 


Quand  u  varie,  cette  droite  engendre  une  surface  réglée.  Les 
droites  G  sont  les  génératrices  de  la  surface.  Soit  AB  une  posi- 
tion de  la  génératrice,  nous  nous  proposons  d'étudier  les  variations 
du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  M  qui  se  déplace  sur  cette 
génératrice. 

Considérons  la  section  C  de  la  surface  par  un  plan  P  parallèle 
au  plan  des  xy  et  menons  la  tangente  M^  à  cette  section  au  point  M 
où  le  plan  V  rencontre  la  génératrice  AB  {fig-  i^n). 

Fig.  127. 


L 

1   £_ 

/". 

/ 

Le  plan  tangent  en  M,  devant  contenir  les  tangentes  à  toutes 
les  courbes  passant  par  M  sur  la  surface,  contient  les  deux  droites 
M^  et  MA  :  c'est  le  plan  ^MA.  Ce  plan  a  pour  trace  sur  le  plan 
des  xy  la  droite  A/'  parallèle  à  M^.  Le  long  de  la  courbe  C,  z  est 
constant  :  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  sont  donc 
exprimées  en  fonctions  de  u  par  les  formules 

où  z  est  constant;  et  le  coefficient  angulaire  m  de  la  tangente  M^ 
à  cette  courbe  est 

dy        z  db  -h  dk 
dx        z  da  -\-  dli 

(jette  même  quantité  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la  trace  A^' 
du  plan  tangent  en  M  sur  le  plan  des  xy. 

Quand  le  point  M  se  déplace  le  long  de  la  génératrice  AB, 
//  garde  une  valeur  constante,  ainsi  que  da^  db^  dh  et  dk.,  tandis 
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que  c  ^alie  de  — oo  à  +00.  On  voit  que  m  varie  avee  g  toujours 
dans  le  même  sens  et  prend  une  fois,  et  une  seule  fois,  toutes  les 
valeurs  possibles  de  —  00  et  -+  ce.  Gela  résulte  de  ce  que 

dm  da  dk  —  db  dli 


dz  {zda-\-  dh  f 

ronserve  un  signe  constant  quel  que  soit  z. 

Le  plan  tangenl,  quand  le  point  M  décrit  la  génératrice  AB,  d'un 
bout  à  l'autre,  tourne  donc  toujours  dans  le  même  sens  autour 
de  AB  et  prend  une  fois,  et  une  seule  fois,  toutes  les  positions 
possibles. 

Cas  excepïionnkl.  —  11  peut  arriver  exceptionnellement  que  m 
soit  indépendant  de  z.  l?our  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait 

(  i  )  da  dk  —  db  dh  —  o. 

Dans  ce  cas,  le  plan  langent  est  le  même  en  tous  les  points  de  la 
génératrice  AB. 

2«Î0.  Classification  des  surfaces  réglées  :  surfaces  gauches  et 
surfaces  développables.  —  Lorsque  la  condition  (i)  est  remplie 
pour  toutes  les  génératrices  d'une  surface  réglée,  c'est-à-dire  est 
remplie  quel  que  soit  u^  on  dit,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué 
(n*^  184),  que  la  surface  est  développable ;  les  génératrices  ont 
alors  une  enveloppe,  appelée  arc  te  de  rcbroussement. 

Si,  au  contraire,  cette  condition  n'est  pas  remplie,  quel  que 
soit  II,  on  dit  que  la  surface  réglée  est  gauche;  les  génératrices 
n'ont  pas  d'enveloppe. 

D'après  cela,  une  surface  développable  est  caractérisée  par  ce 
fait  que  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  de  chaque  géné- 
ratrice, comme  pour  un  cône  ou  un  cylindre  :  nous  avons  vu  que 
ce  plan  tangenl  coïncide  avec  le  plan  osculateur  à  l'arête  de  rcbrous- 
sement (n°  186).  Pour  une  surface  gauche,  au  contraire,  le  plan 
tangent  varie  quand  le  point  de  contact  se  déplace  le  long  d'une 
génératrice,  il  peut  exister  sur  la  surface  gauche  des  génératrices 
particulières  pour  lesquelles  la  condition  (i)  est  vérifiée,  mais  ce 
sont  des  génératrices  exceptionnelles. 
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Par  exemple,  la  droite 

U'-^  U'*  II- 

X  =  —  Z  -^  H,  y  =  ^~  z  -1 , 

)  -1  ■>■ 

engendre,  quand  u  varie,  une  surfaee  développable,  ear  on  a 

a  =  -p  j  b  =  —-  ■)  h  =  u,  k  =  —  ; 

donc 

da  dk  —  db  dh  =  o 

identiquement  :  la  droite  a  une  enveloppe. 
Au  contraire,  la  droite 

,r  =  u'^  z  -f-  u,        y  =  uz  -h  u 

engendre  une  surface  gauche,  car 

a  =  a'-^         b  =  u^         h  =  u,         k  =  u  ; 
donc 

da  dk  —  db  dh  ={-}.u  —  i  )  du-, 

expression  qui  n'est  pas  nulle  quel  que  soit  u  :  la  droite  n'a  pas 
d'enveloppe.  La  généi^atrice  u  =^  -  est  une  génératrice  exception- 
nelle de  la  surface,  le  long  de  laquelle  le  plan  tangent  est  le  même. 
Parmi  les  surfaces  du  deuxième  ordre,  le  paraboloïde  lijper- 
bolique  et  l'iijperboloïde  à  ifne  nappe  sont  des  surfaces  réglées 
gauches. 

Remarque.  —  Les  surfaces  développables  ont  en  tous  leurs 
points  leur  courbure  totale  nulle  [rt  —  a-  =  o),  car  le  plan  tan- 
gent en  chacun  de  leurs  points  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 
confondues  avec  la  génératrice  de  contact,  comme  dans  les  cônes 
et  les  cylindres. 

Les  surfaces  réglées  gauches  ont,  au  contraire,  en  chac^in  de 
leurs  points  leur  courbure  totale  négative  (^l't  —  s-  <"  o),  comme  il 
arrive  pour  l'hjperboloïde  à  une.  nappe. 

IV.  —  MAXIMUM    OU    MINIMUM    D'UNE    FONCTION 
DE  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

23L    Recherche  du  maximum  ou  du  minimum.  —  Soit 

Appkll.   —  Éléments  d'Aiiali/sc.  —  st.  2'i 
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une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  ^  et  )',  on  dit  que 
cette  fonction  est  maximum  pour  x=^a^y^=-b^  quand,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  voisines  de  a  et  h  respectivement , 
on  a 

De  même  la  fonction  est  minimum  pour  x  :=  a,  y  =  />,  quand, 
pou/-  toutes  les  valeurs  de  x  et  y  voisines  de  a  et  b,  on  a 

f(x,y)<fia,b). 

Cherchons  les  conditions  du  maximum. 

Pour   donner  à  x  et    )'  des  valeurs  voisines   de  a  et  />,    nous 

poserons 

X  =  a  -^  x\        y  =  b  -¥ y\ 

où  x'  et  r'  sont  assujettis  à  rester  voisi/is  de  zéro.  On  doit  avoir 

alors 

/{a  4-  x',  b  H- j')  —  f{a,  b)  <  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  x' ,  y'  voisines  de  zéro.  Dé\eloppons  le 
premier  membre  par  la  formule  de  Tajlor,  en  appelant  /;,  q.,  r,  5,  t 
les  valeurs  que  prennent,  pour  x  =  a^  y  =  b,  les  dérivées  pai- 
tielles  premières  et  deuxièmes  de  f(x^  y).  Nous  avons 

(i)  fia  +  x',  b  -+-y')  -f(a,  b) 

=  /)  .r'n-  gy'  h —  {rx'-  -h  isx' y  -^  ty'-)  -i-  .  . .. 

Pour  qu'il  v  ait  un  maximum,  quand  x  ±=  a.  y  =^  b,  il  faut  et 
il  suffit  que  cette  différence  (i)  soit  négative  pour  toutes  les 
valeurs  de  x'  et  r  voisines  de  zéro  et  qu'elle  s'annule  seulement 
pour  x'  =  o,  )-'  =  o.  Pour  plus  de  symétrie,  posons 

x'  =  p  cosç,  y  =z  p  sinç, 

cp  étant  un  angle  quelconque  et  p  une  quantité  positive  ou  négative.' 
assujettie  à  rester  très  petite  en  valeur  absolue.  La  dilFérence  (i) 
prend  alors  la  forme 

(2)  p  (/?  cosç -h  ^  sin  cp) 

H —  p-{rcos-  o  H-  -j.s  cosç  sin  cp  -1-  Isin^ç)-^  p^( .  .  .). 
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Pour  qu'elle  puisse  conserver  un  signe  constant  pour  toutes  les 
valeurs  de  p  voisines  de  zéro,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  cp,  il 
faut  que  p  el  q  soient  nuls.  Car,  si  p  et  q  n'étaient  pas  nuls  tous 
deux,  p  C0SC5  -(-  q  sincp  ne  serait  pas  nul,  puisque  cp  est  quelconque^ 
et,  pour  de  petites  valeurs  de  p,  le  terme  du  premier  degré  en  p 
donnerait  son  signe  à  l'expression  (  2  )  ;  cette  expression  changerait 
donc  de  signe  avec  p. 

Ainsi  p  el  q  doivent  être  nuls.  Supposons  cette  condition 
remplie  et  admettons  que  /',  5,  t  ne  soient  pas  tous  nuls,  nous 
voyons  qu'alors  la  différence  (2)  se  met  sous  la  forme 

—  p2(^/-  cos^ç  -h  2^  sin©  coscp  H-  if  sin^ç)  -+-  p^  (.  . .), 

dans  laquelle  le  terme  en  p-  donne  son  signe  pour  les  petites  valeurs 

de  p.  Pour  qu'il  j  ait  maximum  pour  ^  =  a,  y  =  6,  il  faut  que  le 

trinôme 

/•cos"2o -{- '2  5sincp  coso  +  ifsin^cp 

soit  négatif  pour  toutes  les  valeurs  de  (Jj  qui  ne  l'annulent  pas.  Il 

faut  donc,  en  général,  que  le  trinôme  ait  ses  racines  imaginaires 

ou  égales  et  que  son  premier  terme  soit  négatif. 

Laissons  de  côté  le  cas  des  racines  égales  qui  est  un  cas  douteux. 

Alors  il  faut 

rt  —  «2^0, 

avec 

/•  <  0,        ^  <  0  : 

ces  deux  dernières  conditions  s'entraînent'  évidemment  l'une 
Tautre,  car  rt  est  positif.  Les  conditions  ainsi  trouvées 

(Max.)      p  =  o,         q  —  o^         rt  —  s^  >  o,         r  <  o         ou         ^  <  o, 

comme  nécessaires,  sont  évidemment  suffisantes  pour  Fexistence 
d'un  maximum,  car  si  elles  sont  remplies  la  différence 

f{a-hx\  b  -h  y')  —/{a,  b) 

est  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  x'  et  •)' voisines  de  zéro. 
On  trouve  de  même  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  l'existence  d'un  minimum  sont 

(Min.)       p  =  <ày         g  =  o,         rt  —  s'^  >  o,         /-  >  o         ou         t  >  o. 
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23:2.    Interprétation  géométrique.  —  Considérons  la  surface 

où  l'axe  des  G  est  supposé  vertical.  Clierclier  les  maxima  et  minima 
àe  z  revient  à  chercher  sur  la  surface  les  points  qui  sont  plus  haut 
ou  plus  bas  que  tous  les  points  infiniment  voisins.  Soit  a,  h  un 
système  de  valeurs  de  x  ei  y  donnant  un  maximum.  Le  point  A 


Fiî 


28. 


.—A 


correspondant  de  la  surface  est  plus  haut  que  les  points  infini- 
ment voisins  {/ig-  128).  Les  conditions 


p  =  o.         g  =  o 

expriment  qu'en  ce  point  A  le  plan  tangent  est  horizontal,  car  ce 
plan,  ayant  en  général  pour  équation 

se  réduit  actuellement  à 

Z  —  ^  =  o. 

La  condition 

rt  —  5-  >  o 


exprime  que,  au  point  A,  la  surface  a  une  courbure  totale  positive, 

c'est-à-dire  qu'elle  est,  au  voisinage  de  A,  d'un  même  coté  du  plan 

tangent.  Enfin. 

_      /•<o 

signifie  qu'elle  est,  au  voisinage  de  A,  au-dessous  du  plan  tangent 
en  A  :  il  y  a  alors  un  maximum  en  A.  Toutes  ces  conditions  sont 
évidentes  a  priori  par  la  géométmc. 

Si  l'on  avait,  au  contraire,  r~>  o,  la  surface  au  voisinage  de  A 
serait  au-dessus  du  plan  tangent  :  il  y  aurait  un  minimum  en  A. 
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233.   Exemple»  —  Soit  à  chercher  h^s  maxima  eL  miiiima  de  La 

fonction 

3z=:.rjK(.rH-jK  — i). 

Calculons  y;,  q^  /•,  5,  t  : 

p  =  y  (^x -^  y  —  \)^xy,         q  =^  x{x -\- f  ~  i) -{- xy, 
rz=iy^         s  —  ix-^'^y  —  I,         t  =  IX. 

Commençons  par  chercher  les  valeurs  de  x  et  y  qui  annulent  p 
et  q  :  nous  aurons  à  résoudre  le  système 

y{x^y  —  i)-\-xy  =  o, 
x(x-T-y — \)-\-xy  =  o, 

qui  donne,  par  soustraction, 

(y  —  x)  {x  -h  y  —  I  )  =  o. 

Prenons  d'abord  )'  — .r  =:=  o  ;  nous  trouverons,  en  portant  dans 
les  deux  équations, 

/IN  '  ï 

j  6 

(II)  X  =o,        jK  =  o;  ■        • 

prenons  ensuite  x-{-y —  i  =  o,  nous  aurons  de  même 

(III)  x  =  o,        r  =  i, 

(IV)  X  =  l^  y  =z  o. 

On  a  ainsi  quatre  couples  de  valeurs  de  x  et  )',  annulant  p  et  q. 
Il  faut  maintenant  voir,  successivement,  quel  si^ne  chacun  de  ces 
couples  de  valeurs  fait  prendre  à  /'t  —  s-.  On  a 


rt  —  s-  =  l^xy  —  {'ix  -r-  -ly  —  i)-. 
I.e  couple  (1),  ;r  =  -,  j'  =  -,  donne 


4       I        i 
ri  —  s^ 


/'/  —  52  >  o,  r  =.  -,  r>(): 


ce  couple  correspond  un  minimum  de  z 
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Les  autres  couples  (II),  (HI),  (IV)  donnent  tous 

jt  —  A-2  <  o  ; 

ils  ne  correspondent  donc  ni  à  un  maximum  ni  à  un  minimum. 

234.   Remarque  sur  le  cas  rt  —  s-^=o.  —  Lorsque,  pour  x=^a^ 

y  =^  h,  on  ix 

p  —  o,         q  —  o,  rt  ^  S'  =  o, 

sans  que  /',  s,  t  soient  nuls  tous  trois,  nous  avons  dit  qu'il  y  a  doute. 
Gela  tient  à  ce  que,  dans  l'expression  de  la  différence 

f{a-\-x\b+y')-f{a,b), 
le  tnnomc 

rcos-cp  4- '2S  coscp  sino  +  ^sin^tp 

est  alors  un  carré  parfait.  Ce  trinôme  conserve  donc  un  signe 
constant,  excepté  pour  la  valeur  o,,  de  o  qui  l'annule.  Si  donc  l'on 
attribue  à  C5  cette  valeur  spéciale,  le  signe  de  la  différence  dépend 
des  termes  suivants  du  développement,  termes  qu'il  faudra  étudier 
dans  chaque  cas  particulier. 

Exemple  I.  —  Prenons,  par  exemple,  la  fonction 

f{x,y)  =  i  +  {x  —yy-  ■+-  (7  —  i)^ 

Actuellement, 

p  =  'i{x—y),  q  =:^  —  ->.{x—y)^i{y  —  \y. 

Donc  p  el  q  s'annulent  pour  :r  =  i ,  r  =  i  ;  la  valeur  correspon- 
dante de  la  fonction  est 

De  plus,  en  ce  point  ^  =i  i ,  y  =:  i , 

/'  =  2,  s  —  —  A,  1=2, 

rt  —  s-  =  o,  /•  >  o. 

»Nous  allons  ^oir  que  la  fonction  n'est  pas  minimum.  Pour  l'étu- 
dier dans  le  voisinage  des  valeurs  i  et  i,     employons  la  méthode 

généi'iilc  ;  faisons 

X  =1  ^.r\        y  =i-^y\ 

a7'  =  ccoscp,         j^'  =  psincp. 


ENVELOPPKS  DES  SURFACES.  B'S 

Nous  avons 

f{\-\-x\  I  +jr ')—/('}  0  =  (^'  ~  y')'-^  y^  =  p'(cosç  —  sinç)^  H-  p^sin^cp. 

Tant  que  es  n'a  pas  une  valeur  parliculière  telle  que 

cosç  —  sin9  =  o,         tangcp  =  T, 

la  difFércnee  est  positive,  pour  de  petites  valeurs  de  p,  car  le 
[)remier  terme  donne  son  signe.  Mais,  pour  tangcp^i,  la  diffé- 
rence prend  le  signe  du  terme  p='  sin'^cp  :  elle  change  de  signe  avec  p 
et,  par  suite,  ne  conserve  plus  un  signe  constant. 

Donc,  dans  le  voisinage  de  j^  =  i ,  )'  =  i ,  la  différence 

/{i-r-a;',  i+j')— /(i,  I) 

ne  conserve  pas  un  signe  constant  quel  que  soit  o  pour  de  petites 
valeurs  de  p  :  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  en  ce  point. 

Exemple  H.  —  Prenons,  comme  deuxième  exemple,  la  fonction 

f{x,y)  =  -i-^{.v—y'f-r-{y—x)'*. 

Nous  \  errons,  de  même,  qu'au  point  x  =^  \ ,  )'  =  i ,  on  a 

y?  =  o,         cj  =z  o^  ri  —  5-  =  o, 

/•  >  o. 

Pour  ('tudier  ki  fonction  au  voisinage  de  ce  point,  faisons 

,07  =  1 -t- p  coso,         j' =  I  -h  psin  cp  ; 
nous  a\ ons 

/(i  H-  .r',  I  -(- jr'j  — fil,  I  )  =  p''(cosQ  —  sin  cp)'-  -+-  p^sin'^cp. 

Pour  de  petites  valeurs  de  p,  cette  différence  a  le  signe  du  terme 
en  p-  lant  que  tangcp  est  différent  de  i,  c'est-à-dire  le  signe  +. 

J?our  tangcp  =  i,  elle  a  le  signe  du  terme  o'*  sin'*cD,  c'est-à-dire + 
encore.  Donc  cette  différence  est  constamment  positive:  la  fonc- 
tion est  minimum  pour  a?  ^  i ,  v  =  i . 


V.        ENVELOPPE  D'UNE  FAMILLE  DE  SURFACES 
DÉPENDANT  D'UN  PARAMÈTRE. 

23o.  Équation  de  l'enveloppe;  caractéristiques;  arête  de  rebrous- 
sement.  —  Soit 

(^)  F(^,J)',  z,  X)  =  o 
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réquatioii  d'une  surface  S  contenani  un  paramètre  variable  A.  On 
peut  se  proposer  de  chercher  une  surface  E  à  laquelle  chacune  des 
surfaces  S  soit  tangente  tout  le  long  d'une  courbe  G. 

Cette  surface  E,  quand  elle  existe,  est  Venveloppe  des  surfaces  S  ; 
les  surfaces  S  sont  les  enveloppées  et  la  courbe  G,  suivant  laquelle 
chaque  surface  S  touche  l'enveloppe  E,  est  la  caractéristique 
de  la  surface  S. 

On  démontre,  par  une  méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons 
suivie  au  n^  149  pour  l'enveloppe  d'une  famille  de  courbes  dans 
un  plan,  les  théorèmes  suivants  : 

*S'/  les  surfaces  S  ont  une  enveloppe  E,  la  courbe  caractéris- 
tique^ suivant  laquelle  chaque  surface  S  touche  V enveloppe ^ 
est  définie  par  les  deux  équations 

(G).  ¥{x,y,zfK)  =  o,         F>;=o. 

U enveloppe  est  le  lieu  géométrique  de  ces  courbes  G  :  on 
obtient  son  équation  en  éliminant  K  entre  les  deux  équa- 
tions (G). 

Dans  tous  les  cas^  l\équation  résultant  de  cette  élimination 
représente^  ou  V enveloppe  des  surfaces  S^  ou  le  lieu  de  leurs 
points  singuliers. 

La  caractéristique  G,  suivant  laquelle  une  surface  S  touche 
V enveloppe^  est  la  limite  de  la  courbe  d^ intersection  de  la 
surface  S,  avec  la  suif  ace  infiniment  voisine  S,  obtenue  en 
faisant  varier  infiniment  peu  le  paramètre  A. 

Nous  nous  contenterons  d'énoncer  ces  tliéorèmes;  mais  il  est 
important  de  faire  la  remarque  suivante  : 

Quand  le  paramètre  A  varie,  les  courbes  caractéristicjues  G 
ont  une  enveloppe  A  :  cette  enveloppe  s'appelle  V arête  de 
rebroussement  de  la  surface  enveloppe. 

Les  caractéristiques  sont  des  courbes  de  l'espace  définies  par 
les  deux  équations  simultanées  : 

•'      F(^,  r^  ^,  >0==o,         Fi  =  0. 

Pour  montrer  qu'elles  ont  une  enveloppe,  il  faut  montrer  que 
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le   système   de    quatre    équalioiis    obtenu   en   assoeiant    aux   deux 
précédentes  les  équations  dérivées  par  rapport  à  A  : 

F>'  =  o,         F)"  =  o, 
se  réduit  à  trois. 

Or  cela  est  évident,  car  ces  équations  se  réduisent  aux  trois 
suivantes  : 

(A)  ¥{x,  y,  z,\)  =  0,         F),  =  o,         F)'  =  o. 

Ces  équations  déterminent  x^  )',  z  en  fonction  de  A.  Lorsque  A 
varie,  le  point  ainsi  déterminé  décrit  Tenveloppe  des  caractéris- 
tiques, c'est-à-dire  l'arête  de  rebrousse  ment  A  de  la  surface 
enveloppe.  Il  peut  arriver  que  les  valeurs  de  x,  )',  z  tirées  des 
équations  (A)  soient  imaginaires  :  Taréte  de  rebroussement 
n'existe  pas  dans  ce  cas. 

236.  Exemple.  —  Enveloppe  cV un  plan  mobile  à  un  para- 
mètre :  surfaces  développables.     -  Soit 

(1)  \xr^\\y-v-Cz-hï)  =  o 

l'équation  d'un  plan  mobile,  dont  les  coefficients  A.  B,  C,  D  sont 
fonctions  d'un  paramètre  \.  Cherchons  l'enveloppe 'de  ce  plan. 

D'abord,  pour  avoir  la  caractéristique  suivant  laquelle  le  plan 
touche  son  enveloppe,  il  faut  joindre,  à  l'équation  du  plan, 
l'équation  dérivée  par  rapport  à  A  : 

(  2)  h! X  -h  W y  +  G'^  +  D'  =  o, 

A',  B',  G',  D'  désignant  les  dérivées  des  coefticicnts  par  rapport 

à  X.  ' 

La  caractéristique  est  donc  une  droite.  L'enveloppe  est  le  lieu 
•de  ces  caractéristiques;  c'est  donc  une  surface  réglée.  Cette 
surface  est  développal)le,  car  le  plan  mobile  touchant  son  enveloppe 
tout  le  long  de  la  caractéristique,  le  plan  tangent  à  la  surface 
réglée  est  le  même  tout  le  long  de  la  génératrice.  Enfin  les  carac- 
téristiques'(génératrices  rectilignes  delà  surface)  ont  une  enve- 
loppe A,  dont  les  points  sont  définis  par  les  trois  équations 

/  A  a7-hBj--i-G   z  -\-\)  =  0, 
<A)  )  A'iP-f-B>  +  G'5-+-D'  =  o, 

(  M'x  -f-  \Vy  -+-  C'z  -I-  D"  =  o, 
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OÙ  les  dérivées  secondes  des  coefficients  par  rapport  à  X  sont 
désignées  par  deux  accents.  Ces  équations  déterminent  .r,  r,  ^ 
en  fonction  de  X,  et,  quand  A  varie,  le  point  ainsi  défini  décrit 
l'enveloppe  des  génératrices  de  la  surface  dévcloppable,  c'est- 
à-dire  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

INous  avons  vu  que  le  plan  tangent  à  une  surface  dévcloppable 
est  le  plan  osculateur  à  l'arête  de  reljroussement  de  la  surface; 
actuellement,  le  plan  donné 

Acr  H-  By  +  Cz  +  D  =  o 

est  donc  le  plan  osculateur  à  Farêle  de  rebroussement  définie  par 
les  trois  relations  (A). 

En  résumé,  on  voit  qu'un  plan  mobile,  à  un  paramètre,  enve- 
loppe une  surface  dévcloppable,  et  que  ce  plan  est  osculateur  à 
l'arête  de  rel)roussement  de  la  surface. 

Réciproquement,  toute  surface  dévcloppable  peut  être  consi- 
dérée comme  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  à  un  paramètre  :  en 
effet,  elle  est  l'enNcloppe  de  son  plan  tangent,  c'est-à-dire  du  plan 
osculateur  à  son  arête  de  rebroussement. 

On  peut  également  présenter  ce  résultat  en  disant  que  l'enve- 
loppe du   plan   osculateur   d'une    courbe    gauche    est   la   surface 

Fig.   129. 


dévcloppable  engendrée  par  les  tangentes  à  cette  courbe  :  la 
caractéristique  du  plan  osculateur  à  une  courbe  (intersection  d'un 
plan  osculateur  avec  un  plan  osculateur  infiniment  voisin)  est  donc 
la  tangente  à  la  courbe.  On  se  rappellera  ce  fait  par  le  procédé 
mnénu)nique  suivant  :  le  plan  osculateur  en  M  à  une  courbe  gauche 
est  le  plan  du  point  M  et  de  deux  points  infiniment  voisins  M, 
et  M';  le  plan  osculateur  en  M'  est  le  plan  du  point  M'  et  de  deux 
points  infiniment  voisins  M  et  M".  L'intersection  de  ces  deux 
plans  est  la  corde  MM'  joignant  deux  points  infiniment  voisins^ 
c'est-à-dire  la  tangente  à  la  courbe  en  M. 
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237.  Exemple  de  Penveloppe  d'un  plan  à  un  paramètre.  —  Soit 
à  trouver  reiiveloppc  du  plan 

(3)  \x-  y--z  +-(7—0. 

La  caractéristique  s'obtient  en  associant  à  cette  équation  l'équa- 
tion dérivée 

l^our  avoir  l'enveloppe,  il  faudrait  éliminer  X  entre  ces  équa- 
tions (3)  et  (4  ).  On  aurait  ainsi  une  surface  développable. 

L'arête  de  rebroussement  A  de  la  surface  's'obtient  en  associant 
aux  équations  (3)  et  (4)  la  nouvelle  équation  dérivée 

(  5  )      -  —  iî  +  X  =  o. 

Les  trois  équations  (3),  (4)  et  (^5)  donnent  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'arête  de  rebroussement;  en  les  résolvant,  on  a 

(A)  ^  =  ~'         -^""lî"'         ^"" 

l^e  plan  mobile  est  alors  le  plan  osculateur  à  cette  courbe  :  c'est 
ce  qu'on  vérillera  en  se  reportant  au  calcul  n*^  182. 

La  caractéristique  définie  par  les  équations  (.3)  et  (4)  ^st  la  tan-, 
iiente  à  la  courbe  A. 


238.  Autre  exemple.  —  Enveloppe  cV une  sphère  de  rayon 
constant  dont  le  centre  décrit  une  courbe  donnée.  —  Soient  a, 
6,  c  les  coordonnées  du  centre  M  de  la  splière  :  ce  point  décrivant 
une  courbe  donnée  F,  ses  coordonnées  sont  fonctions  d'un  para- 
mètre u  : 

L'équation  d<;  la  sphère  mobile  est  donc 

Pour  avoir  la  cour]>e  caractéristique  suivant  laquelle  cette  sphère 
toucluî  son  eu\el()p[>e,  il  faut  associer  à  cette  équation  l'équation 
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dérix  ('('  par  rapport  au  paramètre  a  : 

(6)     \oo-f{u)]f'{ii^-^\y-^^{u)\o'{ii)  +  \z—^^{u)]'^\ii),=  o. 

Si  l'on  re^^arde  x^  y,  z  comme  des  coordonnées  courantes,  celle 
équation  représente  un  plan  passant  par  le  point  M  (a,  6,  c)  de  la 
courbe  F  èl  perpendiculaire  à  la  tangente  M^  à  cette  courbe,  car 
les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente  sont  proportionnels  à  f'[u)^ 
^'{u),  '^J  {u)  {Jig.  i3o). 

La  caractéristique  de  la  sphère  S  est  donc  à  rinlersection  de 
cette  sphère  avec  le  plan  normal  à  la  courbe  T,  au  point  M,  centre 

l'ig.   i3().- 


de  la  sphère  :  on  peut  dire  que  celte  caractéristique  est  le  cercle 
obtenu  en  portant  sur  les  normales  à  la  courbe  1\  au  point  M,  des 
longueurs  constantes  égales  à  R.  J^'enveloj)pe  est  le  lieu  de  ces 
caractéristiques,  c'est-à-dire  le  lieu  obtenu  en  porlanl  sur  toutes 
les  normales  à  la  courbe  Y  des  longueurs  constantes  égales  à  R  : 
ces  normales  sont  aussi  les  normales  à  la  surface  enveloppe. 

La  surface  enveloppe  ainsi  obtenue  est  une  surface  canal.  Par 
exemple,  si  la  ligne  F  est  une  ligne  droite,  la  surface  canal  de\ienl 
un  cylindre  de  révolution  autour  de  celle  droite  :  les  caractéris- 
tiques sont  les  parallèles  du  cy.Hndre. 

Dans  le  cas  général,  les  caracLéristiques  ont  une  enveloppe 
arête  de  rebroiissemeni  de  la  surface  canal,  uiais  celle  enveloppe 
peut  être  imaginaire,  quand  Pt  est  suffisamment  petit. 


VI.  -  ENVELOPPE  D'UNE  FAMILLE  DE  SURFACES 
A  DEUX  PARAMÈTRES. 

239.   Équation  de  l'enveloppe.  —  Soit 

F  (a-,  7,  .-.  X,  ;j.)  =  o 
Téquation  dune   surface   mobile    S,   contenant    deux    paramètres 
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\ariables  X  et  a.  On  peut  chercher  à  déterminer  une  surface  E  à 
laquelle  toutes  les  surfaces  S  sont  tangentes.  Nous  nous  l)ornerons 
à  énoncer  les  résultats  suivants,  analo<j;ues  à  ceux  qu'on  a  déuion- 
Irés  pour  Fenveloppe  des  courbes.  Si  la  surface  enveloppe 
existe^  on  obtient  son  équation  en  éliminant  X  et  u.  entre  les 
trois  équations 

(')  F(.r,  jK,  ^,  ).,  |J.)  =  o,  -Jx""^'  ^""°' 

Chacune  des  surfaces  S  touche^  actuellement^  son  em^eloppe 
en  des  points  isolés  définis  par  C ensemble  des  équations  (i). 

//  peut  se  faire  que  l^  élimination  de  X  et  a  entre  les  trois 
équations  (i)  donne  soit  une  enveloppe^  soit  un  lieu  de  points 
singuliers  des  surfaces  mobiles. 

Exemple  I.  —  Cherchons  l'euN  eloppe  du  plan 

\x  -+-  ixy  +  2  H-  A  [JL  =  o. 

Le  point  de  contact  du  plan  avec  l'enveloppe  s'obtient  en  asso- 
ciant à  cette  équation  les  deux  équations  dérivées  par  rapport  à  À 

et  |ji  : 

rr  H-  [j.  =  o,         j  -1-  X  =  o. 

L'enveloppe  s'obtient  en  éliminant  \  et  ^  entre  les  trois  équa- 
tions, ce  qui  donne  le  paraboloïde 

z  —  xy  =  o. 

Exemple  IL  —  Enveloppe  d^une  sphère  de  rayon  cons- 
tant S,  dont  le  centre  décrit  une  surface  fixe  donnée.  — 
Soient  a,  6,  c  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère, 

(S)    .  c=f{a,  b) 

l'équation  de  la  surface  ^  que  décrit  ce  point.  L'équation  de  la 
sphère  mobile  est 

(S)  {x-  ay  ^{y-by~-\z  -~f{a,  b)y  -  K^  =  o, 

avec  deux  paramètres  a  et  b.  Pour  avoir  les  points  de  contact  de 
la  sphère  S  avec  son  enveloppe,  il  faut  associer  à  l'équation  (S)  les 
deux  équations  dérivées  par  rapport  à  a  et  à  b. 
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Ces  deux  équations  séi  rivent  comme  il  suit,  en  désienanl  par  n 

^       A-    ■  ■   n      àf      àf  "  '       ' 

€t  q  les  dérivées  partielles  ;    et  -7-: 

(2)     ;r— a+/>[5— /(rt,  /^)]  =0,  y—h^q\z-f{a,h)\=o. 

\  oici  comment  on  peut  interpréter  géométriquement  ces  équa- 
tions :  si  Ton  regarde  x^  i%  g  comme  des  coordonnées  courantes, 
ces  deux  équations  représentent  la  normale  à  la  surface  S,  au 
point  G(a, />,  c).  En  effet,   les    équalicnis  de  la   normale  à  cette 

surface  sont 

X  —  (i         y  —  b        z  —  c 


en  j  remplaçant  c  par  /(a,  h)  et  chassant  les  dénominateurs,  on 
obtient  les  deux  équations  (?.  ). 

Ainsi,  la  sphère  touche  son  enveloppe  en  deux  points  M  et  M', 

Fi-.  i3i. 


/ 

1 

-..  /■ 

/■' 

rC 

h>- 

/  ^" 

■-.  1  ^ 

', 

situés  à  rintersection   de  la  sphère  avec  le  diamètre  normal  à  la 
surface  S  (yi^.  i3i). 

On  peut  dire  aussi  qu'on  obtient  l'enveloppe,  en  portant  sur  les 
normales  aux  divers  points  C  de  la  surface  i]  des  longueurs 
CM  =r.  CM'  =  R.  La  surface  enveloppe,  lieu  des  points  M  et  M', 
s'appelle  surf  ace  parallèle  à  S  :  cette  dénomination  tient  à  ce  que 
les  plans  tangents  en  M  et  M'  à  la  surface  enveloppe,  étant  tan- 
gents à  la  sphère,  sont  parallèles  au  plan  tangent  en  C  à  S,  parce 
que  ces  trois  plans  sont  perpendiculaires  au  diamètre  MCM'. 


VII.  —  COURBURE  DES  COURBES  TRACEES  PAR  UN  POINT 
DONNÉ  SUR  UNE  SURFACE. 

240.   Formules  générales.  —  Soit  une  surface  ayant  pour  équa- 
tion 

-2  =/(-^,  r)- 
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Désignons  par  /?,  q^  /*,  s,  t  les  dérivées  partielles  premières  et 
secondes  de  z  par  rapport  à  x  et  y. 

Prenons  sur  cette  surface  un  point  A  et  considérons  une  courbe 
AM  tracée  par  ce  point  sur  la  surface.  xVppelons  .s,  Tare  de  cette 


Fi-.  i32. 


courbe  compté  à  partir  d'un  point  déterminé  de  la  courbe;  a,  p,  y 
les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  AB;  a',  Jii',  y'  ceux  de  la 
normale  principale  AN'  à  cette  courbe;  enfin  R,  le  rayon  de  cour- 
bure de  cette  courbe  en  A.  Le  centre  de  courbure  en  A  est  alors 
un  point  C,  de  AN'  tel  cpie 

ACi  =  R,. 

T.e  long  de  cette  courbe  on  peut  regarder  les  coordonnées  d'un 
pointer,  r,  z  comme  fonctions  de  6,,  et  l'on  a,  d'après  les  formules 
de  Frenet, 

/  dx  ^IL  -  R  '^^ 

ds,  -  '^' 


(I) 


ds^ 
d% 

dsx 


=  a, 


=  T: 


a 


ds 


Ri 


dsx 

dj_  ^    Y_ 
dsi        H, 


Mais,  comme  la  courbe  est  sur  la  surface  donnée,  ces  fonctions 
X,  )',  ;3  de  5,  vérifient  identiquement  l'équation 

Différentions  les  deux  membrc^s  par  rapport  à.ç,,  nous  aurons 


ou 

(2) 


dz         àf  d.T         àf  dy 
dsi        dx  dsi        dy  ds^ 


T  =P'^-^q[i, 


Cette  relation  a  d'ailleurs  une  signification  géométrique  évidente  ; 
elle  exprime  que  la  tangente  AB  est  située  dans  le  plan  tangent 
en  A  à  la  surface. 
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Dans  cetlc  (''(jualion  (2),  y,  a,  [j  soul  fonctions  de  .v,,  le  long  de 
la  eourl^e.  D'ailleurs  p  et  </  sont  des  fonctions  de  x  et  )'  qui 
dépendent  également  de  .v,  le  long  de  la  courbe.  On  a  donc,  en 
dérivant  par  rapport  à  5), 

<:/y  (I'J.  d?j  dp         ,    dq 


dsx  ^/.Vi  <^5i  ds 


o 


fl'/j  _  (^/>  dx  dp  dy 

d.si  ôx  dsx  ùy  ds^ 

dq  dq   dx  ôq  dy 

d.si  Ox  dsi  ùy  dsi 

ou   encore,  d'après  les  notations  adoptées  pour  les  dérivées  par- 

lielles, 

dp  ^  dq 

dsi  ^  dsi  '  * 

Portant  ces  expressions  dans  la  formule  (3),  et  tenant  compte 
des  formules  de  Freiiet  (i),  on  a 

et,  en  résolvant  par  rapport  à  R,, 

(4)  K,  =  -.-^-'-''" 


'2i-a[il  4-  t[y^ 


Dans  cette  formule,  les  valeurs  numériques  de  yj,  ^y,  /*,  5,  t 
dépendent  seulement  des  coordonnées  x  et  }',  c'est-à-dire  du  choix 
du  point  A  sur  la  surface,  et  non  de  la  courbe  particulière  AM 
tracée  par  ce  point  sur  la  surface.  Les  quantités  a,  [3,  y  sont 
(connues  quand  on  connaît  la  tangente  à  la  courbe  et  a',  p\  v',  quand 
on  connaît  sa  normale  principale. 


2il.  Théorème  I.  —  Si,  par  un  point  d'une  surface^  on  trace 
une  courbe  quelconque,  le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe, 
en  ce  point,  est  égal  à  celui  de  la  section  plane  de  la  surface 
par  le  plan  osculateur  à  la  courbe. 

En  effet,  d'après  la  formule  (j),  une  fois  le  point  A  choisi, 
R,  ne  dépend  que  de  a,  [i,  y,  a',  [ii',  y'  :  R,  est  donc  le  même  pour 
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toutes  les  courbes  passant  par  A,  pour  lesquelles  ces  six  quantités 
sont  les  mêmes.  En  particnlier,  si  l'on  considère  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  osculateur  en  A  à  la  courbe  AM,  cette  section 
|)lane  est  une  courbe  tracée  sur  la  surface,  ayant  en  A  même  tan- 
gente et  même  normale  principale  que  la  courbe  AM.  Elle  a  donc 
même  rayon  de  courbLire  Rj. 

Ce  théorème  ramène  l'étude  tles  rayons  de  courbLire  en  A  des 
courbes  passant  par  A,  sur  la  surface,  à  l'étude  des  rayons  de  cour- 
bure des  sections  planes. 

NoLis  allons  établir  maintenant  un  deuxième  théorème,  appelé 
Théorème  de  Meusnier ^  qui  ramène  l'étude  des  rayons  de  cour- 
bure en  A  des  sections  planes  passant  par  A,  à  l'étude  des  rayons 
de  courbLire  des  sections  normales. 

24!2.  Théorème  II.  -^  Considérons  une  tangente  AB  à  une  sur- 
face en  A,  et  une  section  de  la  surface  par  un  plan  BAN'  passant 
par  cette  tangente  {fig-  i33)  :  soit  AN' la  normale  principale  à 
cette  section,  c'est-à-dire  la  normale  située  dans  le  plan  de  la  sec- 
tion; désignons  par  G|  le  centre  de  courbure  de  cette  section. 
D'autre  part,  menons  en  A  la  normale  AN  à  la  surface  et  consi- 
dérons le  plan  BAN;  ce  plan,  passant  par  la  normale  à  la  SLirface, 
détermine  dans  la  surface  une  section  plane  qu'on  appelle  Line 
section  normale.  Soit  C  le  centre  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, point  qui  est  situé  sur  la  normale  à  la  surface.  On  a  alors  le 
théorème  : 

Théorîîme  de  Meusmeii.  —  Le  centre  de  courbure  G,  d'une 
section  oblicjue  est  la  projection^  sur  le  plan  de  cette  section ^ 
du  centre  de  courbure  C  de  la  section  normale  correspondante. 

PoLir  démontrer  ce  théorème,  reprenons  les  équations  de  la  nor- 
male en  A 

X  —  ^_^  —  y      ^  —  ^ 
p     ~~  ~1~~  ~    -' 

Choisissons  arbitrairement,  sur  cette  normale,  un  sens  positif. 
Pour  fixer  les  idées,  nous  pr<3ndrons  comme  sens  positif  la  demi- 
droite  AN  ayant  pour  cosinus  directeurs 


—  P                                   -7 

r 

\/i-^p'^-hq^                       \^i-^p-^q'^ 

v/l-r-/>2+^:; 

Appki.l.  —  rlcmcnts  d'Analyse.  —  st. 
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le  radical  clant  pris  positivement.  Appelons  9  Tangie  de  la  direc- 
tion Aïs,  ainsi  définie,  avec  la  normale  priiK'ipale  AÎN'  à  la  section 
oblique.  L'angle  8  est  aussi  Fangle  dièdre  des  deux  plans  BAIN 
et  BATS  de  la  section  droite  et  de  la  section  oblique.  11  est  donné 
par  la  formule 


cosO  =  A  a' 


bie 


cosO 


En  remplaçant,  dans  la  formule  (f),  y'  —  /> a'  — ^  ^3' par  sa  valeur 
tirée  de  la  relation  ci-dessus,  on  a 


(5) 


^/l_|_^2_^^2 


cosO. 


L'angle  8  peut  être  aigu  ou  obtus,  le  dénominateur 

/•a2  4-  •>^a!3  +  /,32 

peut  être  positif  ou  négatif;   mais,  comme  R,  est  positif,  cos8  a  le 
même  signe  que  ra--|-  'îsy.^j  -|-  /[i-. 

i'*   Supposons   /-a--!- 2  5a^3-|- i^3->  o  :  alors  9   ifrg-  i>3,  1)  est 
aigu.  Quand  on  fait  diminuer  9,  c'est-à-dire  quand  on  fait  tourner 

Fig.  i33. 


le  plan  sécant  autour  de  la  tangente  AB,  de  façon  à  It^  i-approclicr 
de  la  section  normale,  R,  augmente,  et,  pour  9  =  o,  le  rajon  d(.' 
courbure  prend  la  valeur 

Le  centre  de  courbure  de  la  section  norm;il<'  s'dljticnt  en  portant 
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sur  AN  urne  longueur  AC  -=  R.  La  comparaison  des  formules  (5) 

et  (6  )  donne 

R,=  RcosO. 

Cette  relation  démontre  le  théorème,  car  elle  montre  cjue  AG, 
est  la  projection  de  AC  sur  AN'. 

2."^  Supposons  •/•a-4- •>. 5  7.^3  "4- ^  P""C' <>  *  alors  cosG  est  négatif, 
h  est  obtus  (flg.  i33,  II). 

Si  Ton  fait  tourner  le  plan  de  la  section  oblicjue  BAN'  autour 
de  BA,  en  faisant  croître  8,  on  voit  que,  pour  B  =  tt,  le  plan  de  la 
section  oblique  coïncide  avec  celui  de  la  section  normale,  et  la 
normale  principale  AN'  de  la  section  oblique  vient  coïncider  avec 
le  prolongement  de  AN  au  delà  du  point  A.  Le  j-ajon  R,  donné 
par  la  formule  (5)   tend  alors  vers 


_     v/. 


ra^H-  isoLf-i  -^  t  [y^ 


et  le  centre  de  courbure  G^  de  la  section  oblicjue  tend  vers  un 
point  C  situé  sur  le  prolongement  de  AN,  à  une  distance  AC  =  R. 
Dans  cette  hvpotlièse.  la  formule  (5)  donne 


ou 


Ri^  — RcosO 
R,=  Rcos(7r  — 0), 


relation    qui    dém(^ntre    le    théorème    de    ^leusnier    dans   ce    cas, 
puisque,  dans  le  triangle  CAC|,  l'angle  CAC,  =  ti^  9. 
La  (h'oite  AC,  est  donc  la  projection  de  AC  sur  AN'. 


En  r(''sunié.  cbms  tous  les  cas,  on  obtient  C,  en  projetant  C  sur 
le  plan  de  la  sccliou  (d)li(jue. 

C'est  là  Tcxtension,  à   une   surface   quelconque,  d'un  théorème 
f      évident  pour  la  sphère.  Soit  AB  une  tangente  à  la  splière  en  A  : 
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une  section  oblique,  passant  par  AB,  coupe  la  sphère  suivant  un 
petit  cercle  de  centre  G|  ;  la  section  normale,  passant  par  la  même 
tangente,  est  un  grand  cercle  de  centre  G  ;  il  est  évident  que  le 
centre  de  courbure  C|  du  petit  cercle  est  la  projection  de  G  sur  le 
plan  de  la  section  oblique  {Jig-  i34). 

243.  Convention  pour  le  signe  des  rayons  de  courbure  des  sec- 
tions normales.  —  D'après  le  théorème  précédent,  il  suffit  de 
connaître  les  centres  de  courbure  des  sections  normales  en  A  pour 
connaître  les  centres  de  courbure  des  sections  obliques. 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  étudier  la  position  des  centres  de 
courbure  des  diverses  sections  normales  en  A,  c'est-à-dire  des 
sections  obtenues  en  faisant  tourner  le  plan  BAN  autour  de  la  nor- 
male AN. 

Nous  avons  vu  que  le  centre  de  courbure  d'une  section  normale 
peut  se  trouver,  soit  sur  la  partie  positive  AN  de  la  normale  à  la 
surface,  soit  sur  le  prolongement  de  AN  {fig.  i33,  I  et  11).  Dans 
le  premier  cas,  le  rajon  de  courbure  de  la  section  normale  est 

R  = 
dans  le  deuxième, 

o    

Pour  avoir  une  formule  unique  dans  les  deux  cas,  nous  convien- 
drons de  donner  un  signe  au  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale,  en  regardant  le  rajon  de  courbure  comme  positif,  quand 
le  centre  de  courbure  correspondant  G  est  sur  la  partie  positive  AN 
de  la  normale,  et  comme  négatif,  dans  le  cas  contraire.  Avec  cette 
convention,  R  désignera  la  valeur  algébrique  du  segment  AG  estimé 
positivement  dans  le  sens  AN  choisi  sui-  la  normale,  et  cette  valeur 
algébrique  R  est  donnée  par  la  formule  unique 


Vl-+-/?--H^-       . 

/ 

•a2-+--2sa[3  +  ^(ii2' 

v/i+/?^4-^2 

(7)  R=^^'''^''^ 


Dans  cette  formule,  le  numérateur  est  positif;  le  dénominateur 
dépend  de  a,  ^  ;  il  varie  quand  le  plan  de  la  section  normale  tourne 
autour  de  AN,  car  a,  [3,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  AB.  Le 
signe  de  R  dépend  donc  uniquement  du  signe  du  dénominateur. 
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Si  rt  —  S-  est  positif  (surface  à  courbure  totale  positive  en  A), 
le  dénominateur  cle  R  a  un  signe  constant,  Cjuels  cjue  soient  a  et  ji  ; 
toutes  les  sections  normales  ont  leur  centre  cle  courbure  d'un 
même  côté  de  A.  Ce  fait  peut  être  prévu,  car,  dans  ce  cas,  la 
surface  est  toute  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent  en  A,  et 
toutes  les  sections  normales  tournent  leur  concavité  dans  le  même 
sens. 

Si  ri  —  5-<<  o  (surface  à  courbure  totale  négative  en  A),  le  tri- 
nome  du  dénominateur  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif;  certaines 
sections  normales  ont  leurs  centres  de  courbure  d'un  côté  de  A, 
d'autres  de  l'autre  côté.  Il  existe  alors  deux  sections  normales  par- 
ticulières, pour  lesquelles  R  est  infini  :  ce,  sont  les  sections  nor- 
males, passant  par  les  deux  directions  asjmptoticjues  AD  et  AD', 
précédemment  définies  comme  les  tangentes  en  A  à  la  courbe  d'in- 
tersection de  la  surface  par  le  plan  tangent  (voir  fig.  122). 

En  effet,  pour  cjue  R  soit  infini,  il  faut  et  il  suffit  cjue  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  AB  vérifient  la  relation 


Or  -  est  le  coefficient  angulaire  de  la  projection  de  la  tangente  VR 
sur  le  plan  ^O  )  .  Si  donc  on  appelle  cp  Tangle  de  cette  projection 
avec  O^, 


a 


tangcp, 


on  a,  pour  déterminer  ce,  Téquation 

^  tang-cp  H- 2  5  tangcp  + /' =  o; 

cette  équation  est  précisément  celle  qui  détermine  les  projections 
des  directions  asjmptotiques,  au  point  A  (n'^  t228). 

Si  f't  —  5-=o  (surface  à  courbure  totale  nulle  en  A),  R  est 
toujours  de  même  signe,  carie  trinôme  /'a- +  2  5a[j -|- ^^3-  est  un 
carré  parfait.  Mais  R  devient  infini,  pour  une  direction  particulière 
de  la  tangente  AR,  qui  est  la  direction  asjmptotic{ue  unicpie  AD, 
existant  actuellement  en  A., 

244.  Variation  du  rayon  de  coiu*bure  d'une  section  normale,  en 
un  point  d'une  surface.  Indicatrice.  Directions  principales.  —  11 
nous  reste  à  étudier  la  variation  des  ravons  de  courbure  des  sec- 
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lions  normales,  en  un  point  A.  Nous  allons  montrer  (jue,  pour 
connaître  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales 
en  un  point,  il  suffit  de  connaître  les  rayons  de  courbure  de  deux 
sections  déterminées,  rectangulaires,  appelées  sections  princi- 
pales. 

Pour  simplifier  cette  étude,  prenons  comme  origine  le  point  A, 
comme  plan  des  xy  le  plan  tangent  en  A,  comme  axe  des  j  la  nor- 
male en  A.  On  a  alors,  en  appelant /?o,  *7o7  'o?  ^0?  '0  ^^^  valeurs  des 
dérivées  />,  ^,  ;•,  .•>,  /  à  Torigine, 

Po=o,       qo^o, 

car  le  plan  tangent,  en  A,  coïncide  avec  xOy.  L'équation  de  la 
surface  étant 

si  Ton  développe  z  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  le  développe- 
ment commence  par  les  termes  du  deuxième  ordre,  car  la  fonc- 
tion 3  et  ses  deux  dérivées  premières  p  et  q  sont  nulles  à  l'origine. 
On  obtient  donc  le  développement 

:;  =  -(/-o^-H-  isoj-y  -f-  toj'^)-'-- 

Comme  nous  le  savons,  le  plan  tangent,  en  A,  coupe  la  surface 
suivant  une  courbe  ayant,  en  A,  un  point 'double  à  tangentes 
réelles  ou  imaginaires,  suivant  la  nature  de  la  surface.  C'est  ce  que 
nous  pouvons  vérifier.  En  coupant  la  surface  par  le  plan  z  =  o,  on 
a  la  courjje 

o  =  -(roiP-+ 25oa7jK-f- ^07-)  + ■ 

Les  termes  de  moindre  degré  dans  cette  équation  (''tant  du 
deuxième  degré,  l'origine  A  est  un  point  double  de  riiiterseclion, 
et  les  tangentes,  en  ce  point,  ont  pour  équation 

Elles  sont  imaginaires,  réelles  ou  confondues,  suivant  que 
''o'o — -^0  ^"''^  positif,  négatif  ou  nul,  c'est-à-dire  suivant  qu'au 
])oint  A,  la  courbure  totale  est  positive,  négative  ou  nulle.  Ces 
deux  tangentes  AD  et  AD'  donnent  ce  que  nous  avons  appelé  b  > 
directions  cisyniptofiques,  au  point  A. 


S<'( 

( 
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Rayon  de  courbure  dune  section  nornicile.  —  Considérons  la 
lion  normale,  faite  j)ar  nn  plan  cAB  déterminé  par  la  normale  Ag 
t  une  droite  A15,  située  dans  le  plan  tangent  ^  A)'.  Si  l'on  appelle  cp 
l'angle  de  cette  droite  avec  Aj^,  les  cosinus  directeurs  a,  jii,  y  de  AB 
sont 
(  8  )  .  a  ==  cos  9 ,  |i  =  sin  tp ,  v  =  o. 

La  val<;ur  algébrique  R  du  rayon  de  courbure,  comptée  positi- 
vement dans  le  sens  A;,  est  donnée  par  la  formule  (7),  où  l'on 
fait  p  =z  q  =  o^  où  l'on  remplace  7\  5,  t  par  /•(,,  ^o,  ^0  <^t-  ^-7  P?  Y  P^i' 
leurs  valeurs  (8).  On  a  ainsi 


(9) 


—  =  /'o  cos- 9  -h  '^.^o  coscp  sin  9  +  ^0  sin- 9 


Si  G  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  considérée, 
Il  est  le  z  du  point  G,  de  sorte  que  G  est  au-dessus  du  plan  des  xy 

Fis.    i33. 


quand  R>>o,  au-dessous   quand   ll<;o.   En  faisant  varier  :p,  on 
peut  étudier,  d'une  manière  sinq^le,  la  variation  de  R. 

Nous  examinerons  successivement  trois  cas,  suivant  que  /'o  ^0  —  ^l 
est  positif,  négatif  ou  nul. 

Premier  cas  :  /\,  ^0  —  5^^  >  o.  —  Dans  ce  cas,  ^  conserve  un 
signe  constant,  quel  que  soit  cp. 

Supposons  ro>"0  :  alors  rr  est  positif,  tous  les  centres  de  cour- 
bure G  des  sections  normales  sont  au-dessus  de  A  :  ce  qu'on  pou- 
vait prévoir,  car.,  dans  ce  cas,  la  surface  étant,  aux  environs  de  A, 
au-dessus  du  plan  tangent  r Ay,  toutes  les  sections  normales 
tournent  leur  concavité  vers  les  z  positifs.  Pour  représenter  géo- 
métriquement la  variation  du  raj  on  de  courbure  R,  nous  porte- 
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rons  {fig.  1^),  sur  la   trace  AB   de  la  section  normale,  une  lon- 
gueur 

cette  longueur  est  réelle,  quel  que  soit  C2,  car  R  est  toujours  positif. 


T.e  lieu  du  point  1,  quand  cp  varie,  est  une  ellipse  de  centre  A.  En 
cfïet,  les  coordonnées  du  point  I  sont 

X  =  p  coscp,         Y  =  p  sino, 

et  l'équation  (9),  dans  laquelle  on  remplace  R  par  p-,  donne 

—  =  Vq  cos-cp  -h  9.50  cosç  sino  -4-  ^o  ^'''"r? 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

I  =  /•„  X2  -+-  x  ^0  X  Y  +  ^,  Y2, 

équation  d'une  ellipse  de  centre  A.  Cotte  ellipse  étant  tracée,  pour 
avoir  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  ^AB,  il  suffit  de 
prendre  l'intersection  de  AB  avec  l'ellipse  en  I,  le  rayon  de  coui- 

bure  demandé  est  Al  .  Cette  ellipse  s'appelle  V indicatrice  relative 
au  point  A.  Les  deux  directions  d'axes  A-'  et  At:"  de  cette  ellipse 
s'appellent  les  clirecl ions  principales  au  point  A. 

Comme,  dans  une  ellipse,  les  diamètres  maximum  ou  minimum 
sont  le  grand  et  le  petit  axe,  les  sections,  ayant  pour  traces  les 
directions  principales,  sont  celles  qui  ont  le  ])lus  grand  et  le  plus 
|)elit  rayon  de  courbure.  Les  rajons  de  courl)urc  maximum  cl 
minimum,  R'  et  R',  correspondant  aux  directions  principales 
A-'  et  A-',  s'appellent  les  l'ayons  de  couihure  principaux  au 
point  A. 

Les  centres  de  courbure  C  et  C  des  sections  principales  zKrJ 
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et  -cAt:"  s'appellent  les  centres  de  courbure  principaux  relatifs 
au  point  A-. 

Nous  pouvons  encore  siiiiplifier  les  équations,  en  prenant  pour 
axes  A^  et  k.y  les  axes  de  rindicatrice  Atz'  et  At:'.  Alors  l'équa- 
tion de  l'indicatrice  ne  contient  plus  de  rectangle  X^  et  ^o  devient 
nul.  On  a  donc,  avec  ce  choix  d'axes  {fig-  i3~), 


\\=  AI 


Supposons  le   grand  axe   de   l'ellipse  dirigé   suivant  Kx  :  pour 
C3  =  o,  R  atteint  son  maximum  R'  et  l'on  a 


De  même,  pour  o  =  -  ,  R  atteint  son  minisuim  R!  et  l'on  a 
La  formule  donnant  R  s'(''crit  alors 


-  cos'- 


iv 


Quand  le  plan  de  la  section  normale  s  AI  tourne  de  zAtJ 
vers  G  A-",  le  centre  de  la  courbure  de  la  section  part  de  C 
descend  d'une  manière  continue,  pour  arriver  en  C,  quand  AR 
coïncide  avec  A-".  Ce  plan  continuant  à  tourner,  R  repasse  par 
les  mêmes  valeurs  dans  Tordre  inverse. 

n  peut  arriver,  en  particulier,  que  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  A  soient  égaux  :  R'  =  R".  L'indicatrice  en 
ce  point  est  alors  un  cercle.   Toutes  les  sections  normales  en  un 
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pareil  point  ont  même  ravon  de  courbure.  On  appelle  un  point  d« 
cette  nature  un  ombilic  de  la  surface. 


(9) 


Deuxième  <.as  :  /'y^„ —  s'I  <<  o. 
I 


Reprenons  la  valeur  de  -r-  : 


R 


=  /'o  cos-c  -h  -iStj  coso  sin  c  -t-  t^  sin^  c. 


Dans  le  cas  actuel,  la  surface  est  à  courbure  totale  négative  au 
point  V  :  le  trinôme,  qui  donne  l'expression  de  —,  s'annule  pour 
deux  valeurs  de  tansfo, 

tangç  =  À,  tan  g  9  =  X', 

déterminant  deux  directions  AD   et  AD',  qui  sont  les  directions 
asjmptotiques  en  A. 

Quand  la  trace  AB  de  la  section  normale  ^AB  passe  par  une  des 
positions  AD  ou  AD',  le  ravon  de  courbure  R  change  de  signe  en 
passant  par  l'inlinl.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l\  soit 
positif,  lorsque  Ai^  est  situé  dans  l'angle  DAD',  ap])elé  1  sur  la 
figure  lOfS,  et  négatif  dans  l'angle  adjacent  appelé  2.   Les  sections 


normales,  dont  la  trace  AB  est  dans  Tangle  J,  ont  leur  centre  de 
courbure  sur  A3;  celles  dont  la  trace  est  dans  l'angle  î2  ont  leur 
centre  de  courbure  au-dessous  de  A.  Cela  tient  à  ce  que  la  portion 
<le  surface,  voisine  de  A,  qui  se  projette  sur  l'angle  l  et  son  opposé 
au  sommet,  est  au-dessus  du  plan  des  .ry,  celle  (pii  se  projette  sur 
les  angles  i2,  au-dessous.  La  surface  traverse  le  plan  suivant  une 
courbe  tangente,  en  V,  aux  droites  AD  et  AD'. 

Supposons  d'abord  la  traceVB  dans  l'angle  i ,  alors  R  est  positif. 
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Wiiir  L'IiiJicr  la   varialion  de   R,  nous  prcudrous  encore,  sur  AB, 


une  longueur 


=  AI  =  ^R. 


Le  lieu  du  [)oinL  I,  quand  AB  varie  de  AD  à  AD',  est  une  hyper- 
bole ayant  pour  asymptotes  AD  et  AD'.  En  effet,  Féquation  du  lieu 
d[i  |)oint  1  est,  comme  dans  le  cas  précédent, 

(I).  i  =  r,X-2^-is,\Y^to\'; 

«'(pialion  d'une  liyperl)ole  (/'o^o  —  -^o  "^  ^0  ^^  centre  A,  dont  les 
directions  asymptotiques  sont  AD  et  AD'.  Cette  liyperliole  étant 
Iracée,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure  d'une  section  nor- 
male c  AB,  dont  la  trace  rencontre  cette  hyperbole  en  I,  il  suffit  de 
prendre  ^ 

S) 

R    -:    Af. 

Prenons  uiaintenant  une  section  normale  ^AB',  dont  la  trace  est 
dans  l'angle  2.  Alors  R  est  négatif.  Pour  étudier  la  ^arialion  deR, 
nous  prendrons,  sur  AB',  un  point  l'  situé  à  une  distance  de  A, 
lelle  ([ue 

Cette  longueur  est  réelle,  car  R  est  négatif;  le  point  I',  ayant 
j)Our  coordonnées  polaires  p' et  cp,  a  pour  coordonnées  cartésiennes 

X'—  p'cos'^,  Y'=p'sin9. 

L'équation  (9  ),  daiis  la([uelle  on  remplace  R  par  —  p^-,  donne, 
[)Our  le  lieu  (ki  [)oinî  I  , 

j-  ■=  /'o  cos2  G  -f-  2So  coso  sin  z  -\-  t^  sin^  c. 

p  •-  '  '  ' 

ou,  en  passani  aux  coordonnées  cartésiennes, 

(I')  —  I  =  /-oX^^-^-  •i^oX'V'-f-  /'o^'-. 

C'est  là  l'équation  d'une  nouv(dle  hyperbole  conjuguée  de  la 
précédente  (1),  tracée  en  pointillé  sur  la  figure  i38.  Cetle  hyper- 
bole ('lanl  tracée,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale  ^^B',  dont  la  trace  rencontre  cette  hyperbole  en  I',  il 
suffit  de  prendre 

R=  — AT''. 
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Ainsi,  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque 
est  déterminé  en  ^^randeur  et  en  signe,  dès  qu'on  a  tracé  ces  deux 
hyperboles  conjuguées,  asymptotes  aux  directions  asymptotiques 
AD  et  AD'.  L'ensemble  de  ces  deux  hyperboles  s'appelle  encore 
V indicatrice  relative  au  point  A.  Les  directions  des  axes  des  deux 
Inperboles,  At:'  et  A-',  sont  les  directions  principales  en  A,  les 
rayons  de  courbure  correspondants  R'  et  R"  (l'un  positif,  l'autre 
négatif)  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  ;  les  centres  de 
courbure  correspondants  C  et  C"  (l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous 
de  A)  sont  les  centres  de  courbure  principaux. 

Si  nous  prenons  comme  axes  de  coordonnées  {fig.  139)  les  axes 


le  l'indicatrice,  ATcJ^et  A?:",  la  quantité  s^^  s'annule  et  la  formule, 


donnant  R,  devient 


=  /-ocos^ 


/n  sm-o. 


Dans    la    figure,  nous   supposons    /'o^o;    alors   /«   est  négatif. 
Pour  o  z=:  o,  le  ra\()ii  R  a  un  minimum  R'  donné  par 

I 

le  centre  de  coui'bure  correspondant  est  en  (7.  Quand  o  augmente 

à  partir  de  zéro,  le  rayon  R  :=  AI  augmente,  le  centre  de  cour- 
bure C  de  la  section  -s\B  va  en  montant  sur  A;:.  Quand  la  trace  AB 
du  plan  de  la  section  normale  coïncide  avec  la  direction  asympto- 
tique  AD',  R  devient  infini,  G  s'éloigne  in(h''fiiiiment  sur  Kz. 

Si  le  plan   c- AB   continue  à  tourner  dans  le  même  sens,  sa  trace 
AB'  rencontre  ensuite  l'hyperbole  conjuguée  I'  et  l'on  a 


R  =-  Al' 
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Le  rayon  R  est  d'abord  négatif,  et  très  grand,  puis  il  diminue  en 
valeur  absolue  et,  pour  cp  =  -,  il  prend  la  valeur  négative  donnée  . 
par  la  formule 

le  eentre  de  courbure  de  la  section  :ôAB,  d'abord  à  l'infini  au- 
dessous  de  A,  monte  jusqu'à  la  position  C,  correspondant  à  la 
section  cAt:".  La  valeur  de  R"  est  donc  un  maximum  relatif 
pour  R.  Si  le  plan  normal  continue  à  tourner,  R  repasse  par  les 
uièmes  valeurs  dans  l'ordre  inserse. 
La  formule  donnant  R  s'écrit  encore 

11  peut  arriver,  en  particulier,  cpie  R'=  —  R';  alors  l'indicatrice 
est  formée  de  deux  hyperboles  équilatéres  conjuguées. 

Troisième  cas  :  /'o^o —  -^o  "^  *'•  —  T)i^iis  ce  cas,  la  courbure  totale 
est  nulle  en  A.  Les  deux  directions  asymptotiques,  définies  par 
l'équation 


se 


confondent  en  une  seide  AD.  Si  nous  nous  reportons  à  l'expres- 


sion de  -r; 


—  =  t'o  cos^o  +  2  5o  cosç  sin  o  -i-  to  sin^ç. 


nous  voyons  que  le  trinôme  du  deuxième  membre  est  un  carr('' 
parfait  qui  conserve  un  signe  constant  quand  o  varie.  Ce  trinôme 
s'annule  povir  une  seule  valeur  de  tangcc,  correspondant  précisé- 
ment à  la  direction  asymptotique  unique  AD. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  /'o>o.  Alors    ^    est   toujours 

positif;  toutes  les  sections  normales  ::AB  ont  leur  centre  de  cour- 
bure au-dessus  du  plan  tangent  x ky.  Pour  étudier  la  variation 
de  R,  portons,  sur  la  trace  AB  du  plan  de  la  section  normale,  une 
longueur 

P  =  AI  =  /K, 
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<'t  clierchons  le  lieu  du  point  1.  On  trouve,   romine  plus  liant, 
ce  lieu  a  pour  écpiation 

(  l  )  I  =  /'o  X2  -^  ■>.  5„  X  V  H-  /o  Y  2  . 

Fig.   i'|o. 


C.e  lieu  est  encore  une  conicpie  a\ant   son   centre   en    V;   mais, 
coiume  celle  conique  esl  du  i;enre  parabole. 

''o^o  ~~  ■^G  ^^  ^  ï 

elle  se  coni])ose  de  deux  droites  pai'allèles.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  d< 
Ncriiicr  en  multipliant  l'équation  par  /„  et  remplaçant  /„ /,,  par  .s;^, 
l'éc[uation  devient 

<roii  _ 

é'quation  de  deux  droites  parallèles.   Ces  deux  droites  sont,  d'ail- 

Fig.    l'ir. 


leurs,  parallèles  à  la  direction  as\  inptotique  unicpie  AD  qui  existe 
dans  ce  cas.  On  appelle  ce  système  de  deux  droites  V liidicalrice 
relative  au  point  A.  Celle  indicatrice  étant  tracée,  le  ravoii  de 
courbure  de  la  section  normale  3  AB  s'obtient  en  prenant 


R=:  AI 
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1  désignant  le  point  de  rencontre  de  l'indicatrice  avec  AB.  L'indi- 
catrice a  encore  deux  axes  de  symétrie,  l'un  A-'  perpendiculaire 
aux  deux  droites,  l'autre  A—'  parallèle  aux  deux  droites  cl,  par 
suite,  confondu  avec  AD.  (^e  sont  les  directions  principales  :  les 
rayons  de  courbure  et  les  centres  de  courbure  correspondants  sont 
les  ravons  de  courbure  el  les  centres  de  courbure  principaux. 

Prenons  les  directions  principales  A-'  et  AtJ'  pour  axes 
(/ig.  i/|ï  )•  Alors  5oi=:  o,  et  comme 

r»ti)—  -si  ==  o, 
le  produit  /'o/o  est  nul. 

Supposons  /'o  >>  o  :  alors  ^o  =  o-  On  a  donc 

-j^  =  /'ocos2o,  l\=  AÏ". 

Pour  z>  =  o,  Pi  passe  par  un  minimum  R'  donné  par 

I 

«-'  =  '■"• 

le  centre  de  courbure  correspondant  est  en  (]' .  Quand  '^  augmente, 
R  augmente,  le  centre   de   courbure  C  de  la  section  ^AB  monte 

sur  A^,  et,    pour  es  =  -  ,  li   est   infini.  Quand  Zi  croît  de  -  à  t:, 

R  repasse  par  les  mêmes  valeurs  en  sens  inverse.  Actuellement, 
]\  a  donc  un  minimum  R',  qui  est  l'un  des  ravons  de  courbure 
principaux,  et  pas  de  maximum.  On  peut  dire  qu'il  a  un  maxi- 
mum R''r=oo,  ou  encore  que  l'autre  rayon  de  courbure  principal 
est  infini. 

La  formule  qui  donne  R  devient,  dans  ce  cas, 

I         I 

Résumé.  —  En  résumé,  si  Ton  prend  pour  axes  les  deux  direc- 
tions principales  Arr'  et  \tJ\  et  si  Ton  appelle  R'  et  R'  les  ravons 
de  courbure  principaux  correspondants,  avec  leur  signe,  le  rayon 
de  courbure  R  d'une  section  normale,  dont  la  trace  AB,  sur  le  plan 
langent,  fait  avec  At:'  un  angle  cp,  est  donné  par  la  formule 
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Dans  le  dernier  cas  que  nous  venons  d'examiner,  R"=od;  la 
formule  devient  alors 

^  =  i^cos^?. 

!2io.  Détermination  des  directions  principales  et  des  rayons  de 
courbure  principaux  en  un  point.  —  Nous  venons  de  voir  que,  pour 
connaître  le  rayon  de  courbure  d'une  section  n<n-male  quelconque 


Fig.  i\2. 


passant  par  un  point  A,  il  suffit  de  connaître  les  directions  princi- 
pales Att'  et  A-",  en  A,  et  les  rayons  de  courbure  princijiaux 
R'  et  R"  correspondants,  ^^oici  comment  on  peut  calculer  ces 
éléments  :  .       _ 

Les  axes  étant  suj^posés  rectangulaires,  mais  clioisis  d'une 
manière  quelconque,  nous  avons  trouvé,  pour  la  valeur  algébrique 
du  rayon  de  courbure  R  d'une  section  normale,  dont  la  trace  AR 
sur  le  plan  tangent  a  pour  cosinus  directeurs  a,  [i>,  y  : 


/■a-  -h  iST-^j  -T-  i 


Quand  on  fait  tourner  AR  autour  de  A,  R  varie  et  il  s'agit  de 
trouver  les  directions  de  Al^  rendant  R  maximum  ou  minimum 
(ce  seront  les  directions  principales)  et  les  valeurs  maximum  ef 
minimum  de  R  (ce  seront  les  rayons  de  courbure  principaux).  Ce 
prol)lème  se  ramène  au  problème  élémentaire  de  la  recherche  du 
maximum  et  du  minimum  du  quotient  de  deux  trinômes.  En  effet, 
on  a,  entre  les  trois  cosinus  a,  [j,  "',  la  relation 

a2-}-|3-^-+-Y'-=i; 
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nous  pouvons  donc  écrire 

Mais  on  a  (n*'  240) 

relation  qui  exprime  que  AB  est  dans  le  plan  tangent  en  A.  On  a 
donc 

Le  deuxième  membre  étant  homogène  en  a  et  [3,  divisons  haut 
et  bas  par  a  et  faisons 

-^=„. 

a 
il  vient 

R  _  (i-i- q-)ni'^->r- 2pqm -+- i -h  p'^ 

^  i  ^  p-2  _^  gi  ~  tm--+-  isni  -+-  /• 

({uolient  de  deux  trinômes  du  deuxième  degré  en  ni. 

La  quantité  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la  projection  A,  B, 
de  AB  sur  le  plan  horizontal.  Quand  le  plan  de  la  section  nor- 
male tourne  autour  de  la  normale  en  A,  sa  trace  AB  sur  le  plan 
tangent  tourne  autour  de  A  et  la  projection  A,B^  de  cette  trace 
tourne  autour  de  A,.  La  quantité  ni  varie  de  —  oo  à  -\-ao.  Il  s'agit 
de  trouver  les  valeurs  de  di ,  rendant  R  maximum  ou  minimum,  et 
les  valeurs  maximum  ou  minimuui  de  R. 

Directions  principales,  —  Les  valeurs  de  ///,  rendant  R  maxi- 
mum ou  minimum,  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du 
deuxième  membre  par  rapport  à  m  : 

[(  i  -^  q-)/n  -^pq]  (trn^  -f-  2  5//?,  +  r) 

—  {tm -^  s)[{\^  q'^)m~-^~  ■?.pqin -^  {\-^  p''-)\  =  o^ 

OU,  en  réduisant, 

(lo)  in-[s{\-[-  q-)  —  pqt] 

-\-  m[r(  i  -{-  q'^ )  —  t(i  -^~  p^  )]  ■+- pq r  —  s  {  i  -i- p^  )  —  o. 

Cette  é(piation  en  m  a  deux  racines  réelles,  ni'  et  7n\  qui  sont 

appi:li..  —  Etciiiciits  d'Analyse.  —  st.  2G 
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les  coefficients  angulaires  des  projections  A,7:'^  et  A,7:'|  des  direc- 
tions principales  At:'  et  At:''  sur  le  plan  des  ry. 

On  peut  déterminer  les  directions  principales  par  une  autie 
méthode,  quand  on  connaît  les  directions  asymptotiques  AD  et  AD' 
au  point  A.  Les  directions  principales  sont  alors  les  bissectrices 
des  angles  formés  par  les  directions  asymptotiques. 

Rayons  de  courbure  principaux.  —  Si  l'on  fait 

la  quantité  S  est  maximum   ou  minimum  en  même  temps  que  R. 
Or  on  a 

(II)  S=^ ^—-—^ ^-^ '—, 

tm-  -^  'isni  H-  /• 

et  il  faut  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  S  quand  m  sarie 
de  — 00  à -|- 00.  A  une  valeur  donnée  de  S,  la  relation  (ii)  fait 
correspondre  deux  valeurs  de  m.  Pour  qu'une  valeur  donnée  de  S 
soit  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
valeurs  correspondantes  de  m  soient  égales. 
L'équation  en  m  est 

m2[(i  +  ^2j  _  ^s  j  ^  'ijn[p(j  —  i-S]  -f-  (  r-i-/?2  )  _VS  =  o. 
Pour  qu'elle  ait  ses  racines  égales,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

(pq  —  s'è  )-  —  [{\  -\-  q'^  )  —  t'^^[(i  -^  p-  )  —  /-S]  =  o, 

OU,  en  ordonnant  et  changeant  les  signes, 

(i2  )     S^i  rt  —  s-  )  —  S  [{  i  -]-  p-  } t  -{-  {  i  -+-  q-  ) r  —  '>pqs]  -{-  i -\- p^-~  q-  =  o. 

Cette    équation    en    S    a    deux   racines,    S'   et    S\  qui    sont   le 

maximum  et  le  minimum  de  S,  c'est-à-dire  de  - — -  • 

v/i+/?«--^2 

Le  maximum  et  le  minimum  de  11  sont  donc 


On  a  ainsi  les  deux  rayons  de  courbure  pi'incipaux. 

246.   Courbure  totale  et  courbure  moyenne.  —  On  ap])elJe  cour 
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bure  totale^  en  un  point  d'une  surface,  la  quantité 

I 

Cette  quantité  est  égale  à 


S'S"(I-f-/?2+^2)' 


e'est-à-dire,   en    remplaçant    S'S'^   par  le  produit  des    racines    d( 
l'équation  (^i^j, 


ft  —  s- 


On  voit  donc  que,  conformément  aux  définitions  déjà  posées, 
la  courbure  totale  est  positive,  négative  ou  nulle,  en  même  temps 
que  rt — ^.v". 

Les  surfaces,  qui  sont  à  courbure  totale  nulle,  en  tous  leurs 
points,  sont  telles  qu'en  tous  leurs  points  on  ait 

rt  —  s^=  o. 

Nou5  verrons  plus  tard  que  ce  sont  les  .surfaces  (léveLop])ahles, 

Couihure  moyenne.  -^  On  appelle  courbure  moyenne  d'une 
surface,  en  un  point,  la  quantité 

I  I 

facile  à  exprimer  à  l'aide  des  coefficients  de  l'équation  donnant  S. 
Les  surfaces  à  courbure  moyenne  nulle 

777  H-  7777  =  o  ou  R  +  H    =  o   . 

sont  les  surfaces  d  étendue  minimum. 

On  les  rencontre  dans  le  problème  de  Géométrie  suivant  : 

Etant  donné  un  contour  fermé  dans  l'espace.^  trouver^ 
parmi  toutes  les  surfaces  continues  passant  par  ce  contour  et 
limitées  par  lui.,  celle  qui  a  Vaire  la  plus  petite  possible. 

On  démontre  que  la  surface  répondant  à  la  question  esl  une 
surface  à  couj-bure  moyenne  nulle,  en  cliaque  point.  On  peut  réii- 
liscr  |jln  sKjuement  cette  surface,  en  construisant  le  contour  en  (il 
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métallique  fin,  et  en  plongeant  ce  contour  dans  un  liquide  visqueux 
comme  de  l'eau  de  savon;  si  l'on  retire  ensuite  le  contour,  on 
trouve  la  surface  d'aire  minimum  réalisée  par  une  lame  liquide 
fermant  le  contour. 

On  peut  remarquer  que,  pour  une  de  ces  surfaces,  Findica- 
trice,  en  chaque  point,  est  formée  de  deux  hyperboles  équilatères 
conjuguées  :  ses  directions  asymj^totiques  sont  rectangulaires. 

247.   Exemple.  —  Soit  le  paral^oloïde  hyperbolique  équilatère 

xy 

a 

Cherchons  les  directions  principales  et  les  rayons  de  courbure 
principaux,  en  un  point  A  quelconque  de  la  surface  {fig-  ï43). 

Fig.  1^3. 


Actuellement,  nous  connaissons  les  directions  asymptotiques 
en  chaque  point  :  en  effet,  le  plan  tangent,  en  un  point  A,  coupe 
la  surface  suivant  deux  génératrices  rectilignes  AD  et  AD'  passant 
par  A.  Cette  intersection  est  une  courbe  à  point  double  et  les  tan- 
gentes, en  A,  à  cette  courbe,  c'est-à-dire  les  droites  AD  et  AD' 
elles-mêmes  forment  les  directions  asymptotiques.  Les  directions 
principales,  en  A,  sont  donc  les  bissectrices  A-'  et  At:'^  des  angles 
formés  par  les  génératrices  rectilignes  passant  par  A.  JNous  avons 

actuellement 

y  X 

'a  ^        a 

I 


/'  =  o, 
J /équation  donnant 


t  —  o. 


/. 


s/  a'' 


y- 
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est  ici 

—  aS--\-  Q.SXJ  -\-  ai  a'^-{-  x"^  ^ y- )  =  o. 

Elle  a  pour  racines 


rt  S'  =  xy  -+-  /(  a^  -h  x^-  )  (  a2  -i-  jk- 


a  S"  =  a;^  —  v/(  «2 -+-  372  )  (  «2  _|_  j^2  ). 

Les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont  alors 


La  surface  a,  en  tous  ses  points,  une  courbure  totale  négative, 
car 

T 

Elle  a  une  courbure  moyenne  nulle,  aux  points  appartenant  aux 
deux  axes  0.r  et  O  y'.  En  elFet,  si  .r  =::  o  ou  y  =  o,  on  a 

S+S=0,  R7H--jv-=0- 

Ce  fait  est  aisé  à  vérifier  géométriquement,  car,  en  un  point  A 
de  0.r,  par  exemple,  il  passe  deux  génératrices  du  paraboloïde  : 
l'une  AD'  coïncide  avec  Oj",  l'autre  AD  est  perpendiculaire  àO^:*. 

En  ce  point  A,  les  directions  asymptotiques  sont  donc  rectan- 
gulaires. L'indicatrice  est  formée  de  deux  hyperboles  éqiiiiatères 
etronaR'+R''=o. 


VIII.  -  ETUDE  GEOMETRIQUE  D'UNE   SURFACE 

AUTOUR  D'UN  POINT. 

AUTRE  DÉFINITION  DE  L'INDICATRICE. 

248.  Définition  géométrique  de  l'indicatrice.    —    Soit,    comme 
plus  haut, 

z  =  -(r^x'^-\-'is^xy -\- tay-)-^.  .  .  ^ 

l'équation  d'une  surface  rapportée  à  une  normale  Aj  en  un  point 
quelconque  et  au  plan  tangent  en  ce  point. 

Soit  un  plan  A',  parallèle  au  ])lan  tangent  xKy^  situé  au-dessus 
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de  ce  plan  à  une  distance  infiniment  petite  AA'  =  z.  Ce  pliin  coupe 
la  surface  suivant  une    certaine  courbe,  qui  se  projette   en  vraie 
grandeur  sur  le  plan  horizontal  {fig.  i44)- 
L'équation  de  cette  projection  est 


<P) 


z  =    -ir.x^- 


iSQxy  -^  toy^  ) 


OÙ  ;  est  une  constante  positive  infiniment  petite.  Soient  M  un  point 
de  cette  courbe  voisin  de  A'.  P  sa  projection  suj- le  plan  langent 


xAy:  construisons  la  figure  liomotliétique  du  lieu  du  point  P,  en 
prenant  comme  centre  d  liomothétie  A  et  comme  rapport  dhomo- 


thétie  la  quantité 

faut  prendre  im  point  I  tel  que 


Alors,  sur  chaque   rayon  AP,  il 


AI 
AP 


v/^ 


AI    =  ^^1- 

?.  z 


Nous    allons  vérifier  que,   z  étant  infiniment  petit,  le  lieu   du 
point  I  est  une  conique  ayant  pour  équation 


(I) 


/'O  X2  H-  2  5o  X  Y  -f-  /o  V«  =  I  . 


En  effet,  le  point  P  ayant  pour  coordonnées  ./  et^)',  et  le  point  I 
pour  coordonnées  X  et  \,  la  relation 

AP  =  Al  /I^ 
donne  immédiatement 

X  =  X\/:iz,         jr  =  Y  y/â^; 
en  portant  ces  valeurs  de  :r  et  y  dans  l'équation  (P),  du  lieu  du 
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point  P,  on  a,  pour  lien  du  point  I, 

1 

z  =  z(>oX2+  2.Ç0XY  -f-  ^0  Y2  )  -h  z-^  {.-■)  =  o, 

OÙ  tons  les  termes  non  écrits  contiennent  z^  en  facteur.  Divisant 
cette  équation  par  j  et  taisant  tendre  j  vers  zéro,  on  obtient, 
comme  lieu  du  point  1,  la  conicpie  (I). 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  coupé  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent;,  placé  du  côté  des  z  positifs. 

Prenons  de  même  un  plan  A'^,  parallèle  au  plan  tangent  00  Ay^ 
mais  du  côté  des  z  négatifs;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe,  dont  la  projection  est  représentée  par  l'équation  (P),  où  :: 
a  une  valeur  constante  négative  {fig-  i45). 


Soient  M  un  point  de  celte  courbe,  P  sa  projection  horizontale; 
amplifions  encore  le  rajôn  vecteur  AP  dans  le  rapport 
|)renant 


^/■2AA' 


Al' 

i                     I 

AP 

s/'X\\"            v/---2S 

AI'    =  , 

AA"=:—  ^, 

nous  aurons,  comme  lieu  du  point  1',  la  conique 

(T)  roX2+25oXY-f-^oY2  =  — 1. 

En  effet,  on  a  actuellement 

a:  =  X  \/ —  2  z ,         ^  =  Y  y/ —  -iz; 

en  portant  dans  l'équation  (P),  divisant  par  z  et  faisant  tendre  3 
vers  zéro,  on  obtient  l'équation  de  la  conique  (F).  L'ensemble  des 


4o8  CHAPITRE    XII. 

deux  coniques  (I)  et  (F)  forme  rindicalrice  de  la  surface  au 
point  A.  La  partie  (I)  de  Tindicatrice  provient  des  plans  sécants, 
parallèles  au  plan  xAy  dn  coté  des  z  j)ositifs;  l'autre  partie  (1) 
provient  des  plans  sécants,  parallèles  au  plan  rAy  du  côté  des 
z  négatifs. 

On  a  donc  ainsi  un  moyen  simple  de  définir  Tindicatrice  en  un 
point. 

249.  Rayon  de  courbure  d'une  section  normale.  —  Soit  AB  la 
trace  d'une  section  normale  et  supposons  que  cette  section  soit 
une  courbe  AM  tournant  sa  concavité  vers  le  haut  [fig.  t44)-  '^«i 
droite  AB  étant  tangente  en  A  à  la  courbe,  et  MP  étant  la  distance 
de  M  au  plan  des  jry^  le  rayon  de  courbure  en  A  est  positif  et  a 
pour  valeur  (n°  160) 

■       1.       r      ^'       r     ^' 

Soit,  sur  AB,  le  point  I  de  l'indicatrice  défini  par  la  relation 

—  2-^         AP' 
AI    =  lim . 

'iz 

On  a  alors 

R  =  Âî';. 

on  retrouve  ainsi  la  représentation  du  rayon  de  courbure,  à  l'aide 
de  l'indicatrice. 

Soient,  de  même,  AB  la  trace  d'une  section  normale  tournant  sa 
concavité  vers  le  bas  {/ig.  i45),  M  un  point  de  cette  section  voisin 
de  A,  P  sa  projection.  La  vabmr  absolue  du  rayon  de  courbure  de 
cette  section,  en  A,  est 

Mais,  d'après  nos  conventions,  ce  rayon  de  courbure  doit  être 
regardé  comme  négatif.  On  a  donc 


R       1-    -'^t'' 

R  =  —  lim 


Couime  la  distance  MP  est  égale  à  —  ^,    ^  désignant  l'ordonnée 


COL'HRUKE    DKS    LIGNKS    TRACÉES    SUU    UNE    SURFACE.  /\0() 

de  M  qui  est  négative,  on  a  encore 

Mais,  j)our  définir  le  point  F  de  l'indicatrice,  on  a  pris 

On  a  donc 

R  =  —  A{''. 

200.  Remarque.  —  On  peut  présenter  ces  résultats  de  la  façon 
suivante.  En  coupant  une  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  en  un  point  non  singulier,  à  une  distance  infiniment 
petite  de  ce  plan,  et  regardant  la  courl:)e  d'intersection,  au  voisi- 
nage du  point  de  contact,  avec  une  loupe  d'un  grossissement 
infini,  ou  aperçoit  une  conique,  ayant  le  point  de  contact  comme 
centre.  Cette  conique  est  l'indicatrice  :  c'est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  un  système  de  deux  droites  parallèles,  suivant  que  la 
courbure  totale  de  la  surface  au  point  considéré  est  positive,  néga- 
tive ou  nulle.  Les  axes  de  cette  conique  donnent  les  directions 
principales  de  la  surface  au  point  considéré  ;  ses  directions  asymp- 
totiques  donnent  les  directions  asymptotiques  de  la  surface  au 
point  considéré  :  elles  coïncident  avec  les  tangentes,  au  point  de 
contact,  à  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  tangent. 

201.  Cas  particulier  des  surfaces  du  deuxième  ordre.  —  Les 
théorèmes  précédents  sont  alors  évidents,  car,  dans  une  surface 
du  deuxième  ordre,  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  sont 
liomothétiques.  Donc,  dans  une  de  ces  surfaces,  pour  obtenir  une 
courbe  homothétique  de  la  section  de  la  surface  par  un  plan  paral- 
lèle à  un  plan  tangent  et  inliniment  voisin  de  ce  plan,  il  suffit  de 
prendre  la  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tan- 
gent, à  une  distance  finie  de  ce  point  convenablement  choisie,  et 
de  part  et  d'autre. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que,  pour  un  ellipsoïde,  l'indica- 
trice en  un  point  est  une  ellipse;  pour  un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  elle  est  formée  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ayant  pour 
directions   asymptotiques  les    génératrices  du   point  de    contact; 
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pour  un  cylindre,  elle  est  formée  de  deux  droites  parallèles  à  1j 


^o2.  Usage  de  l'indicatrice  pour  la  détermination  des  tangentes 
à  l'intersection  de  deux  surfaces  tangentes  en  un  point.  —  (juand 
deux  surfaces  sonl  tangentes,  en  un  point  A,  elles  se  coupent,  en 
général,  suivant  une  courbe  ayant  un  point  double  en  A.  Suppo- 
sons qu'on  ait  construit  les  indicatrices  des  deux  surfaces  en  ce 
point,  courbes  qui  sont  situées  dans  le  plan  tangent  commun  en  A. 
On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  à  l  intersection,  an  point  A,  sont  les  dia- 
mètres communs  aux  indicatrices  des  deux  surfaces. 

En  effet,  prenons  le  point  A  comme  origine  et  comme  axe  Kz 
la  normale  commune  aux  deux  surfaces.  Les  équations  de  ces  sur- 
faces sont  : 

(S)  ^  =   -(  ^^,a^2-r-  2  5,|iP/ -i-  /^oJK-  )  -h.  .  ., 

Pour  obtenir  la  projection  de  rintersection  de  ces  deux  surfaces 
sur  le  plan  des  ./•)',  il  faut  éliminer  j  entre  ces  deux  équations,  ce 
qui  se  fait  en  les  retranchant  membre  à  membre.  On  a  ainsi, 
comme  projection  de  l'intersection,  ' 

o  =  (  /•„ —  r^)x^-\-  •!{  s^^ — Si)xy  -\-  (ti)—  tx)y'^-^. ... 

Les  termes  de  moindre  degré  étant  du  deuxième  degré,  la 
courbe  présente  un  point  double  à  Torigine  A.  Le  j)lan  des  xy 
étant  tangent  aux  surfaces  en  A,  les  tangentes  à  la  courbe  d'inter- 
section dans  l'espace,  au  point  A,  se  confondent  avec  les  tangentes 
à  sa  projection  :  ce  sont  donc  deux  droites  représentées  par 
l'équation 

*  ro—  ''i  )^^-i-  -hsq  —  Si)xy  -^  i  /„ —  ^i  >^'=  o. 

Or  ces  droites  sont  précisément  les  diamètres  communs  aux 
deux  indicatrices 

/•„\2-f-  '25oXY  ^^oY«  =  ±l, 
/•,X2-+-  2*1  XY  -4-  ^lY-  =  ±  I, 
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OÙ  les  signes  des  deux.ièmes  membres  se  correspondent.  En  effet, 
pour  avoir  les  diamètres  communs  à  ces  deux  coniques,  il  suffit 
de  retrancher  leurs  équations  membre  à  membre,  ce  qui  donne 
l'équation  des  tangentes  écrite  plus  haut. 

Si  les  indicatrices  des  deux  surfaces,  en  A,  n'ont  pas  de  points 
réels  communs,  les  deux  tangentes  sont  imaginaires,  le  point  A 
est  un  point  isolé  pour  Fintersection  des  deux  surfaces. 

2o3.  Paraboloïde  oscillateur.  Tore  osculateur.  —  l  ne  surface 
étant  rapportée  à  un  de  ses  point>  A.  pris  comme  origine,  et  à  la 
normale  en  ce  point  comme  axe  des  ::,  on  peut,  en  développant  z 
par  la  formule  de  Mac-Laurin,  écrire  l'équation  de  la  surface  sous 
la  forme 

(  S  )  s  =  -  (  r,,  x'^  ■+-  •?.  Sq  xy  -h  ^o  J'^  )  -^  •  •  •  • 

La  loi  des  courbures  des  sections  normales  faites  autour  du 
point  A  et.  par  conséquent,  la  loi  de  là  courbure  de  toutes  les 
sections  planes  passant  par  A,  ne  dépend  que  des  coefficients  /„. 
5o,  /q-  tlette  loi  est  donc  la  même  pour  une  deuxième  surface  tan- 
gente à  la  première  au  point  A  et  pour  laquelle  /'o,  5o,  ^o  ont  les 
mêmes  valeurs.  C'est  ce  qu'on  voit  aussi  par  la  Géométrie,  en 
remarquant  que  la  variation  du  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  est  représentée  à  l'aide  de  l'indicatrice 

ruX2 -h  25oXY  +  ^0  Y2  =  zh  I  ; 

cette  indicatrice  ne  dépendant  que  de  Tq,  s^.  Cq,  deux  surfaces 
tangentes  en  A,  pour  lesquelles  ces  trois  coefficients  ont  les  mêmes 
valeurs,  ont  les  mêmes  indicatrices,  et,  par  suite,  deux  sections 
normales  ou  deux  sections  planes  quelconques,  faites  par  un 
même  plan  passant  par  A  dans  les  deux  surfaces,  ont  même  rayon 
de  courbure,  en  A. 

Ainsi,  au  point  de  vue   de  l'étude  de  la  courbure  des  sections 

'planes  passant  par  A.  on  peut  substituer  à  une  surface  une  autre 

surface  tangente,  pour\  u  que  r^,  .^o,  ^o  soient  les  mêmes,  ou  encore 

pourvu  que  les   directions  principales  et  les  rayons  de  courbure 

|)rincipaux  en  A  soient  les  mêmes. 

Voici  deux  façons  simples  de  réaliser  cette  substitution. 
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Paraholoïde  oscillateur.  —  Considérons  la  surface 

obtenue  en  supprimant  dans  le  développement  (S)  tous  les  termes 

suivant  le  groupe  des  termes  du   deuxième  degré.  Cette  équation 

définit    un   paraholoïde    qu'on    nomme  paraholoïde   oscillateur 

à  la  surface  en  A.  Dans  le  voisinage  de  A,  on  peut  substituer  à  la 

surface  un  petit  fragment  de  ce  paraboloïde  ;  la  loi  de  la  courl)ure 

des  sections  planes  n'est  pas  altérée. 

SI  l'on  prend  pour  axes  A.x  et  Aj-,  les  directions  principales  At: 

et  At:"  et  si  Ton  appelle   R'  et  R''  les  deux  rayons  de  courbure 

principaux,  on  a 

__  _    I  I 

l'équation  du  ])araboloïde  osculateur  est  donc  alors 

Ce  paraboloïde  est  elliptique  ou  hyperbolique,  sui\ant  qiu^  la 
surface  est  à  courbure  totale  positive  ou  négative.  Dans  le  cas  où 
la  courbure  totale  est  négative,  les  directions  as jmj)to tiques  de  la 
surface  S,  en  A,  coïncident  avec  les  génératrices  rectilignes  du 
paraholoïde  osculateur  P  passant  par  A. 

Si  la  courbure  totale  de  la  surface  S  au  point  A  est  nulle, 
R'=iocetle  paraboloïde  osculateur  devient  un  cylindre  parabo- 
lique 

.T- 

tangent  au  plan  des  xy  suivant  la  droite  unique  avec  laquelle  se 
confondent  alors  les  deux  directions  asymptoliques  de  la  surface 
donnée  S. 

l'ore  osculateur.  —  On  peut  aussi  construire  facilement  un 
tore  ayant,  en  A,  mêmes  directions  principales  et  mêmes  rayons 
de  courbure  principaux  que  la  surface  donnée. 

Soient  At:  et  At:"  les  directions  principales,  C  et  G"  les  centres 
de  courbure  principaux  correspondants.  Dans  le  plan  de  section 
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principale  ^At:',  traçons  le  cercle  de  centre  C  et  de  rayon 
G'A  =  R'.  Dans  le  plan  de  section  principale  zArJ',  traçons,  de 
mcme,  le  cercle  de  centre  G^  et  de  rayon  C"A  =  R7.  Supposons 
ensuite  qu'on  fasse  tourner  le  cercle  G^  autour  d'un  axe  C'F, 
mené  par  G'  perpendiculairement  au  plan  du  cercle  G'.  Nous 
engendrons  ainsi  un  tore,  qui  est  tangent  à  la  surface  donnée  en  A. 
En  outre,  ce  tore  a,  en  A,  les  mêmes  directions  principales  At:' 
et  A-"  que  la  surface  donnée   :    cela  est  évident,  par  raison  de 


symétrie,  car  la  droite  A?:'  est  tangente  à  réquateur  du  tore  en  A 
et  At:"  au  méridien.  Enfin  ce  tore  a,  en  A,  les  mêmes  rayons  de 
courbure  principaux  que  la  surface  proposée,  car  les  deux  sec- 
lions  principales,  en  A,  étant  l'équateur  et  le  méridien,  leurs 
centres  de  courbure  sont  les  centres  G^  et  G'  de  ces  deux  cercles. 

Nous  avons  figuré  ce  tore  (Jig'-  i46,  I  et  II),  en  supposant  suc- 
cessivement que  la  surface  est  à  courbure  totale  positive  ou  néga- 
tive. 

Si  la  surface  est  à  courbure  totale  nulle,  lV=:oo,  le  tore  se 
réduit  à  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  base  le  cercle  G'', 
tangent  au  plan  des  xy  le  long  de  A7L^ 
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UGNES  PARTICULIÈRES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE 


I.  —  LIGNES  DE  COURBURE. 

254.  Définition.  —  On  appelle  ligne  de  eourbure  d'une  surface^ 
une  ligne  tracée  sur  la  surface  de  telle  faç<^n  (]ue  les  normales  à 
la  surface  le  long  de  cette  ligne  forment  une  surface  dévelop- 
pahle^  c'est-à-dire  aient  une  enveloppe.  Nous  allons  former 
l'équation  différentielle  des  lignes  de  coui'bure.  ÎNous  en  conclu- 
rons que,  par  chaque  point  dune  surface,  il  ]);isse  deux  lignes  de 
courbure  tangentes  aux  directions  principales  en  ce  point. 

^^i^.  Équation  différentielle  des  projections  horizontales  des 
lignes  de  courbure.  —  Soit  une  surface  ayant  j)our  équation 

-=/<^,  7); 

si,  sur  cette  surface,  on  considère  une  ligne  de  courbure  JV,  les 
coordonnées  d'un  point  A  de  celte  ligne  peuvent  être  regardées 
comme  des  fonctions  d'un  même  j)aramétre  A 


X  =  0{  K). 


JK=:'i/(>0,  z=f{x,y). 


Appelons,  comme  précédemment,/).  </,  /",  .s.  t  les  dérivées  par- 
tielles premières  et  secondes  de  c,  ])ar  rapp<<rt  à  ./  vA  y.  i\vs 
dérivées  sont  des  fonctions  de  ./  et  y,  et,  par  suite,  le  long  de  la 
ligne  de  courbure,  des  fonctions  de  A  j);ir  l'intermédiaii-e  de^etj'. 
(  )uand  A  croît  de  d\  le  ])(>int  V  subit  un  (l(''placem(Mil  inlinimcnt 
j.ctit  AA',  X  et  y  croissent    de   di    et  dy,  z,  p  et  (j  cioisscnl  dv. 
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leurs  différentielles  : 

dz  =^  p  dx  -h  q  dy^ 
dp  =  r  dx  -r-  s  dy, 
dq  —  s  dx  -h  t  dy. 


i5 


Les  équations  de  la  normale  AN  à  la  surface,  au  ])oint  A  ( ./ .  )-,  c), 

sont 

X  —  iP  _  Y  —  y  __  7.  —  z 

p        ~        q        ^     —\ 


OU,  en  égalant  les  deux  premiers  rapports  au  troisième. 


(I) 


\   X=i:  —  pZ  -\-  X  -h  p  z^ 

{   \^— qZ-^y-+-qz. 


Dans  ces  équations,  x,   )',  z,  p  ai  q  sont,  le  long  de  la  ligne  de 
courbure,  des  fonctions  de   A.  Nous  devons  exprimer  que  la  nor- 

Fig.    147. 


maie  (i)   engendre   une   surface   développable.    Or,   les   équations 
d'une  droite  étant  mises  sous  la  forme 


X  =  aZ-^h, 


bZ-^k. 


où  a,  h.  h.  A  sont  fonctions  d'un  paramétre  A,  pour  que  cette 
droite  engendre  une  surface  développable,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  équations  dérivées  par  rapport  à  X, 


da        dh 

'dl  '^Tn.' 


o  =  Z 


db_        djk 
d\  "^  d\ 
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donnent,  pour  Z,  la  mcn^e  valeur,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

dh  _  dk 
da        db 

Comme,  dans  les  équations  (i),  on  a 

az=—p^  b= — q,  /i  =  x-\-pz,  k  —  y  -\-  qz, 

la  condition  cbercliée  est 

d{  X  -^  p  z  )  _  d{  y  -^  q  z  ) 
dp  dq 

En  dévelop])ant  on  a 

dx  -+-  p  dz  -^-  z  dp  _  dy  -\-  q  dz  -\-  z  dq 
dp  dq 

11  ,  z  dp         z  dq 

OU,  en  su|)i)rimant  les  deux  termes  égaux  — r-^  et  —7—^7 
'  '  1  "^  dp  dq 

dx  -h  p  dz        dy  -h  (i  dz 

(  3  ) = • 

dp  dq 

Si  l'on  remplace  dz^  <://>,  dq  par  leurs  expressions  ci-dessus,  la 
condition  (3)  devient 

{\ -^  p'^  )  dx -^ pq  dy        pq  dx -\- { i -h  q-)  dy 
r  dx  -^  s  dy  s  dx  -h  /  dy 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  voit  que  cette  équation  est 
du  deuxième  dei»ré  en  dr  et  dy.  Elle  prend,  en  etîet,  la  forme 

(4)     dy^[(i-i-  q'^)s—pqt] 

-h  dx  dy\{  i  -h  q"^  )r  —  {  \  -^-  p-  )t  \-^  dx-  [pqr  —  {i  -h  p-  )s]  =  o. 

En  divisant  pnvdx-,  on  obtient  une  équation  du  deuxième  degré 
en  -j--  Ce  résultat  montre  (jue,  prfj-  cliaque  point  de  la  surface^ 

il  passe  deux  lignes  de  courbure.  En  effet,  si  l'on  projette  le 
point  A  sur  le  plan  horizontal,  eu  A, ,  et  la  ligue  de  courbure  en  L', , 
la  tangente  At'  à  la  ligne  de  courbure,  en  A,  se  projette  horizon- 
talement, sui\ant  hi  tangente  A|-'j  à  Ja  projection  L'j.  T^e  rap- 
port —  ^"''t  le  coetiicieul  angulaire  de  la  tangente,  en  A,,  à  la  pro- 
jection l/j  de  la  ligne.  Les  coordonnées  x  et  y  du  point  A,   étîuil 
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données,  les  quanlités  ^,  /?,  q^  /",  5,  t  sont  déterminées,  et  l'équa- 
tion (4)  donne  pour  -^  deux  valeurs  :  par  le  point  A,,  passent 
donc  les  projections  I/^  et  L", ,  de  deux  lignes  de  courbure, 
tangentes  aux  deux  droites  A<r:',  et  AiTû"^,  dont  les  coefficients 
angulaires  sont  racines  de  l'équation  (4).  Cette  équation  s'appelle 
Véquatiou  différentielle  de  la  projection  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xy. 

256.  Théorème  I.  —  Les  deux  lignes  de  courbure^  passant 
par  un  point  A  d' une  surface^  ont  pour  tangentes^  en  ce  point^ 
les  deux  directions  principales  At'  et  A-". 

Pour  démontrer  ce  théorème,  portons  l'origine  au  point  A 
(voir  fig.  187  ou  i39  ou  i4i)  en  prenant  comme  axe  des  z  la 
normale  en  A,  comme  axes  des  x  et  des  y  les  directions  princi- 
pales au  point  A.  Alors  (n"  214),  />,  ^,  s  deviennent  nuls,  r  et  t 
prennent  des  valeurs  ;'o  et  Iq.  L'équation  du  deuxième  degré  (4), 
donnant  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  projections 
horizontales  des  deux  lignes  de  courbure  passant  par  A,  devient 

(  ^0  —  '"o  )  dx  dy  —  o  ; 

elle  donne  donc,  en  prenant  le  cas  général,  c'est-à-dire  en  écartant 
le  cas  où  ^0=  ''0?  c'est-à-dire  où  A  serait  un  ombilic  :  ou  bien 

dx  =  0, 
ou  bien 

dy  =  o. 

L'une  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure,  passant  par  A,  est 
donc  l'axe  Ky  ou  Aï:",  et  l'autre  l'axe  A.x  ou  At:'. 

Autre  démonstration.  —  Sans  faire  le  changement  d'axes 
ci-dessus,  nous  pouvons  démontrer  le  théorème  comme  il  suit.  Si, 
dans  l'équation  du  deuxième  degré  (4),  nous  remplaçons  -^  par  am, 
cette  équation  devient 


m 


[ii^q''')s  —pqt]  ^  m[{\  +  q"^)!'  —  {\  -\- p^')t]  -^ pqr  —  (i -h p^-)s  =  0. 


On  reconnaît  alors  qu'elle  est  identique  à  l'équation  (10)  du 
n°  245,  donnant  les  coefficients  angulaires  des  projections  Aj-rr^ 
et  AiTTj  des  directions  principales  sur  le  plan  des  xy  {fig.   i42 

APi'KM..  —  Eléments  d'Analijsc.  —  st.  27 
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et  i47)-  Les  lignes  de  courbure  sont  doue,  en  projection,  tang(;ntes 
à  Aj-'j  et  A,7r'j  et,  sur  la  surface,  elles  sont  tangentes  aux  direc- 
tions principales  A—'  et  At:'. 

257.  Théorème  II.  —  Soit  AN  la  normale,  en  A,  à  la  surface  : 
par  le  point  A  passent  deux  lignes  de  courbure  L'  et  L"  {fig-  i47)- 
Si  le  point  A  décrit  la  ligne  L',  la  normale  à  la  surface  enveloppe 
une  certaine  courbe  :  soit  C  le  point  de  contact  de  AN  avec  cette 
enveloppe.  Si  le  point  A  décrit  la  ligne  J^",  la  normale  à  la  surface 
a,  de  même,  une  enveloppe  :  soit  C  le  point  de  contact  de  AN 
avec  cette  deuxième  enveloppe. 

Les  points  C!  et  C"  sont  les  deux  centres  de  courbure  princi- 
paux relatifs  au  point  A. 

Quand  une  droite  mobile 

\  =  aZ-i-h,  Y  =  bZ-\-k, 

dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  X,  a  une  enveloppe, 
les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enve- 
loppe vérifient  les  équations  dérivées  par  rapport  à  A  : 

da        dh  db     .  dk 

''  =  ^^d}.-^dî'  ""^^^dk-^dï' 

Le  Z  du  point  de  contact  est  donc  donné  par  les  deux  équations 
compatibles 

( 5 )  o  =  Z  da  ^  dh,  o  =  7.  db  ■+-  dk. 

Actuellement,  il  s'agit  de  l'enveloppe  des  normales 

X  =  — /?Z -h  a"M-/>^,  \  —  — cfL-^  y -^  qz. 

Le  Z  du  point  de  contact  de  la  normale  avec  son  enveloppe  est 
donc  fourni  par  les  équations  compatibles 

o  =—7.dp -^  d{x  ^  pz),  o—  —  Z  dq -i- d{y -v  q  z) 

ou,  en  développant, 

o  =  —  Z ( /•  dx  -f-  s  dy)  -f-  dx  -\-  p  dz  -^  z  dp, 


—  Z{s  dx  -\-  t  dy)  -^  dy  -\-  q  dz  -\-  z  dq. 
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Portons  alors  Foriginc  an  point  A  et  prenons,  comme  plus  haut, 
pour  axes  la  normale  AN  et  les  deux  directions  principales  Ar/ 

el  At:".  Nous  aurons 

z  =  o,  p  =  o,  </  =  •>?  5  =  0, 

/'  et  t  prenant  les  valeurs  7*0  <*t  ^o* 

Les  équations  (6),  donnant  le  Z  du  point  de  contact  de  la 
normale  AN  avec  son  enveloppe,  deviendront  alors 

(  7  )  0  =  —  Z  /"o  dx  -h  dx.  o  =—7.to  dy  -+-  dy. 

Si  l'on  déplace  la  normale;  le  long  de  la  ligne  de  courbure  L', 
tangente  à  l'axe  des  x^  on  a  dy  ■=  o,  dx  étant  dillV'rent  de  zéro.  La 
deuxième  des  équations  (n)  est  identiquement  satisfaite,  et  la 
première  donne,  pour  le  Z  du  point  de  contact  G', 

z  =  -i, 

cest-à-dire 

Z  =  R', 

R'  étant  le  rayon  de  courbure  principal  correspondant  à  la  direc- 
tion principale  A—'.  Le  point  de  contact  G'  est  donc  bien  le  centre 
de  courbure  principal  relatif  à  la  direction  principale  A-n;'. 

De  même,  si  l'on  déplace  la  normale  le  long  de  la  ligne  L  ",  on  a 

dx  =  o,  dy  -y^~  o; 

la  première  des  équations  (^)  est  identique,  la  deuxième  donne 

c'est-à-dire 

Z  =  R". 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

^08.  Résumé.  -  En  résumé,  les  lignes  de  courbure  d'une  surface 
forment  deux  familles  de  courbes  L'  et  L",  se  coupant  respec- 
tivement à  angle  droit.  En  chaque  point  A  de  la  surface,  les  direc- 
tions principales  At:'  et  At:'  sont  les  tangentes  aux  deiîx  lignes  de 
courbure  passant  par  ce  point,  et  les  centres  de  courbure  princi- 
paux de  la  surface  en  A  sont  les  points  où  la  normale  en  A  touche 
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les  deux  courbes  qu'elle  enveloppe,   suivant  qu'on   déplace    son 
pied  sur  la  ligne  L'  ou  la  ligne  L". 

On  voit  que  la  connaissance  des  lignes  de  courbure  d'une  surface 
entraîne  la  connaissance  de  tous  les  éléments  nécessaires  à  l'étude 
de  la  courbure  de  la  surface  en  chacun  de  ses  points. 

Remarque.  —  Il  faut  bien  remarquer  que  C  et  G'  sont  les 
centres  de  courbure  des  sections  normales  de  la  surface  menées 
par  KtJ  et  A-"  {fig.  147)  et  non  les  centres  de  courbure  des  deux 
lignes  de  courbure.  D'après  le  tliéorème  de  Meusnier.  pour  déter- 
miner le  centre  de  courbure  de  la  ligne  L'  en  A,  il  faudrait  connaître 
le  plan  osculateur  P  à  cette  courbe  en  A  et  projeter  ensuite  le 
point  C,  centre  de  courbure  de  la  section  normale,  sur  le  plan  P. 

Le  lieu  des  points  G  est  une  développée  de  la  ligne  de  cour- 
bure 1/.  puisque  ce  lieu  est  l'enveloppe  d'une  suite  de  normales  à  1/. 
De  même,  le  lieu  des  points  G'  est  une  développée  de  L  . 

2o9.  Lignes  de  courbure  d'un  paraboloïde  hyperbolique  équila- 

tère.  —  Soit  la  surface 

xy  ^ 


z 

a 


Actuellement, 


y  X 

P  =  -•>  cj  ^  - 

'a  ^        a 


L'équation  différentielle  de  la  projection  des  lignes  de  courbure 
sur  le  plan  des  xy  étant,  en  général, 

dx  -\-  p  dz        dy  -A-  q  dz 
dp  dq 

devient  actuellement 


dx  -\-- 


\-dx-\ — ■  dy\         dy  -+-'-(-  dx  -, dy 

\a  a        /  a\a  a 


dy  dx 


a 


Gliassant  le  dénominateur  et  réduisant,  nous  avons 

(«2 -+-^2)  dy^^  (  «2  4_  j^2  j  c?a72  =  0, 

équation  du  deuxième  degré  en  -^'  On  en  tire 


dx 


dy 
dx 


/ a'^  -f-  X- 
y  a'^-\-y^ 
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En  intégrant  cette  équation  différentielle,  on  a  l'équation,  en 
termes  finis,  de  la  projection  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan 
des  xy.  En  séparant  les  variables,  on  peut  écrire 


d.r         ,  dy 


yJa'-T-x-        \Ja--\-y'^ 


L ( X  -V  \' a-^  -^  x-^)  -±.\Ày  ^  \J a'-  -^  y- )  =  LK , 


K  désignant  une  constante  arbitraire. 


Suivant  le  signe  choisi,  on  a  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes 
le  lignes  de  courbure. 
Le  signe  +  donne,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

{x  -+-  y/a--!-  X-  )  {y  -+-  \/a^  -^ y-)  =  ^S 
t  le  sigre  — 


^^/a^^x^  ^^^ 


y -^  si  <^- -^  y- 


En  faisant  varier  K  et  K',  on  a  ainsi  les  projections  lioiizontales 
des  deux  familles  de  lignes  de  courbure. 

260.  Lignes  de  courbure  des  surfaces  de  révolution.  —  Dans 
une  surface  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les  parallèles 
et  les  méridiens. 

En  effet,  considérons  une  surface  de  révolution  d'axe  O^  et  de 
méridienne  AM.  Les  normales  à  la  surface,  le  long  d'un  parallèle 
quelconque  AP,  forment  un  cône  dont  le  sommet  C  est  sur  l'axe 
de  révolution.  Elles  engendrent  donc  une  surface  développable 
dont  l'arête  de  rebroussement  est  le  point  G'  {fig-  i48)' 

De  même,  les  normales  à  la  surface,  le  long  d'un  méridien  AM, 
sont  dans  le  plan  du  méridien.  Elles  ont  donc  une  enveloppe,  qui 
n'est  autre  chose  que  la  développée  plane  de  la  méridienne,  et  le 
point  de  contact  G"  d'une  normale  AN  avec  cette  enveloppe  est  le 
centre  de  courbure  de  la  méridienne  au  point  A  (n"  !2l!2). 

D'après  cela,  en  un  point  A  d'une  surface  de  révolution,  les 
directions  principales  sont  les  tangentes  At:'  et  Att'  au  méridien  et 
au  parallèle  passant  par  A,  et  les  centres  de  courbure  principaux 
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sont  :  i"  le  point  C^  où  la  normale  en  A  couj)c  Taxe  (\c  révolu- 
tion; 2"^  le  point  C,  (-entre  de  eoiirbure  de  la  méridienne  au 
point  A. 

Par  exemple,  si  l'on  considère  la  surface  de  révolution  engendrée 
par  une  chaîne t le 


y 


1 


tournant  autour  de  l'axe  Ox\  les  centres  de  courbure  principaux 
en  un  point  A  sont  :  l'un  sur  l'axe  Ox  en  G',  l'autre  au  centre  de 


Fk'.  i4y. 


courbure  G'  de  la  chaînette.  Comme  le  rayon  de  courl)uré  d'une 
chaînette  est  égal  à  la  normale  (n*'  157),  on  a  AG'=  AG',  les  deux 
rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux  et  de  signes  contraires,, 


et  la  surface  a  une  courbure  moyenne  nulle  en  chacpie  point.  On 
a  ainsi  un  exemple  simple  de  surface  d'étendue  minimum  (n"  i2i6\. 

1261.  Surfaces  développables.  -  Sur  une  surface  développabh;, 
les  lignes  de  courbure  sont  constituées  par  les  génératrices  recti- 
lignes  et  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  génératrices,  c'esl- 
à-dire  les  développantes  de  l'arête  de  rebroussement. 

En  elVet,  le  plan  tangent  étant  le  même  tout  le  long  d'une  géné- 
ratric<'  M,  M,  les  normales  à  la  surface  le  long  de  la  ligne  M^M 
{ flg.   149)  engendrent  un  [)lan  :  on  peut  dire  qu'elles  ont  pour 
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enveloppe  un  point  G'  rejeté  à  linlini  sur  une  des  normales.  Nous 
connaissons  ainsi  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure.  L'aulre 
système  est  alors  formé  des  courbes  tracées  sur  la  surface  et  cou- 
pant les  lignes  du  premier  système,  c'est-à-dire  les  génératrices 
rectilignes,  à  angle  droit.  Ces  courbes  sont  les  développantes  de 

Fig.    149. 


l'arête  de  rebroussement  M,  D,.  On  peut  les  tracer  en  déroulant  un 
fil  enroulé  sur  Farête  de  rebroussement  M,D,  :  un  point  du  fil 
décrit  une  ligne  de  courbure  de  la  deuxième  famille. 

On  voit  que  l'un  des  rayons  de  courbure  principaux,  en  clia([uc 

|)oint,  est  infini;  la  courbure  totale  TrrçTf,  est  donc  nulle,  en  cliaque 

point.  Nous  verrons  plus  loin  que,  réciproquement,  une  surface 
dont  la  courbure  totale  est  nulle  en  chaque  point  est  une  surface 
cléA^eloppabie. 

I.  -  LIGNES  ASYMPTOTIQUES. 

^62.  Définition.  —  Les  lignes  de  courbure  possèdent  la  propriété 
d'être  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  A  à  l'une  des  directions 
principales  en  ce  point.  On  appelle  lignes  asymptotiqiies  (T une 
surface  les  lignes  tracées  sur  la  surface^  de  telle  façon  qu'en 
chacun  de  leurs  points  A  elles  soient  tangentes  à  P une  des 
directions  asyniptotiques  en  ce  point. 

Gomme  les  directions  asyniptotiques  en  un  point  A  ne  sont 
réelles  que  si,  en  ce  point,  la  courbure  totale  est  négative  ou 
nulle.,  les  lignes  asyniptotiques  ne  peuv.ent  exister  que  sur  les 
portions  de  la  surface  formées  par  les  points  A  où  la  courbure 
totale  est  négative  ou  nulle. 
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263.  Équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  projetées 
sur  le  plan  des  xy.  —  Nous  avons  vu  (n°  228)  qu'en  un  point  A 
d'une  surface,  il  existe  deux  directions  asymptotiques  AD  ou  AD', 
réelles  ou  imaginaires,  ayant  pour  projections  horizontales  deux 
droites  dont  les  coefficients  angulaires  sont  racines  de  l'équation 

(i)  tm^-^  ?sm  ^  7-  —  o,         , 

/',  s,  t  désignant  les  valeurs  des  dérivées  secondes  de  z  par  rapport 
à  ^  ety,  au  point  A. 

Si  l'on  considère,  sur  la  surface,  une  ligne  asymptotique  passant 
par  A,  cette  ligne  admettra  pour  tangente  AD  ou  AD',  et  sa  projec- 
tion horizontale  admettra  pour  tangente  O'E  ou  O'E'  i^fig-  122). 

I.e  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  courbe,  dans  le 

plan  des  xy^  est  ^-  Pour  que  cette  courbe  soit  la  projection  d'une 

ligne  asymptotique,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  coefficient  soit  racine 
de  l'équation  (i),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(  3  )  r  dx-  -^  is  dx  dy  H-  t  dy"^  =  o. 

Telle  est  l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes 
asymptotiques  sur  le  ^VxwxOy.  Elle  est  du  deuxième  degré  en  ^-  : 

pour  que  les  valeurs  de  -j-  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffît  que 

l'on  ait 

rt  —  52  ^  o, 

c'est-à-dire  que  la  couibure  totale  soit  négative  oa  nulle . 

En  intégrant  cette  équation,  on  trouvera,  sur  la  surface,  deux 
systèmes  de  lignes  asymptotiques  correspondant  aux  deux  valeurs 

de  ^y- 

dx 

Remarque.  —  L'équation  difréreiiLielle  des  lignes  asyuiptot!(|ues 
peut  s'écrire  sous  la  forme  simple 

(  I  )  dp  dx  H-  dq  dy  =  o. 
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En  effet,  on  a 

dp  =  /'  dx  -f-  5  dy^  dq  =  s  dx  -l-  t  dy  ; 

en  remplaçant  dans  (4),  on  retrouve  bien  Féquation  (3). 

•^Bi.  Lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée  gauche.  —  Sur 
une  surface  réglée  gauche,  une  des  directions  asymptotiques  AD, 
en  chaque  point  A,  est  la  génératrice  AG  passant  par  ce  point  : 
l'autre  direction  asjmptotique  AD',  en  A,  est  alors  nécessairement 
réelle.  L'un  des  systèmes  de  lignes  asymptotiques  est  donc  formé 
par  les  génératrices  rectilignes,  car,  en  chaque  point  A  d'une 
génératrice  rectiligne  AG,  la  tangente  AD  à  la  génératrice  est  une 
direction  asymptotique  Ifig-  i5o). 

Fig.  i5o. 


L'autre  système  est  formé  par  les  courbes  admettant  pour 
tangentes  les  droites  telles  que  AD',  qui  donnent,  en  chaque 
point,  la  deuxième  direction  asymptotique. 

265.  Lignes  asymptotiques  d'une  surface  développable.  — 
Comme,  en  tout  point  d'une  surface  développable,  rt  —  s-  est 
nul,  les  deux  directions  asymptotiques  en  tout  point  sont 
confondues.  Les  deux  systèmes  de  lignes  asymptotiques  se 
confondent  en  un  seul  qui  est  formé  par  les  génératrices  recti- 
lignes. 

i266.  Théorème.  -  Pour  qu' une  ligne  soit  une  ligne  asymp- 
totique cVune  surface^  il  faut  et  il  suffit,  qu'en  chacun  de  ses 
points,  son  plan  osculateur  soit  tangent  à  la,  surface. 

En  effet,  imaginons  d'abord  une  ligne  quelconque  tracée  sur  une 
surface.  Le  long  de  cette  ligne,  x,  y,  z  sont  des  fonctions  d'un 
paramètre  \  vérifiant  identiquement  l'équation 

de  la  surface  et  toutes  celles  qu'on  en  déduit  par  différentiation. 
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Une  première  dîfFérentiatlon  donne,  a\ec  les  notations  précé- 
dentes, 

(  5  )  dz  —  p  dx  H-  q  dy. 

Une  nouvelle  difFérentiation  donne 
(  6  )  d"' z  —  p  d- X  -\-  q  d-y  -\-  dp  dx  -\-  dq  dy. 

Va\  i;énéral,  pour  Cju'un  plan 

A(X  — a7)  +  B(Y— jO-^<^(Z  — •s)  =  o 

soit,  osculateur  à  une  courbe,  au  point  -r,  )',  ^,  il  faut  et  il  suffit 
(n"  173)  que  Ton  ait  les  deux  conditions 

^  A  dx    -\-\\dy    -^  C  dz    =  o, 
''  ]  Ad-^x^Bd'-y-\~Cd'-z  =  o. 

Actuellement,  nous  voulons  chercher  ce  que  doit  être  la  courha 
pour  que  le  plan  tangent  à  la  surface 

—  pi\  —  x)  —  q(\—y)-^Z  —  z  =  o 

soit  osculateur  à  cette  courbe.  Les  conditions  (-)  que  doit  remplir 
ifi  courbe  cherchée  deviennent  alors 

{  dz    —  p  dx    —  a  dy     =  o, 

(8;  i  y    ./  ' 

(   d-z  —  p  d-x  —  q  d-y  =  o  ; 

en  les  rapprochant  des  relations  (5)  et  (()),  qui  ont  lieu  pour  une 
courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface,  on  voit  que  la  courbe 
cherchée  doit  vérifier  la  condition 

dp  dx  -!-  dq  dy  =  o. 

C'est  donc  une  ligne  asjmptotique. 

Par  exemple,  si  l'on  considère  la  surface  réglée  S,  engendrée  par 
les  normales  principales  MN'  d'une  courbe  gauclu',  cette  courbe 
gauche  est  une  ligne  asjmptotique  de  la  surface  S,  car  son  jdan 
osculateur,  en  un  point  M,  est  é\idemment  tangent  à  la  surface, 
en  ce  point,  comme  contenant  la  tangente  à  la  courbe,  en  M,  et  la 
irénéralrice  MN'. 
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III.  -  LIGNES  DE  NIVEAU 
ET  LIGNES  DE  PLUS  GRANDE  PENTE. 

267.  Définition.  —  Considérons  une  suiface  (juelcoïK^ue  rap- 
portée à  trois  axes  reetangiilaires,  le  plan  des  ./  )'  étant  horizontal. 
On  appelle  lignes  de  niveau  de  la  surface  les  sections  de  la  surface 
par  des  plans  horizontaux 

z  =  const. 

Ces  lignes  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy\ 
si  la  surface  a  [)our  écpiation 


l( 


L's  projections  horizontales  des  lignes  de  niveau  ont  pour  équation 

*268.  Équation  différentielle  des  lignes  de  plus  grande  pente.  — 
On  appelle  Lignes  de  plus  grande  pente  les  lignes  tracées  sur 
la  surface  et  coupant  à  angle  droit  les  lignes  de  niveau.  Ces  lignes 
sont,  en  chacun  de  leurs  points,  tangentes  à  la  droite  de  plus  grande 
pente  du  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  [)oint. 

On  obtient  l'équation  dillerentielle  des  [)rojections  horizontales 


des  lignes  de  plus  grande  pente,  en  remarquant  qu'elles  coupent 
orthogonalement  les  projections  des  lignes  de  niveau.  En  elFet,  par 
un  point  M(,r,  )%  z)  de  la  surface,  il  passe  une  ligne  de  niveau  et 
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une  ligne  de  pente  {fig.  i5i).  Les  deux  éléments  infiniment  pelits 
MM,  et  MM'  de  ces  deux  lignes  sont  orthogonaux  ;  comme 
Félément  MM,  est  parallèle -au  plan  de  projection,  les  projections 
horizontales  de  MM,  et  MM'  sont  rectangulaires;  ce  cpii  démontre 
la  proposition. 

Appelons  d^x^  ^tX^  o  les  projections  de  MM<  sur  les  axes 
et  d.r,  dy^  dz  celles  de  MM'.  On  aura 

( 9 )  dx  diX  -\-  dy  d^y  =  o. 

Mais  l'équation  de  la  ligne  de  niveau  passant  par  M  est 

¥{x,  y,  z)^o, 

OÙ  z  est  constant.  I^e  coefficient  auiiulaire  -^  de  la  tanoenie  à  la 
projection  horizontale  de  cette  courbe  est 

dl  X  F  y 

D'après  la  condition  (9),  on  a  donc  pour  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  la  projection  de  la  ligne  de  pente  au  même 
point 

/      x  dy         F'r 


On  a  ainsi  l'équation  difïérentielle  cherchée,  dans  laquelle  il  faut 

.^F     ^;f 

—  et  — 

<)x        ()y 

fonction  de  x,  y,  définie  par  l'équation  de  la  surface.  Il  faudra 
alors  intégrer  cette  équation  (10). 


regarder  la  quantité  ^,  qui  peut  rester  dans  -j—  et  —  ^  comme  une 


ExEMl»Ll^.  —  Lignes  de  plus  grande  pente  d\ui  ellipsoïde.    - 
Soit  ui\  eilipsoïde,  ra])porté  à  ses  axes. 


\  a-        b'^        c- 

Les  lignes  de  niveau  sont  les  ellipses  3=zconst.,  obtenues  en 
coupant  la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  horizontal. 
Comme  on  a 

17/  _  '^        F/  _  '\r 
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Féquation  difTcrenlielle 

F',,  dy  —  F^.  dx  =  o 

de  la  projection  horizontale  des  lignes  de  plus  grande  pente  est 

^-  dy  —  ^  dx  =  o. 

Cette  équation  peut  être  intégrée  immédiatement  :  en  efîet,  on 
peut  séparer  les  variables  x  el  y  en  écrivant 

dy  dx 

-^   =711  — , 

y  X 

où  m  est  la  constante  ^-  On  a  alors,  en  intégrant  et  désignant 

par  k  une  constante  d'intégration, 

/ 
\jy  =  m  L  37  -f-  L  k 

ou 

y  =  kx'". 

Telle  est,  en  termes  finis,  l'équation  de  la  projection  horizontale 

des  lignes  de  plus  grande  pente. 

Comme  vérification,  supposons  l'ellipsoïde  de  révolution  autour 

de  O:;.  Alors 

a  =  b^  m  =  I, 

et  la  projection  horizontale  des  lignes  de  plus  grande  pente  est 

donnée  par  l'équation 

y  =  kx, 

qui  représente  des  droites  issues  du  point  O. 

C'e^t  ce  qui  est  évident  a  priori^  car,  dans  ce  cas,  les  lignes  de 
niveau  sont  les  parallèles  de  la  surface  de  révolution  et  les  lignes 
de  plus  grande  pente,  les  méridiens. 

IV.  -  LIGNES  GÉODÉSIQUES. 

269.  Définition.  —  On  appelle  ligne  géodêsique  d'une  surface 
une  ligne  tracée  sur  la  surface,  de  telle  façon  que  son  plan  oscula- 
teur  en  chacun  de  ses  points  soit  /io/v?iaZ  à  la  surface.  On  peut  dire 
aussi  que  le  plan  osculateur,  en  chaque  point,  contient  la  normale 
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à  la  surface,  en  ce  point;  ou  encore  que  la  normale  principale  à  la 
courbe,  en  chaque  ])oinl,  est  normale  à  la  surface.  On  rencontre 
ces  lignes,  quand  on  clierclie  le  cJicjnin  le  plus  court  dUm  point 
à  un  autre^  sur  une  surface  donnée.  Ce  chemin  esl  nécessaire- 
ment formé  d'un  ou  de  plusieurs  arcs  de  lignes  géodésiques. 

Pour  nous  r(mdre  compte  de  cette  propriété,  nous  emjdoierons 
des  considérations  tirées  de  la  mécanique.  Si  Ton  voulail  praticpie- 
uient  déterminer  le  plus  court  chemin,  entre  deux  points  A  et  B, 
sur  une  surface  parfaitement  polie  S,  on  tendrait  entre  les  deux 
points,  sur  la  surface,  un  (il  assez  lin  pour  que  son  poids  soit 
négligeable  par  rapport  à  sa  tension.  Il  est  évideni  qiu;  toute  posi- 
tion d'équilibre  stable  de  ce  fil  donnerait  une  ligne  joignant  ces 
deux  points  et  plus  courte  que  les  lignes  infiniment  voisines. 

Nous  allons  montrer  que  cette  figure  d'équilibre  est  une  ligne 
géodésique,  c'est-à-dire  une  courbe  telle  que  le  plan  osculateur, 
en  chacun  de  ses  points  M,  contienne  la  normale  MN  à  la  surface. 
En  efTet,  si  l'on  considère  un  élément  ds  du  fil,  placé  en  M,  la  seule 
force  extérieure,  agissant  sur  cet  élément,  est  la  réaction  F  de  la 
.surface,  réaction  dirigée  suivant  la  normale  MN  {^fig^  laa).,  (-ar  la 


surface  est  supposée  parfaitement  polie.  Or,  on  démontre  en  méca- 
nique que,  si  un  fil  est  en  équilibre,  la  résultante  V  des  forces 
extérieures  appliquées  à  l'éléuient  ds  est  située  dans  le  plan  oscu- 
lateur du  fil.  Actuellement,  la  force  F  étant  dirigée  suivant  la  nor- 
male MN,  cette  normale  est  située  dans  le  plan  osculateur,  en  M, 
à  la  courbe  d'équilibre.  C'est  ce  que  nous  voulions  démonher. 

Les  deux  points  A  et  B  étant  donnés,  il  peut  exister  plusieurs 
positions  d'équilibre  stable  d'un  fd  tcnidu  sur  la  surface,  entre  les 
deux  points.  Chacune  d'elles  donne  une  ligne  réalisant  un  mini- 
!]ium,    pour    la    distance    cuiviligne    entre    les    deux     points    sur 
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la  surface  :  ce  minimum  est  relatif,  c'est-à-dire  que  chacune 
des  positions  d'équilil)re  stable  donne  une  ligne  plus  courte  que 
toutes  les  lignes  inliniment  voisines  tracées  sur  la  surface  entre  les 
deux  points  A  et  B.  Si  l'on  voulait  la  li<;iie  donnant,  sur  la  surface, 
le  minimum  absolu  de  la  distance  curviligne  des  deux  points,  il 
faudrait  prendre  la  plus  courte  de  toutes  les  lignes  précédentes 
donnant  des  minimums  relatifs. 

Ainsi  les  chemins  les  plus  courts,  entre  deux  points,  sur  une 
surface,  sont  formés  par  des  lignes  géodésiques,  joignant  les  deux 
points.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte  :  une  ligne  géodésique, 
joignant  deux  points  donnés,  n'est  j^as  nécessairement  plus  courte 
que  les  courbes  infiniment  voisines,  tracées  sur  la  surface  entre 
ces  deux  mêmes  points. 

Imaginons,  entre  deux  points  A  et  B,  une  ligne  géodésique  de 
cette  nature,  c'est-à-dire  une  ligne  qui  n'est  pas  plus  courte  que 
toutes  les  courbes  intiniment  voisines  tracées  sur  la  surface  entre 
les  deux  points;  cette  ligne  est  encore  une  position  d'écjuilibre 
d'un  fil  tendu  sur  la  surface  entre  les  deux  points,  mais  c^est  une 
positio7i  cV équilibre  instable  :  c'est  une  position  d'équilibre  qui 
serait  irréalisable  si  la  surface  était  parfaitement  polie  et  qui  ne 
peut  être  réalisée  physiquement  que  grâce  au  frottement. 

i270.  Lignes  géodésiques  du  plan.  —  On  ])eut  dire  que  les 
lignes  géodésiques  du  plan  sont  les  droites  du  plan.  En  effet,  le 
plus  court  chemin  d'un  point  A  à  un  point  B,  sur  un  plan,  est  la 
droite  AB.  Cette  droite  est  la  position  d'équilibre  d'un  fil  tendu 
sur  le  plan  de  A  en  B. 

î271.  Lignes  géodésiques  d'une  sphère.  —  Les  lignes  géodé- 
siques d'une  sphère  sont  les  grands  cercles  de  la  sphère.  En  effet, 
le  plan  osculateur,  en  un  point  quelconque  d'un  grand  cercle, 
étant  le  plan  de  ce  grand  cercle,  ce  plan  osculateur  passe  par  le 
centre  de  la  sphère  :  il  contient  donc  la  normale  à  la  sphère. 

Si  l'on  prend,  sur  la  sphère,  deux  points  A  et  B,  il  existe  deux 
lignes  géodésiques  joignant  ces  deux  points  (^fig-  i53)  : 

1°  L'arc  de  grand  cercle  AMB  plus  petit  qu'une  demi-circonfé- 
rence :  '  ■ 
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2"  L'arc  de  L;ran(l  cercle  APB  supérieur  à  une  demi-circonfé- 
rence. 

Ces  deux  arcs  réunis  forment  un  grand  cercle  complet.  Prenons- 
les  Fun  après  l'autre . 

L'arc  AMB  est  le  plus  court  chemin,  de  A  en  B,  sur  la  sphère  : 


c'est  une  position  d'équilibre  stable,  pour  un  lil  tendu  sur  la  sphère, 
entre  les  deux  points. 

L'arc  APB,  au  contraire,  n'est  pas  un  minimum  relatif  pour  la 
distance  entre  les  deux  points  A  et  B  sur  la  sphère,  car  il  est  pos- 
sible de  trouver,  de  A  en  B,  un  chemin  infiniment  voisin  et  plus 
court,  comme  celui  qui  est  figuré  en  pointillé.  Cet  arc  APB  serait 
encore  une  position  d'équilibre  d'un  fil  tendu  sur  la  sphère  entre 
les  deux  points  A  et  B;  mais  ce  serait  une  position  d'équilibre 
instable,  car,  pour  peu  qu'on  écarte  le  fil  de  cette  position,  il 
glisse  sur  la  sphère  et  se  détend. 

!27l2.  Lignes  géodésiques  d'un  cylindre.  -  Les  lignes  géodé- 
siques  d'un  cylindre  sont  les  hélices  tracées  sur  ce  cylindre.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  le  plan  osculateur  à  une  hélice  quelconque 
contient  la  normale  au  cylindre. 

Nous  pouvons  vérifier  ce  résultat  d'une  autre  façon  : 
Soient  deux  points  A  et  B  sur  la  surface  :  imaginons  une  ligne 
plus  courte  que  les  lignes  infiniment  voisines  tracées  sur  le  cylindre 
de  A  en  B.  Si  Ton  développe  le  cylindre  sur  un  plan,  comme  les 
longueurs  des  courbes  tracées  sur  le  cylindre  ne  changent  pas,  la 
ligne  considérée  deviendra  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  d'un  plan,  c'est-à-dire  une  ligne  droite.  La  ligne  consi- 
'dérée  sur  le  cylindre  est  donc  un  arc  d'Jiélice.  Cette  ligne  est  la 
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figure  d'équilibre  stable  trun  (il  tendu  sur  le  cylindre  entre  les 
deux  points. 

Supposons  que  le  cylindre  ait  pour  section  droite  une  courbe 
fermée  comme  un  cylindre  de  révolution.  Alors,  par  deux  points 
donnés  A  et  B  de  la  sut' face ^  il  passe  une  infinité  de  lignes 
géodésiques  qui  donnent  chacune  un  minimum  relatif  pour  la 
distance  curviligne  des  deux  points  sur  la  surface. 

En  effet,  représentons-nous  la  surface  du  cylindre  comme  un 
rouleau  de  papier  d'une  longueur  indélinie,  l'épaisseur  du  papier 
étant  infiniment  petite.  Supposons,  en  outre,  que  les  points  A  et  B 
soient  marqués  sur  toutes  les  feuilles  su|)erposées  du  rouleau;  c'est 
ce  qu'on  réaliserait,  par  exemple,  en  perçant,  avec  une  épingle, 
toutes  ces  feuilles  superposées  aux  points  A  et  B.  Alors,  en  dérou- 
lant ce  rouleau  de  papier  sur  un  plan,  on  obtiendrait  une  bande  de 
papier  portant  des  points  A,,  B,,  A^,  Bj.  . .  ..  A,^,  B,,,  . . .  {Jig-  i54), 


Fis:. 


ij'i. 


en  nombre  indéfini,  provenant  tous  des  traces  des  deux  points 
A  et  B;  en  enroulant  de  nouveau  le  papier,  tous  les  points  A,, 
Ao,  . . .,  A,^  iraient  se  placer  sur  A,  tous  les  points  B,,  B^,  ...,  B„ 
sur'B.  La  droite  AjB,  donnera,  après  l'enroulement,  un  arc  d'hé- 
lice joignant  les  deux  points  A  et  B,  et  cet  arc  sera  plus  court  que 
tout  arc  de  courbe  infiniment  voisin  tracé  entre  A  et  B,  sur  le 
cylindre,  puisqu'il  se  développe  suivant  une  droite.  De  même  les 
droites  AiB^,  A,B;{,  ...,  BjAo,  BjAg  donnent,  après  l'enroule- 
meni,  des  arcs  d'Iiélice  joignant  les  deux-  points,  chacun  de   ces 
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arcs   étant  plus  courl  que  toute  courbe  infiniment   voisine   entre 
A  et  B. 

On  ari'iverait  à  ce  même  résultat  avec  des  (ils  tendus  sur  le 
cylindre,  entre  les  deux  points.  En  effet,  on  pourrait  tendre  direc- 
tement un  lîl  sur  le  cylindre  entre  les  deux  points  A  et  B.  suivant 
AMB  (ui  APB,  en  le  faisant  tourner  devant  ou  derrière;  mais  on 
pourrait  aussi  tendre  des  fils  entre  A  et  B,  après  les  avoir  enroulés 
sur  le  cylindre,  une,  deux.  ....  n  fois,  dans  un  sens  ou  dans 
fautre. 

273.  Lignes  g'éodésiques  des  surfaces  développables.  —  Dans 
le  développement  d'une  surface  développable  sur  un  plan,  les 
lignes  les  plus  courtes  de  la  surface  doivent  devenir  les  lignes  les 
plus  courtes  du  plan,  c'est-à-dire  des  droites. 

Ainsi,  les  lignes  géodésiques  d'une  surface  développable  sont 
les  lignes  de  la  surface  qui.  dans  le  développement,  deviennent 
des  droites. 

27  i.  Déformation  d'une  surface  :  les  lignes  géodésiques  se  con- 
servent. —  Soit  une  surface  S  (pielconcjue  :  regardons  cette  sur- 
face comme  une  pièce  d'étoffe  parfaitement  flexible,  nuiis  inexten- 
sible. Si  Ton  déforme  cette  étoffe,  la  surface  cbange  de  forme; 
mais  les  lignes  géodésiques  se  conservent.  Si  l'on  a  tracé  sur  la 
surface  S  une  ligne  géodésique,  cette  ligne  est  encore  ligne  géo- 
désique  de  toutes  les  surfaces  obtenues  en  déformant  l'étoffe.  Cela 
lient  à  ce  que,  l'étoffe  étant  inextensible,  la  longueur  des  lignes 
qu'on  y  trace  reste  invariable,  et,  par  suite,  les  lignes  les  plu^ 
courtes  restent  les  plus  courtes. 

On  peut  remarquer  aussi  que,  dans  cette  déformation,  l'angle 
sous  lequct  se  coupent  deux  lignes  tracées  sur  la  surface  ne  cbange 
pas,  car  un  triangle  infiniment  petit  se  transforme  en  un  triangle 
dont  la  Joiiiiueur  des  colés  csl  conservée. 


V.        DIRECTIONS  CONJUGUEES.  —  RESEAUX  CONJUGUES. 
THÉORÈME  DES  TANGENTES  CONJUGUÉES. 

275.  Directions  conjuguées.  —  Soient  une  surface  quelconque  S, 
A  un  [)oint  sur  cette  surface.  On  dit  (pie  deux  droites  AB  et  AB', 
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passant  par  A,  sotil  (l(*s  (llrcctions  ('onjuL^iK'cs,  (piaiid  (41(\s  sont 
silures  dans  \v  plan  tani;('nt  en  A,  r[  lorincnl  un  système  (1(^  deux 
diinnètres  (M)nju«;ués  de  rindical  liee  i'e!ali\e  au  ])»)inl  A.  P;u' 
exemple,  les  (jlreclions  [)rineipales,  en  un  point.  A  d'une  surface, 
sont  eonjuj^iiées,  ear  (dles  coiiK^dent  awe  les  axes  de  rindicatrice. 

!27(j.  Réseaux  conjugués.  -  luiai;inons,  sui'  une  surface,  deux 
familles  de  courbes  telles  que,  par  chaque  ])oint  A  de  la  surface, 
il  passe  une  courbe  de  cliac[ue  famille  et  que  les  tangentes  menc'cs 
à  ces  deux  courbes,  iui  [)oint  A.  aient  des  directions  conjui;uées. 
On  dit  ([lie  ('es  deux:  familles  de  courbes  forment  un  réseau  con- 
jugal, V'dv  exemple,  les  lignes  de  courbure  forment  un  r(''seau 
conpigu(''. 

i277.  Théorème  des  tangentes  conjuguées.  —  Soil  une  courbe 
quelcon([ue  ((o,  trac(''e  sur  une  surface  S  :  considérons  le  plan 
tangent  I*  à  la  surface,  en  un  point  cpielconque  A  de  ccîtte 
courbe  {^i\)\  ([uand  le  point  V  d(''('ril  la  courbe  (  C  ),  le  plan  tan- 
gent P  enveloppe  une  surface  d(''\elopj)able,  qu'on  a[)pelle  la  déve- 
loppable  circojiscrite  à  la  surface  le  long  de  (C).  Le  plan  P 
touche  cette  d(''\ eloppable  suixant  une  gx'nératrice  rectiligne  AG 
passant    par   le    point     V   i^fig.  i55)  :  cette   gén(''i"atrice,  ([ui  est    la 

Fiff.  t55. 


€aractéristi(^{ue  du  plan  mol)ile,  est  rinlersection  du  plan  tangent  à 
la  surface,  en  A,  et  du  plan  tangent  au  point  A'  de  ((V),  intiniment 
voisin  d(!  A.  On  peut  alors  ('•noncer  le  th(''or("Mue  suivant,  ([ui  est 
constamment  (îinplojé  dans  la  th(U)rie  des  lignes  d'omlire  : 

La.  direction  AG  de  la  génératrice  de  contact  est  conjuguée 
de  la  direction  AT  de  la  tangente  à  la  courbe  (  C). 
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Pour  le  démontrer,  remarquons  que,  le  long  de  (G),  les  coor- 
données x^  r\  z  d'un  point  A  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  a. 
qui  vérifient  identiquement  l'équatibn  de  la  surface  donnée 

Le  plan  tangent  P,  à  la  surface,  au  point  Kix,  y.  z),  a  pour 
équation 

(P)  Z-^-/p(X-^)-^(Y-^)  =  o, 

où  p  et  q  sont  fonctions  de  A,  par  l'intermédiaire'  de  x  et  y. 
L'équation  du  plan  P  dépend  donc  d'un  paramètre  A;  ce  plan 
enveloppe,  quand  A  varie,  c'est-à-dire  quand  le  point  A  décrit  (G), 
une  surface  développable  (n'*  236  ).  Pour  avoir  la  droite  AG,  suivant 
laquelle  ce  plan  touche  son  enveloppe,  c'est-à-dire  la  caractéristique 
du  plan  P,  il  suffit  d'associer  à  l'équation  (P)  celle  qu'on  en  déduit 
en  la  dl fièrent iant  par  rapport  à  A. 

On  a  ainsi,  puisque  x,  r,  :;,  /?,  rj  dépendent  de  A, 

Or,  z^  p  et  q  dépendent  de  A,  par  l'intermédiaire  de  ^  et  )';  on 
a  donc,  comme  plus  haut  (n"  255  ), 


dz 

d\ 

dx           dv 

dp 
d\ 

dr            dy 
ak            dK 

dq 
dl 

dx        ^  dy 

L'équation  (Q)  devient  alors,  en  réduisant  et  multipliant  j)arc/A, 

(  W )  {\  —  x)(rdx^sdy)-h(Y  —y)  (sdx-ht  dy)  =^  o, 

équation  d'un  plan  passant  par  le  point  A(x,  y,  z).  La  caracté- 
ristique du  plan  P,  définie  par  les  équations  (P)  et  (R),  est  donc 
une  droite  AG,  passant  par  A.  Il  reste  à  montrer  que  cette  droite 
AG  est  conjuguée  de  AT. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  AT  à  la  courbe  (G),  Heu 
du  point  X,  y,  z,  sont   proportionnels  à  dx^  dy,  dz.  Prenons  le 
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point  A  pour  origine,  pour  axe  des  z  la  normale,  pour  axes  des  oc 
et  des  y  les  direetions  principales,  en  A.  Alors  x^  y,  z^  /?,  q,  s 
s'annulent;  /•  et  /  prennent  des  valeurs  /*o  et  t^^.  L'écjuation  du  plan 
tangent  P  de\  ient 

(P')  /^-o; 

celle  du  ])lan  R  devient 

(  W)  X  /'o  dx  -^  Y  tQdy  =  o. 

La  droite  A(i  est  alors  définie  par  cette  dernière  équation,  puis- 
cpr  elle  est  dans  le  plan  des  ocy^  Z  =  o.  La  tangente  AT  est  également 
dans  le  plan  des  xy  et  a  pour  coefficient  angulaire 


dx 
L'équation  de  la  droite  AG  peut  donc  s'écrire 

X/'o-;~  Y  tQfu  =  o. 

C'est  bien  le  diamètre  conjugué  de  AT,  par  rapport  à  l'indica- 
Irice 

On  sait,  en  efïet,  que  le  diamètre  conjugué  de  la  droite 

Y  =  mX, 

par  rapport  à  une  conic{ue 

r(^,Y)=:o, 
est 

Cv  -h  nioy  =  o.       . 


CHAPITRE  \\\. 

DIFFÉRENTIATION  SOUS  ].E  SIGNE    j^ . 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 
INTÉGRALES  PRISES  LE  LONG  D'UNE  GOURBIS. 


I.  —  DIFFÉRENTIATION  SOUS  LE  SIGNE    f . 
!27<S.  Règle.  —   Considérons  une  intégrale  définie  . 

dans  laquelle  la  fonetion,  soumise  à  rinlégralion,  dé|)end  (\ \\\\ 
paramètre  A,  indépendant  de  x^  les  limites  a  el  b  élanl  d(;s  ([nan- 
tités  indépendantes  <le  A.  Cette  intégrale  définie  I  est  alors  rine 
fonetion  de  A  et,  dans  eertains  cas,  on  peut  avolf  à  calculer  la 
dérivée  de  I  par  rapport  à  A. 

On  peut,  dans  un  grand  nond)re  de  cas,  obtenir  cette  déiivée 
par  l'application  de  la  règle  suivante  : 

La  d(''rlv<''c  de  V intégrale  1,  par  rapport  à  "a,  est  égale  à 
r intégrale  de  la  dérivée  de  f(x,  X)  par  rapport  à  A 


— 7-  =    / -^- dx. 


pourvu  que  la  nouvelle  intégrale^  ainsi  de  finie,  ait  un  sens 
En  eiFet,  j)ar  hypothèse,  on  a 

1=  ^  /(.r,  A)./.r.    . 
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Donnons  à  A  un  accroisscmenl  Aa;  1  prend  un  accroissement  AI 
et  les  limites  ne  cliangent  pas,  car  elles  sont  supposées  indépen- 
dantes de  1.  On  a  donc 

I  —  Al  3=    f  /(.r,  À  -r-  M)dx, 

d'où 

A!  -   r    [/(.r,  À  -f-  AX)  ~f(x,  À)l  ^.r. 

Divisant  par  Aa,  cm  a 


AÀ 


c/.r. 


Si  nous  admettons  que  l'intégrale 

a  un  sens,  nous   voyons  que,  Aa  tendant  vers  zéro,  l'expression 

de  T^  tend  vers    /      •     ,?   '    rix.  On  a  donc,  d'après  la  définition 
Aa  .  /  ÔK  *- 

même  de  la  déîivée, 

d\         r''ôf(x,l), 
«^  ti 

On  peut  dire  que  Ton  obtient  la  dérivée  de  I,  f>ar  rapport  à), 
en  dérivant  par  rapport  à  A  sous  le  sii;nc    /  • 

En  appliquant  de  nouveau  la  même  règle,  on  a  ensuite 


d^\       r" d-if(x.  À)  , 


*-  il 
pourvu  que  cette  nouvelle  intégrale  ait  un  sens.  Et  ainsi  de  suite. 

279.  Exemple  I.  —   Cette  règle  permet  de  déduire  d'une  inté- 
grale connue  d'autres  intégrales.  Ainsi,  considérons  rinlégiale 

(i)  '  ~  /     ^■'J'"^^^^  (i^- 
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Cette  intégrale  est  aisée  à  calculer,  car  l'intégrale  indéfinie 
est  r  sinA^;  on  a  donc 

A 

(2)  1—  -(sinXi  —  sinÀrt). 

A 

Calculons  les  dérivées  successi^es  de  l'intégrale  (i);  d'après  la 
règle  précédente,  nous  aurons 

D'autre  part,  comme  I  est  connue  explicitement  par  la  for- 
mule (2),  on  peut  calculer  directement  ces  dérivées.  On  a  ainsi  les 
formules 

Jr  .  ^  ,  d  /  s i  n  À  />  —  si  n  À  rt 
'  X  sinAxdx=  —  I : 
a 


I      X-  cos  A  X  dx  =  —7^ 

J  CIL- 


d-    /siiiXA  —  sinXa' 


Ces  formules  peuvent,  d'ailleurs,  être  aisément  \érifiées,  car 
les  intégrales  des  premiers  membres  peuvent  être  obtenues  par 
l'intégration  par  parties. 

» 

!280.  Exemple  II.  —  On  peut  dans  certains  cas,  par  l'applica- 
tion de  cette  règle,  déterminer  des  intégrales  définies,  qu'il  serait 
difficile  de  trouver  directement.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale 


(3)        .  ^^J-ef^ 


dx. 


qui  a  un  sens,  tant  que  \  est  positif.  Pour  calculer  cette  intégrale, 
remarquons  qu'elle  est  une  fonction  du  paramètre  A  et  calculons 


1      .,   .    ,     d\ 

la  dérivée  -;r  :  nous  aurons 
dk 

d\         r"    .    .      , 

-—  = —  /      e-'^ 't\x\ X  dx ^ 

car  la  nouvelle  intégrale  a  un  sens.  Cette  nouvelle  intégrale  est, 
au  signe  près,  celle  que  nous  avons  calculée  au  n°  40  et  que  nous 
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avonsrdcsigiire  par  A.  Nous  avons  trou\é,  dans  ce  numéro. 


/ 


e-^-«^sina7  dx 

0 


On  a  donc 


dX 


Connaissant  la  dérivée  de  I  par  rapport  à  A,  nous  aurons  I  en 
prenant  les  fonctions  primitives  des  deux  meml)res  regardés  comme 
fonctions  de  À, 

(4)  I  =— arc  langA -h  C, 

C  désignant  une  constante  indépendante  de  A. 

Il  reste  à  déterminer  celte  constante.  Pour  cela,  remarquonc 
i{ue  l'intégrale  I,  définie  par  la  relation  (3),  s'annule  quand  À 
augmente  indéfiniment,  car  le  facteur  e~^'^  tend  vers  zéro.  La 
nouvelle  expression  (4)  de  cette  même  intégrale  doit  également 

s'annuler,    pour   }.  z=  oo.    Comme    arc  tang:>^  =1= -,    on    doit    donc 

avoir 

G=-, 

'2 

ce  qui  donne  définitivement, 

I  =  -  —  arc  tanirÀ. 
■2 

L'intégrale  l  est  ainsi  calculée  en  fonction  de  X. 

Casparticulier.  Faisons  tendre  a  vers  zéro.  Le  facteur  e-^-^ 
tend  vers  i   :  on  peut  démontrer  rigoureusement  que  l'intégrale  ï 

tend  vers    /      dx\  d'autre  part,  arctano),  tend  vers  zéro,  on  a 

donc 


f 


dx  —  - 
X  -1 


Nous  avons  étudié  cette  intégrale  délinie,  dans  le  iV"  138,  poui 
montrer  qu'elle  a  un  sens;  mais  jusqu'ici  nous  n'avions  pas  donné 
sa  valeur  numérique. 


11-2  CllAPITRt:    XIV. 

281.  Exemple    d'un   cas   où   la  règle   ne   peut    s'appliquer.    — 
Comme  iiôus  Favoiis  dit,  la  règle  exi<^e  que  l'iiitéi;rale 

^  (l 

ait  un  sens.  Si  celle  intégrale  n'a  pas  de  sens,  cela  ne  veut  pas 
dire  que  Tinté" raie 

/■" 

■ï  =    /     /(a?,  À)  dx 

n"a  pas  de  dérivée,  mais   seulement  que  cette  dérivée   n'est  plus 
fournie  par  la  règle  simple  que  nous  avons  donnée. 
Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 


r^  sin  À 


-  dx. 


En  prenant  la  dérivée  par  rap[)ort  à  A  sous  le  signe    /  >  on  est 


(Conduit  à  l'intégrale 


qui  lia  pas  de  sens.  C'est  ce  qu'on  verrait,  en  construisant  la 
courbe  sinusoïdale 

y  =  COSÀX, 

qui  se  compose  d'ondes  toutes  égales  entre  elles,  et  en  remarquant 
que  Taire  de  cette  courbe,  de  o  à  oc,  n'a  j)as  de  valeur  déterminée 
(voir  n^'  135). 

On  ne  peut  donr  pas,  acluellemenl,  ealculer  la  dérivée  —  ])ar 

la  règle  de  la  diflférentiation  sous  le  signe  /  •  Mais  cela  ne  \eul 
pas  dire  que  cette  dérivée  n'existe  pas.  jNous  allons  voir,  en  effet, 
que  cette  dérivée  est  nulle. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  À  ^  o,   et   faisons,  dans  J,  le 
changement  de  variable 

À  V  =  Il  ^         À  dx  =^  du  ; 
les  nouvelles  limites,  pour  w,  sont  encore  o  et  -}- x  ;  on  a  donc 

J„     " 
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expression  uid(' pendante  de  K.  Doiu  ,  (juaiid  a  varie  crime  manier 
coiiliiiue  par  valeurs  positives,  ,)  i-estc;  eonstant  et  Fou  a 


d] 


On  arrive  à  un  résultat  analogue  pour  A  <  o.  On  fera  alors 


,  dit 

AX  ~  —  K,  dx  — ^ 


(Juand  X  varie  de  o  à  +  oo,  u  varie  aussi  de  o  à  +  ^c  et  Ton  a 

J   =:  /  du , 

expression  indépendante  de  A. 

Il  se   [)résente  iei  une  cireonstanec;  eurieuse,  sur  laquelle  il  est 
bon  <ralLirer  l'attention.  L'intégrale 


/        dx  ou  /       du 

L         X  .  /„  a 


est.  d'après  le  numéro  [)récédent,  égale  à  -  •  L'inlégrale 

dé|)cnd  de  A  de  telle  sorte  que  : 

A  ayanl  une  vAievw positive  quelconque^  J  =  -; 

A  avant  une  \aleur  négati^^e  quelconque^  .1  = —    -; 
A  a\anl  une  valeur  nulle ^  J  rz=  o. 

Ce  dernier  point  est  évident,  ear,  pour  A  =  o,  tous  les  éléments 
de  l'intégrale  sont  nuls. 

^8^2.  Différentiation  d'une  intégrale  définie  par  rapport  à  un 
paramètre  qui  figure  sous  le  signe  /  et  dans  les  limites.  —  Consi- 
dérons une  intégrale  définie 


/  /ly^,  >^ 


)  dx, 
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OÙ  A  est  un  paramùtie  Indépendant  de  x.  Nous  avons  supposé, 
dans  ce  qui  précède,  que  les  limites  a  ei  b  étaient  indépendantes 
de  X.  Supposons  maintenant  que  a  et  b  soient  des  fonctions  de  A 
et  proposons-nous  de  calculer  la  dérivée  de  I  par  rapport  à  A. 

Appelons  cp(:r,  A)  une  fonction  primitive  de/(.'r,  A)  par  rapport 
à  X,  c'est-à-dire  une  fonction  telle  que 

Par  définition,  l'intégrale  délinie  1  a  pour  valeur 

(G)  ]  =  o{b,l)-',(a,l); 

on  voit  qu'elle  dépend  de  A  directement  et  par  l'intermédiaire  de  a 
et  ^,  qui  sont  supposés  fonctions  de  A.  On  a  donc,  d'après  la  règle 
de  dérivation  des  fonctions  composées, 

dï   _  d\   da        d\   db        d\ 
dk        ôa  dk     '    db  dk        âk 

Calculons  successivement  ces  trois  termes.  La  dérivée  partielle 

de    !,   par  rapport  a  ci-,  -r-y  est  égale   a '— ,  c  esl-a-dire, 

d'après  l'identité  (5),  à  — /(«,  A);  la  dérivée  partielle  de  T,  par 
rapport  a  />,  -j,  est  '  . — -)  c  est-a-dire,  d  après  1  identité  (.)), 
/'(6,  a);  enfin,  la  dérivée  partielle  de  I,  par  rapport  à  la  lettre  a, 
qui  ligure  explicitement  dans  l'expression  (6),  —  ^  c'est  la  dérivée 
de  l'intégrale  I,  par  rapport  à  A,  quand  on  regarde  les  limites  a 
et  b  comme  des  constantes;   cette  dérivée,  -— »  est  donnée  par  la 


^X 


règle  de  dérivatiini  sous  le  signe    / 

d\         r''àf(.r.  X) 


dx. 


dX       .  /  dk 

En  définitive,  on  a  la  formule  suivante  : 


d\  ^,       .     da         ...    .^dh         C    àf(x,k). 
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II.   -  INTEGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  TOTALES. 
283.   Différentielles  totales  à  deux  variables.  —  Soit 

une  fonction  de  deiuc  variables  indépendantes  x  el y  :  nous  avons 
appelé  diffi'ri'iitielle  totale  de  a  l'expression 

du    ,  du    , 

du  =  — -  d.i-  H-  -—  av. 
ax  ày 

T>.  •  du  du  1         f  • 

Dans   cette   expression,  — -   et   — -    sont  des    lonctions    connues 
^  ^  ôx  ôy 

de  ^  et  r;   ce   sont  les  dérivées  partielles  de  z/,  par  rapport  à  x 

et  à  y. 

Problème  inverse.  — •  In\ersement,  étant  donnée  une  expres- 
sion de  la  forme 

( 7 )  /(.r,  y)  dx^c(x,  y)dy, 

on  peut  se  demander  s'il  existe  une  fonction  «,  de  x  et  j',  admet- 
tant cette  expression  pour  différentielle  totale,  c'est-à-dire  s'il 
existe  une  fonction  a  telle  que  l'on  ait  identicpu^menl 

du=f{x,y)dx-^z{x,y)dy. 

Cette  question  peut  aussi  être   posée  sous  une  autre  forme  : 

comme 

c)u  du 

du  =  —  dx  -h  —  dy. 

ox  ^y 

la   question  revient  à  demander  s'il  existe   une  fonction  ^/,  de  x 

et  r,  telle  que 

du  .,  ,  du  , 

;:;=/(•'■•.  r),        jp  =  9(-^-r)- 

Lorsque  la  fonction  a  existe,  on  dit  que  l'expression  (-)  est  une 
différentielle  totale  exacte.  La  fonction  a  est  V intégrale  de 
cette  différentielle  totale. 

Nous  allons  montrer  que,  les  fonctions /  et  cp  étant  quelconques, 
l'expression   (-)  n'est    pas,   en   général,    une    différentielle    totale 
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exacte  :  pour  qu'elle  en  soit  une,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonc- 
tions y  et  cp  remplissent  une  c^ondition  (Jonnée  par  le  théorème 
suivant  : 

Théorèmi':.  —  Pour  que  V expression 

f{x,y)dx-^-o{x,y)dy 

soit  une  différentielle  totale  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait  identiquement 

df         Oo 
dy         ox 

i*^  La  condition  est  nécessaire.  —  En  elTel,  supposons  qu'il 
existe  une  fonction  m,  de  x  et  y,  telle  que 

du  =  f{x,  y)dx-h^{  X,  y  )  dy 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  telle  ([ue 
()u  du 

En  dérivant  la   première   de   ces   relations  par   rapport   à  x^  la 
<leuxième  par  rapport  à  )',  on  a 

(f^u  âf  <Pu  âo 


Ox  Oy        Oy  Oy  ôx         dx 

d^  u            d-^  u 
et  comme =  —,  on  a 

d,t:  dy  dy  ox 

dy        dx 

i""  La  condition  est  suffisante.  —  Soient  deux  fondions 
f(x.y)  et  's(x,j-),  Nérifiant  cette  condition  (8j;  nous  allons 
montrer  qu'il  existe  une  fonction  u,  admettant 

f(x,y)dx-^'^(x,y)dy 

pour  dillerentielle  totale,  c'est-à-dira  vérifiant  les  deux  relations 

(9)  dx=-^'-''^^^^^  .>^=?^'^'^)' 

et  déterminer  cette  fonction. 
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Pour  cela,  clierclioiis  d'abord  la  fonction  w,  de  a:  el  y,  la  plus 
i^énérale,  vériiiant  seulement  la  première  des  conditions  (9) 

au         j,,  . 

Gomme,  dans  la  dérisation  par  rapport  à  x.  y  est  traité  comme 
une  constante,  la  fonction  la  plus  générale  //,  vérifiant  cette  der- 
nière condition,  est  une  fonction  primitive  de/(^,j^),  par  rap- 
])ort  îix.  augmentée  d'une  constante  arl)itraire  indépendante  de  x. 
i  )n  a  donc 

(10)  "^1    f(^'^y)^^^'^<^(y)^  . 

■*'o 

où  la  constante  arbitraire  indépendante  de  x  est  une  fonction  quel- 
conque de  y  que  nous  désignons  par  ^'{y)-  i^a  limite  inférieure  x\ 
de  l'intégrale,  est  un  nombre  quelconque  que,  dans  chaque  cas 
particulier,  on  clioisira  de  façon  à  simplifier  les  calculs. 

La  fonction  «,  ainsi  calculée,  est  la  fonction  la  plus  générale 
^érifiant  la  relation 

Nous  allons  maintenant  déterminer  g'{y)^  de  façon  que  cette 
fonction  a  vérifie  aussi  la  relation 

du 

-—  =  o(x,  y). 
ây        • ^    ■  -   ^ 

Pour  calculei^   la   dérivée   de  la  fonction   (10)  par  rapport  iiy, 

remarquons  que,  sous  le   signe    /  ?   la  lettre  y  figure  comme  un 

paramètre  indépendant  de  x  et  ([ue  les  limites  Xq  et  x  sont  indé- 
pendantes dey,  on  peut  donc  appliquer  la  règle  de  la  dérivation 

sous  le  signe    /    et  Ton  a 

(hi  __   r^'  df(x,  y)       _^  ^/^f.r) 
()y      J  dy  '        dy 

On  doit  donc  avoir 


r''  ô/{.T,  y)  df^{x,  y)  ^  ^ 

/       -" -^dx-\-     '  \' -^  '  =z<o(x,y). 
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Remplaçons  -^   par   la  quaulité  identique,   par  hypothèse,  y-- 
La  relation  devient 

Mais  l'intégrale  indéfinie  de    ^     '       clx  est  o[x.  y):  l'intégrale 
définie,  entre  les  limites  Xq  et  x,  est  donc 

?("P.r)~?(-^o,  y), 

et  l'équation  à  vérifier  devient 


ou.  en  réduisant. 


r(^o,  r). 


En  intégrant  par  rapport  à  y,  nous  aurons  g'{y)  : 


,iy)  =/;' 


où  C  est  une  constante,  ne  dépendant  plus  ni  de  x,  ni  de  j^;  la 
limite  inférieure  j^^,  est  un  nombre  cjuelconque.  Remplaçant  g{y) 
par  cette  détermination  dans  l'exj^ression  (lo),  on  a  enfin 

(il)  a=  f{x,  y)dx-\-    l     o{x^,,  y)  dy -\- C. 


/:- 


Dans  cette  formule,  la  première  intégration  est  faite,  en  regar- 
dant jk  comme  constant. 

JjC  problème  est  ainsi  résolu  :  en  supposant  remplie  la  condition 

ôy        Ox 

nous  venons  de  trouver  l'expression  générale  des  fonctions  «. 
ayant  pour  différentielle  totale  fdx-\-ody]  cette  expression 
contient  une  constante  arbitraire  C. 
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284.   Exemples.   —    i"  Prenons  d'abord  un  exemple  tout  à  fait 
îlémentaire,  en  considérant  Texpression 

,jK  dx  +  X  dy. 
Actuellement, 

On  a  donc 

ôf  '  ()x  ' 


et  la  condition  d  intégrabilité 


ôf  _  do 
()y        <)x 


est  remplie.  L'expression  proposée  est  une  différentielle  exacte  et 
son  intéi^rale  u  est  donnée  par  la  formule 


u  =  I     y  dx  H-  /     .To  dy 

^  f..  «^v.. 


C. 


Eftecluons  les  intégrations,  nous  avons 

it  =  xy  —  Xoy  -i-  Xoy  —  Xoyo  -^  G 
ou,  après  réduction, 


u  =  xy  -r-  K, 

une  constante 
évidemment 


K  désignant  une  constante.  La  vérification  est  immédiate  :   on  a 


du  =  y  dx  -+-  X  d\  . 

Dans  ees  calculs,  le  choix  de  x^  et  j'^,  est  arbitraire.  On  pour- 
rait, par  exemple,  faire  oco=  o,  ^7'o  =  ^^-  Alors  la  formule  donne 


li  =  I     y  dx  +  C  =  xy  -~  C . 


2*'  Considérons  l'expression 

( '2X-  -i-  ixy  -i~ y^)  dx  ■+■  (x^  -h  •->. xy  -\-  3y-  )  dy. 

Cette  expression  est  une  différentielle  totale  exacte,  car  la  dérivée 
du  coefficient  de  dXj  par  rapport  à  y, 

'2x  H-  ?  r 

APPKi. !..  —  Éléments  d'Analyse.   —  st.  »  21) 
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est  égale  à  la  dérivée  du  coeflicient  de  dy^  par  rapport  à  x.  L'inté- 
i;rale  de  cette  différentielle  est  alors 

u  =  I     {ix^  -h  'ixy  -r-y- )  dx  -\-  1     (xl  -+-  -ix^y  -i-  '.\y')  dy  -r-  G. 

La  première  intégrale,   dans  laquelle  y  est  traité  comme  une 
constante,  est 

-Y  -^x'-y  -^.-xy'- ^ x-^y  —  x^y^;    . 

la  deuxième  est 

x\y  +  x^y'^^  y-^  —  xly^  —  x^^yl  —yl . 

Remplaçant  et  simplifiant,  on  a 

9.  X^ 

Il  =  — ; h  x-y  -h  y'^  X  -+- y^ -+-  K .     • 


où  K  est  une  constante.  Les  constantes  ^o  ety^  étant  quelconques, 
on  pourrait,  en  les  supposant  nulles,  simplifier  le  calcul. 

ÎII.  -  INTÉGRATION  LE  LONG  D'UNE  COURBE  PLANE. 

28o.  Définition.  —  Soit,  dans  un  plan  xOy^  une  courbe  Ll 
{fig.  i56);  prenons,  sur  cette  courbe,  deux  points  Mq  et  M,  de 
coordonnées  Xq^  y^  et  ^,  j'.  Considérons,  d'autre  part,  une  expres- 
sion de  la  forme 

* 

où/"  et  '-D  sont  deux  fonctions  données  de  x  ely.  Nous  allons  défi- 
nir ce  qu'il  faut  entendre  par  intégrale  def{x,y)  dx-\-o[x.y)dy 
prise,  le  long  de  la  courbe  C  de  My  en  M. 

Divisons  l'arc  Mo  M  en  n  parties  par  des  points  intermédiaires 
M,,  M2,  ...,  M/i_,,  ayant  pour  coordonnées  respectives  (:r,,jKi)« 
(^To,  j'o),  ...,  {x,i^\i  y,i-\)i  et  considérons  la  somme 

/( -^0,  JKo  )  (  •2:-i  —  ./■.,  j  -^  9  ^  -^0,  JKo  )  (jKi  —  JKo  ) 

-^/(^2,r2)(^3—  ^2,)-i-  ?(>-2,  .r2)(jK3— JK2) 

-^  /"(-a^/z-l,  JK""l)(^"  —  ^«-1)  -H  '^{'^n-X,yn-i){y  —yn-\)- 
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Si  Fan  fait  croître  ii  indéfiniment,  de  telle  façon  que  toutes  les 
distances  Mo  M, ,  M,  Mo,  . . . ,  M//_i  M  tendent  vers  zéro,  cette  somme 


FIg.  i5(J. 


1«, 


Mtv-i 


Uo 


tend  vers  une  limite  qui  est,  par  définition,  Vintégrale  de 

f{x,y)dx^o{x,y)dy, 

prise ^  de  M„  en  M,  le  long  de  la  courbe  C. 
On  désii;ne  cette  intéorale  par  la  notation 


(U 


f{x,y)dx-\-o{x,y)dy. 


^86.  Expression  par  une  intégrale  simple  ordinaire,  —  Il  est 
facile  de  ramener  le  calcul  d'une  intégrale  de  ce  genre  à  celui 
d'une  intégrale  simple  ordinaire.  Les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  C  [)euvent  s'exprimer,  en  fonction  d'un 
paramétre  ^, 

(2)  x  =  l{t),       y='At)^ 

de  telle  façon  que,  /.  variant  d'une  maniéi'c  continue  de  t^^  à  ;,,  le 
point  (r,  y)  décrive  l'arc  M^^M,  de  M,)  en  M.  En  faisant,  dans  l'in- 
tégrale (i),  le  changement  de  variable  défini  par  les  formules  (2), 

on  a 

dx  =  \'{t)  dt.         dy  =  [x' {t)  dt, 

et  l'intégrale  devient 

on  est  donc  ramené  à  une  intégrale  simj)le  ordinaire. 
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Si  Ton  prend  Fintégrale  de  la  même  expression  ft^dx  -\-  '^  dy  le 
long  de  la  même  courbe,  mais  en  sens  contraire  de  M  en  Mq,  on 
obtient  le  même  résultat  changé  de  signe.  La  nouvelle  intégrale 
obtenue  se  déduit,  en  effet,  de  l'intégrale  (3)  par  V inteiversion 
des  limites. 


Cas  d^ une  courbe  fermée.     —  11  peut  arriver  que  le  point  d 
départ  M,,   et  le  point  d'arrivée  M  coïncident  {fig.  ijj).  L'inté 


Fk 


grale  est  alors  prise  le  long  d'un  contour  fermé  C,  dans  un  sens 
déterminé,  positif  si  l'aire  enveloppée  est  à  gauche  du  mobile  (sens 
indiqué  par  la  flèche),  négatif  dans  le  cas  contraire. 

En  exprimant  les  coordonnées  d'un  point  du  contour  G  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  t  par  les  formules  (2),  de  telle  façon  que, 
t  variant  de  t^  h  ^,,  le  point  décrive  le  contour  une  fois  de  M,,  en 
Mo,  dans  le  sens  voulu,  on  transforme  l'intégrale  en  une  inté- 
grale simple  (3).  Si  l'on  prend  Fintégrale  de  la  même  expression 
f  dx  -f-  ç  dy  sur  le  même  contour  de  Mq  en  Mq,  mais  en  sens  con- 
traire, on  obtient  un  résultat  égal  et  de  signe  contraire  au  précé- 
dent, car  dans  l'intégrale  finale  (3)  les  limites  sont  interverties. 

Mais  il  est  important  de  remarquer  que,  le  contour  fermé  G  et 
le  sens  de  parcours  étant  donnés,  la  valeur  de  l'intégrale  est  déter- 
minée :  elle  est  indépendante  du  point  de  départ  Mq. 

En  effet,  prenons  un  autre  point  de  départ  P^  et  adoptons  le 
sens  positif  de  la  ligure  iT)^.  On  a,  pour  l'intégrale  prise  en  par- 
tant de  Mo, 

r  =    /         f  dx  -h  cp  dy  -h   /         f  dx  -f-  o  dy., 
et,  pour  l'intégrale  prise  en  partant  de  P,,' 

J/^tMoi  ^(P„i 

+  /     ■' 
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les  intégrales  I  el  V  sont  donc  égales  comme  sommes  des  deux 
mêmes  intégrales. 

En  résumé,  une  intéorale  cursilione 


j  fdx-^ody 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  C  est  définie  quand  on  donne  le 
contour  et  le  sens  du  parcours.  Si  le  sens  est  positif,  on  désigne 
l'intégrale  par 


rindice  inférieur  (G)  indiquant  le  contour  et  le  signe  +  placé 
au-dessus  du  signe  d'intégration  indiquant  que  Fintégrale  est  prise 
dans  le  sens  positif. 

La  même  intégrale  prise  dans  le  sens  négatif,  sur  le  même 
contour,  serait 

Ces  deux  intégrales  sont  égales  et  de  sii^nes  contraires. 

287.  Quelques  exemples  d'intégrales  prises  le  long  d'une  courbe 
plane.  —  Nous  avons  déjà  rencontré  plusieurs  exemples  d'inté- 
grales de  la  nature  de  celles  que  nous  venons  de  définir. 

Ainsi,  l'aire  d'un  segment  de  courbe  limité  par  un  arc  de  courbe 
M,)M,,  par  l'axe  Ox  et  par  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  égale 
à  l'intégrale 


/. 


y  dx, 


prise  le  long  de  l'arc  MqM,.  En  particulier,  l'aire  d'une  courbe 
fermée  G  (n*^  43)  est  donnée  par  l'intégrale 


i 


y  dx 

(C) 


prise  le  long  de  la  courbe.  Dans  cet  exemple,  on  a 
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L'aire  d'un  secteur  de  courbe,  liaiîté  par  un  arc  M,» M  et  deux 
rayons  vecteurs  OM^  et  OM  (n""  i6),  est  donnée  jnir  l'intégrale 


-    j  (x  dy  —  y  dx ) 


prise  le  long  de  l'arc  M^M,  et,  en  particulier,  l'aire  dune  courbe 
fermée  est  donnée  par  cette  même  intégrale  prise  le  long  de  la 
.     courbe  fermée   dans  le   sens  positif  {\\^   47).   Dans   ce    deuxième 
exemple. 


ii:iiiu      i:i      I  1 1 /-•/ »  l'i  »-■      <it-»i<      I  •!-■  1 1  I  !•«-"  X      ( 


irravité  et  des  moments  d'inertie,  des  intégrales  de  la  forme 
\  y-dx^  I  y^dx,  \y*d-^'i  1  ^'y'-dx,      ... 

prises  le  long  de  courbes  planes. 

288.  Condition  pour  qu'uns  intégrale 


dépende  seulement  du  point  de  départ  Mq  et  du  point  d'arrivée  IM, 
et  non  du  chemin  suivi.  —  En  général,  une  inté<;rale 


prise  de  Mq  en  M,  le  long  d'une  courbe  C,  change  de  valeur 
quand,  laissant  fixes  les  points  de  départ  et  d'arrivée,  on  fait 
varier  la   courbe    C,    c'est-à-dire  le    chemin    d'intéiiration.   Ainsi 


Tinté  srrale 


-    /        I  X  dy  — y  dx) 


prise  le  long  d'une  courbe  C  représente  l'aire  du  secteur  OiM(j^>Ai 
{fig-  i58).  Si  l'on  prend  la  même  intégrale,  le  long  d'une  autre 
courbe  G',  joignant  les  deux  points,  elle  prend  une  autre  ^  aleur. 
égale  à  Taire  du  secteur  OM„C'M. 

Mais  il  peut  arriver  qu'une  intégrale  lelle  que  1  dé])ende  scu- 
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4^:) 


lenient   du    point  de   départ  M„   et  du    point    d'arrivée    ^î.    sans 
dépendre  du. chemin  suivi  C.  Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 


/        (  X  ci  y  ~  y 


dx) 


prise  le  long  d'une  courbe  G  joignant  les  deux  points  >jMo  et  M 


Comme  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  est  la  difterentielle* 
totale  de  xy^  on  peut  écrire  cette  intégrale 


d{xy). 


L'intégrale  indéfinie  est  donc  ^y  et  l'intégrale  définie,  dilïérence 
des  valeurs  que  prend  xy  aux  deux  points  M  et  M,,,  est       ^ 

-^■y  —  ^ojc- 

On  voit  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  coordonnées  des 
points  Mo  et  M,  et  non  du  choix  de  la  courbe  G  :  elle  conserve  la 
même  valeur,  quand  on  change  la  forme  de  G  entre  les  deux  points. 

Nous,  allons  généraliser  ce  fait  en  démontrant  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  Pour  qiC une  intégrale 


/( x,  y  )  dx  -{-o{x.  y)dy 


pi'ise^  de  M^  en  M,  le  long  d\ine  courbe  G,  dépende  unique- 
ment du  point  de  départ  M^  et  du  point  d^ arrivée  M  et  non  du 
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chemin  saùn,  il  faut  et  il  suffit  que  V  expression 

f{ X.  y )  dx  -4-  o( X,  y)  dy 

soit  une  différentielle  totale  exacte  d' une  fonction  uniforme 
de  X  et  y;  c  est-à-dire  que  l'on  ait 


'IL 


ox 


i"  La  condition  est  nécessaire.        Considérons  rintégrale 

1  ==   /       /(^,  JK)  dx  -n-  ^(x,  y)  dy, 

prise  le  long  d'une  courbe  C.  joignant  les  deux  points  M,^  el  M, 
de  coordonnées  x.  y  qIXq,  y^^.  Supposons  que  cette  intégrale  ne 
dépende  pas  du  choix  de  la  courbe  C,  mais  seulement  du  point  de 
départ  Mq  et  du  point  d'arrivée  M.  Alors  cette  intégrale  est  une 
fonction  de  ^,  j,  ^o^Jo  •  ^n  effet,  la  valeur  de  l'intégrale  est  déter- 
minée, dès  que  l'on  connaît  les  coordonnées  x,  y  et  Xq.  y^  des 
deux  points  M  et  M^.  On  peut  donc  écrire 


(4) 


y)  dx  4-  o{x,  y)dy  =  F(.r,  y,  Xq,  jko). 


Laissons  fixe  le  point  Mo  et  déplaçons  infinimenl  peu  le  point  M 
{fig.  i5ç)*)  en  lui  faisant  subir  un  déplacement  arbitraire  MM',  de 


Fig.  i5o. 


projections  dx  et  dy.  Alors,  le  premier  membre  de  l'équation  (4j 
croît  de  la  quantité 

(5)  fij^^y)dx-V'o(x,y)dy, 

car  l'intégrale  prise  de  M,^  en  M'  se  compose  de  l'intégrale  prise  de 
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^[„  on  M.  plus  l'élcinent  d'intégrale  provenant  du  déplaeement  MM', 
élément  qui  est  précisément  Texpression  (5).  En  même  temps,  le 
deuxième  membre  F(^,  y,  Xq^  jo)  croît  de  sa  différentielle 

-—  dx  -Y-  -—  dy. 
()x  ()y 

Ces  deux  accroissements  sont  égaux  :  on  a  donc,  identiquement, 
quels  que  soient  dx  et  dy, 

ce  qui  montre  que/(^^  -\-  cp  dy  est  une  différentielle  totale  exacte 
d'une  certaine  fonction  F  de  x  et  y. 

-?:'  La  condition  est   suffisante.      -  En  effet,   supposons  que 
f  dx  ^o  dy  soit  une  différentielle  exacte,  c'est-à-dire  que 

df  _  ôo 
ôy        ()x 
On  a  alors    - 

fiT.y)  dx^r^ç(j:,  y)dy  =  du{x,  y), 

a{x^y)  désignant  une  certaine  fonction  de  x  et  >'.  L'intégrale! 
est,  dans  ce  cas, 

M)  ^  M) 


/       /(^,  y)  dx  -4-  cp(.r,  y)  dy  = 


du 


L'intégrale  indéfinie  est  u^  ou,  en  mettant  les  coordonnées  en 
évidence,  u(x^  y)  et  l'intégrale  définie,  différence  des  valeurs 
de  M,  aux  deux  points  M  et  Mq, 

J  =  u{x,  y)  —  n(xo,  jKo). 

L'intégrale  a  donc  alors  une  valeur  indépendante  du  chemin  et 
dépendant  seulement  du  choix  des  points  Mg  et  M.  Le  théorème 
est'  démontré. 

Remarque.  —  On  peut,  à  l'aide  de  ce  qui  précède,  interpréter 
géométriquement  la  formule  (ii)  du  n"*  283  donnant  l'intégrale 
d'une  différentielle  totale.  En  effet,  pour  calculer  la  différence 
u{x^  y)  —  w(a^„,  ^q),  il  suffit  de  calculer  l'intégrale  I  le  long  d'un 
chemin  particulier.  Prenons  alors  le  chemin  suivant  :  en  partant 
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do  M„  nous  suivrons  une  parallèle  M„M'  à  Oy  depuis  le  point  M„ 
d'ordonnée  y^^  jusqu'au  point  M'  d'ordonnée j>^ ;  puis,  de  là,  une 
parallèle  M' M  à  0:2?  depuis  le  point  M'  d'abscisse  Xq  jusqu'au 
point  M  d'abscisse  x.  La  première  partie  de  l'intégrale  de  Mj,  en  W 
est 

car,  sur  Mo  M',  dx  est  nul;  la  deuxième,  de  M^en  M.  est 

car,  sur  M' M.  dy  est  nul. 
On  a  donc 


«0 


/     ?(^o,  y)  dy  -+-    /     /(.r,  y)  dx. 


ce  qui  est  la  formule  (i  i),  à  l'ordre  des  termes  près. 

On  pouriait    également  obtenir   une  autre    formule   commode 
donnant  u  —  u^i,  en  calculant  l'intégrale  le  long  de  la  droite  M,)jVÎ. 

289.  Exemple  tiré  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  - 
Considérons  un  corps  déterminé,  par  exemple  une  masse  d'aii\ 
ou  d'eau,  ou  de  fer.  La  densité  de  ce  cor[)s  dépend  de  sa  lempé- 
rature  t  et  de  sa  pression/;;  par  suite,  le  volume  v  occu[)é  par 
l'unité  de  masse  du  corps  (quantité  qu  on  appelle  volume  spéci- 
fique) dépend  donc  aussi  de  ces  deux  quantités. 

Il  existe  donc,  pour  cliaque  sorte  de  corps,  une  relation  délcr- 
minée  entre/?,  r,  ^  : 

(«))  F(/;,t.'.  0  =  o, 

qui  est  la  re talion  fondaineiiicde  du  corps. 

[\ar  exemple,  pour  les  gaz  parfaits  obéissant  aux  lois  de  Mariotte 
et  de  Gaj-Lussac,  la  relation  fondamentale  esl 

1  -1-  a;         1  -i-  a/,, 


const., 
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a  désignant  le  coeflicient  de  dilaUiLion  des  gaz, 


4^<J 


i 
•27  ) 


Nous  pouvons  toujours  imaginer  qu'on  ait  résolu  réquation 
fondameiiUde  d'un  corps  (6)  par  rapport  à  t^  de.faeon  à  la  metire 
sous  la  forme 

D'après  cela,  Tétat  d'un  corps  déterminé  dépend  de  deux  va- 
riables indépendantes,  la  pression/:»  et  le  \olume  spécifique  e;  ^  est 
une  fonction  déterminée  dey?  et  e. 

On  peut  alors  représenter  grapiiiquement  l'état  du  corps  par  un 
point  M  d'un  plan,  ayant  pour  coordonnées  (7^,4'.    160) 


OA  =  r, 


A  M  = 


par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Oi'  el  Op.  A  chaque  état 
du  corps  répond  un  point  M  dans  le  plan,  et,  inversement,  à 
chaque  point  M   iéj)ond   un  état  du  corps.  G(!  point  M  est  le  poiiil 

Fi-.   i()(). 


p 

c 

■ 

1V3 

^ 

«^■2 

0 

~1 

\ 

T? 

représentatif  (\q,  l'élat  du  corps.  Quand  le  corps  cliange  d'élaj, 
sa  piession  el  son  volume  spécifique  varient  d'une  manière 
continue,  le  point  repiésentatif M  se  (léplace  (hins  le  planendécri- 
\ant  une  cerlaine  courbe  M,, M.  Supposons  que  le  corps  soit  dans 
un  ceilain  état,  représenté  par  un  point  M,  de  coordonnées  ('  et  p\ 
])ro])(»sons-n()us  d'amener  le  corps,  de  cet  état,  à  un  état  infiniment 
voisin,  repirsenlé  par  un  point  M',  de  coordonn('>es  v -\- dv  et 
p-\-dp.  Il  fiuit,  pour  cela,  lui  comuvunl([uer  une  certaine  quantité 
de  chaleur  intinimenl  ptHite  oQ,  dont  l'expression  est  de  la  forme 

r:o  =  }.  dv^  -+-  A  dp, 
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OÙ  les  coefticients  A  et  k  sont  des  fonctions  de  p  et  /)  déterminées 
pour  chaque  corps  : 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  la  signification  physique  de 
ces  coefficients;  mais  voici  maintenant  le  point  capital  dans  la 
théorie  de  la  chaleur,  où  se  rencontre  une  application  de  la  théorie 
précédente,  (considérons  deux  états  déterminés  du  corps  repré- 
sentés par  les  points  Mo  et  M  de  coordonnées  c^oi/?o  et  v,  p.  Suppo- 
sons qu'on  veuille  faire  passer  le  corps  de  TiHal  M,,  à  l'état  M, 
j)ar  une  suite  d'états  intermédiaires  représentés  successivement 
par  les  divers  points  d'une  courbe  continue  G,  joignant  les  points  Mo 
et  M  {fig.  i(3o).  Cherchons  la  quantité  totale  de  chaleur  Q  (posi- 
tive ou  négative)  qu'il  faut  communiquer  au  corps  pour  réaliser 
cette  transformation. 

Pour  cela,  divisons  l'arc  Mo^Ipar  des  points  M,,  Mo.  •  •  -,  ^l«_i, 
infiniment  rapprochés  et  en  nombre  infiniment  grand.  La  quan- 
tité de  chaleur  cherchée  Q  est  la  somme  des  quantités  de  chaleur 
infiniment  petites  qu'il  faut  communiquer  au  corps  pour  l'amener 
successivement  de  l'état  Mo  à  Fétat  M, ,  puis  de  l'état  M,  à  l'état  Mo, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'en  M.  On  a  donc 


rintégrati(ui  étant  faite  le  long  de  la  courbe  G.  (Actuellement,  r 
et  p  jouent  le  rôle  de  x  et  y  dans  la  théorie  analytique  précé- 
dente.) 

On  a  cru  longtemps  que  cette  quantité  de  chaleur  Q  dépen- 
dait uniquement  de  l'état  initial  Mo  et  de  l'état  final  M,  et  non 
de  la  suite  G  des  états  intermédiaires  :  cela  revenait  à  admettre 
que  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  est  une  différentielle 
exacte.  Mais  on  a  reconnu  que  cette  manière  de  voir  était  inexacte. 

L'expression 

l  dv  +  /.•  dp 

jiest  pas  une  différentielle  totale  exacte  :  la  dérivée  partielle  j^ 
Il  est  pas  égale  à-r^-  Dès  lors,  la  quantité  O  ne  dépend  pas  seu- 
lempnt  des  états  initial  et  final  Mo  et  M,  mais  de  la  suite  des  états 
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intermédiaires.  La  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  passer 
un  corps  d'un  état  à  un  autre  n'est  pas  déterminée  par  la  seule 
connaissance  de  (;es  deux  états;  elle  ne  l'est  que  si  l'on  donne  la 
suite  des  états  intermédiaires,  c'est-à-dire  la  courbe  C.  Il  se  passe, 
pour  cette  quantité  de  chaleur,  quelque  chose  d'analogue  à  ce  qui 
se  passe  pour  Faire  d'un  secteur  MoOM  {fig.  i58);  cette  aire  n'est 
pas  déterminée  quand  on  connaît  seulement  le  point  de  départ  M„ 
et  le  point  d'arrivée  M  de  l'arc  Mo  M  :  elle  ne  l'est  que  si  l'on  donne 
l'arc  de  courbe  C  joignant  les  deux  points,  et  elle  change  avec  le 
choix  de  cette  courbe. 

Théorème  de  Claasius.  —  l^a  théorie  mécanique  de  la  chaleui- 
va  maintenant  nous  fournir  un  exemple  de  difTérentielle  totah; 
exacte.  On  appelle  température  absolue  d'un  corps,  à  t  degrés 
centigrades,  la  quantité 


T  =  ?4-  1  =  ;  +  2-3. 
a 

Cette  quantité  est,  pour  un  corps  donné,  une  fonction  déter- 
minée de  velp^  car  t  est  une  fonction  connue  de  v  et/?.  Ceci  posé, 
on  démontre  en  physique  que  l'expression 

1^  "^  T  T    ^^ 

est  une  différentielle  totale  exacte^  c'est-à-dire  que  l'on  a 


.l\    .(I) 


T 


()p  ()v 

On  peut  alors  poser 

-dv^^dp=:i  dS(i\  p), 

b 
S  étant  une  certaine  fonction  de  v  cl  p.  Cette  fonction  S  s'appelle 

\  entropie  du  corj)s.  Si  l'on  considère  l'intégrale 


/. 


prise,  de  Mq  en  M,  le  long  d'une  courbe  quelconque,  cette  inté 

dS  =  S(r,  />)  —  8(^0,  /?o)- 


g  raie  est  égale  à 


-  (Mo) 
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Elle  est  donc  indépendante  des  transformations  subies  par  le 
€orps,  pour  passer  du  premier  état  au  deuxième. 

Théoi'ème  de  Mayer.  —  La  môme  théorie  nous  fournit  un 
second  exemple.  Soit  A  l'inverse  de  l'équivalent  mécanique  de  la 
l'haleur 

Texpression 

ôQ  —  Xp  dv^ 
c'est-à-dire 

(X  —  A/))  dv  -+-  k  dp, 

<st  une  différentielle  totale. 

Analogie  géométrique.  —  Soient,  dans  un  plan,  deux  points 
infiniment  voisins  M  et  M'  de  coordonnées  x^^y  el  x  -\-dx.,  y  -\-dy. 
L'aire  qA  du  secteur  MOM',  évaluée  positivement  dans  le  sens 
positif  de  rotation  autour  de  O,  est 

ô  A  =  -  (  37  dy  —  y  dx  )  ; 

ce  n'est  pas  une  din'érentielle  totale.  Si  l'on  prend  deux  points 
Mo(^o,  jKo)  et  M<  (.'i?,,  y^  ),  il  est  évidemment  absurde  de  demander 
Faire  A  d'un  secteur  M,, OM,,  si  l'on  dit  seulement  que  la  courbe  C 
dont  on  demande  Taire  va  de  M,,  à  M,.  Il  faut  donner  ceiiit  ("ourbe. 
Taire  est  aloi's  donnée  ijar  Tintéarale 


.(Ml) 


A=   /         -{xdy  — 


ydx) 


prise  le  long  de  la  courb(;  C. 

Mais  comme  analogie  avec  le  théorème  de  Clausius. 

0  \  I  /  X  dy  —  y  d.: 


<'st  la  différentielle  totale  de  -  -  >  et  Ton  a 

1    X 

sans  connaître  la  courbe  (|ui  va  de  iVJo  en  M,. 


INÏliGRATIOX   LE    LONG    d'uNE    COURBE.  iCh^ 

De  même,  comme  analogie  avec  le  théorème  de  Mayer, 

ô A  —  X  dy  = {x  dy  -^ y  dx ) 

est  la  différentielle  totale  de xy-    et  Ton  a 

/         oz\.  — X  dy  ~—  -{xiyi  — xoyo). 


IV.  —  DIFFERENTIELLES  TOTALES  A  TROIS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES.  —  INTÉGRALES  PRISES  LE  LONG 
D'UNE  COURBE  DANS  L'ESPACE. 

290.  Conditions  pour  qu'une  expression  différentielle  à  trois 
variables  indépendantes  soit  une  différentielle  totale  exacte.  — 
11  est  aisé  d'étendre,  à  des  expressions  différentielles  à  trois 
variables,  la  théorie  du  paragraphe  précédent,  relative  à  des 
expressions  à  deux  variables. 

Considérons  une  expression  de  la  forme 

(0  f(x,  y,z)dx-\-^(x,y,z)dy-}-à(x,  y,z)dz, 

oii  J\x^y^  z)^  <^{x,  jK,  z)  et  '\i{x, y^  z)  sont  des  fonctions  données 
de  ^,  y,  z.  On  peut  se  demander  sous  quelles  conditions  cette 
expression  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  U(x,  y,  ^), 
c'est-à-dire  peut  être  identifiée  avec  l'expression 


;U    ,  c^U    ,  â\J 


i'i)  dU  =  —-dx  -h  ^  dy  -h  —- 

^  àx  ôy    ^         <)z 


dz. 


I.a  réponse  à  cette  question  est  donnée  par  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Pour  que  V expression  (i)  soit  une  dijjérentielle 
totale^  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  f^  o,  tL  vérifient  les 
trois  identités 

àf_  _  ^  d^  _<)^  <^±  _df 

i)y        ()x  '  i)z        ()y  '  dx  ~  ()z 

i"  Ces  conditions  sont  nécessaires.  ■ —  En  effel,  si  l'expres- 
sion (i)  peut  être  identifiée    avec  une  dilTérentielle    totale    telle 
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que  (2),  on  a,  identiqiiemenl, 


On  vérifie  alors,   immédiatement,  crue  -^  est  éaal  à  —,   car  ces 

1  f)y  O  ^)^ 


deux  expressions  sont  égales  à  -; — r-\  on  vérifie,  de  même,  les  deux 
autres  conditions. 

2°  Les  conditions  (3)  sont  suffisantes.  —  iNous  allons  montrer 
que,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  il  existe  une  fonction  U,  de 
:r,  j>',  z,  vérifiant  les  trois  relations  (4),  et  déterminer  cette  fonction. 

Pour  cela,  regardons  d'abord  z  comme  constant  et  commençons 
par  chercher  la  fonction  la  plus  générale 

i--(^,  r, -), 

vérifiant  seulement  les  deux  premières  relations  (4  ) 

Comme  :;  est,  provisoirement,  regardé  comme  constant.  U  est 
une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  et  r;  d'après  la 
théorie  du  paragraphe  précédent,  il  existe  une  fonction  U  de  x 
et  y  vérifiant  les  relations  (5),  car  on  a 

df  __  00 
à  y        Ox 

et  cette  fonction  est  donnée  par  la  formule 

(^:^)  V  =f   f{x,y,z)dx-^f    o{xo,  y,  z)dy-^C{z\ 

C{z)  étant  une  constante  par  rapport  à  x  ely.  On  jjourra  donc 
prendre,  pour  C(g),  une  fonction  quelconque  de  z  :  quelle  que 
soit  cette  fonction,  la  fonction  U,  de  x,  j',  :;,  définie  par  (6).  vérifie 
les  deux  premières  relations  (4).  Il  reste  maintenant  à  déter- 
miner G.  en  fonction  de  z,  de  telle  façon  que  l'on  ait 

àV    '     ,  , 

—  =  i>{x,  y.z). 
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)i  f  r* 

En  calculant  -r-  par  la  règle  de  ditFérentialion  sous  le  signe    /  > 

cl    tenani    compte   de   ce   que   C.  est  fonction  de  ^,  nous  aurons  à 
vérifier  l'équation 


(7 


Mais,  d'après  les  conditions  (3)  supposées  remplies  identique- 
ment, on  a 

df{  X,  y,  z  )        (hh  (  .r ,  y,  z  ) 


âf(T,r.z)  r'^ ()l{x,  y,  z) 


ôx 


dx  =  '^(^,  J,  3)  — tj/(^o,r,  -) 


de  même, 

dojxi,,  y,  z)  _  ()'\>ixi^.  y,  z') 
Oz  ~  dy 

r^'<)ç(T,.y,z)  r''ô'^{x,,y,z).  ..  '  ,, 

/      ;f^ dr=.  I .dy^^{x„y,z)-6(x,.y,,z). 

En  remplaçant  les  intégrales  par  ces  valeurs  et  réduisant,  on 
voit  que  la  relation  (  -)  devient 

—  ^^{x,,y,,z), 
(1  où 

C(zj=^    ^(xo,y,,z)dz-i~K, 

K  étant  une  constante  indépendante  de  a.\  y,  z. 

Finalement,  la  fonction  U,  admettant  pour  ditFérentielle  totale 
lexpression  (i  ),  est  donnée  par  la  formule 

^' =  /     f(^^  y,^)d^-^  j     '~^(2;o,y,  z)dy+  I      'lixo,  yo,  ^)  dz  +  K. 

!291.  Intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  dans  l'espace.  —  Ima- 
ginons, dans  rcspace,  uni;  courbe  C  (Jig'.  i^ii"),  joignant  deux 
points  Mq  et  M,  de  coordonnées  Jc,,,  jKoi  -^o  et  ^,  j",  z;  on  peut 
déllnir,  comme  dans  le  pLm,  l'intégrale 

^  =  /       /(^%  r,  ^)dx-^  r^(x,  y,  z)dy-^-  '^^{x,  y,  z)dz, 

APi'iJi.L.  —  l':tci>ii'nis  d'A/iali/sc.  —  st.  30 
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prise  le  long  de  G,  <le    M^   en  M.    Pour  cela,  on   ])rend,  sur  la 
courbe  C,  des  poinls  intermédiaires  M,,  Mj,  .  .  .,  M„,  infiniment 


rapprochés  et  en  nombre   infiniment  grand.   L'intégrale  est,  par 
définition,  la  limite  de  la  somme 


où  n  augmente  indéfiniment,  toutes  les  dilTérences  Xi  —  a^o, 
Xo—  Xi,  .  .  -,  Yi  —  Vo,  y2—yii  •  .  -,  -I  — -0,  ^2—  -in  .  •  .  tendant 
vers  zéro. 

L'intégrait;  I,  ainsi  définie,  peut  facilement  être  ramenée  à  une 
intégrale  simple  ordinaire.  En  effet,  le  long  de  la  courbe  C,  on 
peut  exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point,  en  fonction  d'un 

paramètre  t 

x  =  \{t),       y  =  ii.it),        ^  =  Hn, 

(jui  varie  de  ^o  à  ^,,  quand  le  point  (Jt',y,  z)  décrit  la  courbe 
de  Mo  en  M.  On  a  alors,  d'après  la  règle  du  changement  de  variable 
dans  une  intégrale, 


f'\f(.'-, 


;x,  V  )  X'  -4-  ii  (  X,  iJL,  V  )  |jl'  4-  'l'  (  X,  ;ji,  v  )  v' ]  di, 


où  nous  écrivons  pour  al)réger  A,  ;jl,  v,  a',  jjl',  v'  au   lieu  de  A(/ 

^y.(/),  v(/),  et  des  dérivées  a'(/  ),  ;j.'( /),  v'(^). 


29^.   Conditions   pour   qu'une    intégrale   prise,   le    long    d'une 
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courbe    dans   l'espace,   ne    dépende  que    des  points   de  départ  et 
d'arrivée  et  non  du  chemin  suivi.  —  (Considérons  l'intégrale 


?(^,  r^^K<r  +  ^{^^  y;^^)dz, 


prise,  de  My  en  M,  le  lonj»  d'une  courbe  C.  En  gcnéral,  les  deux 
points  M„  et  M  étant  donnés,  la  valeur  de  Tintégrale  change  avec 
la  courbe  G.  le  long  de  laquelle  on  inlègre.  Pour  que  l'intégrale  l 
soit  indépendante  de  la  courbe  G  <'t  dépende  uniquement  des 
points  de  départ  et  d'arrivé(j.  il  laut  et  il  suffit  que  la  quantité  sous 

le  signe    /    soit  une   différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U 

de  ^,  jr,  ^,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


ùf        do 

ào 

ô'h 

ù^  _  ùf 

ôy        Ox 

'ôz  ' 

""W 

'ô^~  Tz 

et  que  l'intégrale  U  soit  uniforme  dans  la  région  considérée. 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  identique  à  celle  que 
nous  avons  donnée  (n°  288)  j)our  le  cas  des  intégrales  prises  le 
l(jng  d'une  courbe  plane. 

Remarque.  —  La  formule  qui  termine  le  n*^  i290  et  qui  donne 
l'intégrale  U  d'une  diiTérentielle  totale  peut  s'interpréter  géomé- 
Iriquement  en  remaiiquant  que  la  différence  U- — Uo  des  valeurs 
de  U  aux  points  M(^,  y,  z)  et  Mo(^o,  jKo?  ^o)  s'obtient  en  calcu- 
lant l'intégrale  T  le  long  du  chemin  suivant  :  i*'  un  segment  ]MqM' 
parallèle  A  O^,  du  point  M,,  de  cote  z^^  au  point  M'  de  cote  z  ;  2"  un 
segment  MM"  parallèle  à  Oj^,  (Ju  point  M"  d'ordonnée  y^  au 
point  M' d'ordonnée  y;  3*^  un  seguu3nt  M  "M  parallèle  à  Ox,  du 
[)oint  M'  d'abscisse  Xq  au  point  IM  d'abscisse  x. 


293.  Exemple  tiré  de  la  Mécanique.  Travail.  —  Gonsidérons  un 
point  matériel  M  de  coordonnées  x,  y,  ;,  sollicité  par  une  force  F 
ayant  pour  projections  \,  Y,  Z.  Si  le  point  M  subit  un  déplace- 
ment infiniment  petit  MM'  de  projections  àx^  dy^  dz^  on  sait  que 
le  travail  élémentaire  correspondant  de  la  force  F  est  donné  par 
l'expression 

(8)  .   \dx-+-Ydy  -^Zdz. 
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Supposons  que  la  force  dépende  seulement  de  la  position  du 
point;  dans  ce  cas,  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  r,  y,  z  : 

X=/(x,y,z),         \  =  ç{x,y,z),         Z  :^ '\>{x,  y,  z); 

le  travail  élémentaire  est  alors  une  expression  différentielle  comme 
celles  que  nous  venons  d'étudier. 

Imaginons  que  le  point  matériel  passe  d'une  position  M(,  à  une 
position  M,  en  suivant  une  courbe  C  (fig-  i6i)  :  on  définit  alors 
le  travail  total  S  de  la  force  F,  correspondant  à  ce  déplacement,  de 
la  façon  suivante  :  on  divise  l'arc  MqM  en  une  infinité  de  parties 
infiniment  petites  par  des  points  intermédiaires  M,,  IVL,,  .  .  .,  M,/ 
et  Ton  dit  que  le  travail  total  S  est  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires de  la  force,  pour  les  déplacements  successifs  Mo  M,, 
M,  Mo,  .  .  . ,  M„M.  On  a  ainsi 


M) 

Xdx^Ydy-^Zdz, 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  C. 

En  général,  ce  travail  total  S  dépend,  non  seulement  du  point 
de  départ  M„  et  du  point  d'arrivée  M,  mais  aussi  du  chemin  C 
suivi  par  le  mobile.  Pour  que  G  soit  indépendant  du  cliemin  suivi, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'expression  X  dx  -\-  Y  dy  -^"L  dz  soit  la 
différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  uniforme  U,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  une  fonction  uniforme  U(.r,  y,  :?),  telle  que 

y^dr  -\-\  dy  ^Zdz  =  d\]  (.r,  y,  z  ) 


ou,  encore. 

, 

dx 

z  = 

àz  ' 

Quand  cette  fonction  U  existe,  on  l'appelle /o7ic//o/i  des  forces, 
et  l'on  dit  que  les  forces  dérivent  d'une  fonction  des  forces.  Dans 
ce  cas  particulier,  le  travail  total  est  donné  par  la  formule 


(M 


Ainsi,   prenons  un  point   M    attiré  par  un  centre   (ixe  O,  pris 
comme  origine,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  {fig-  i()2). 
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Si  l'on  appelle  /•  la  distance  OM,  la  force  F  a  pour  intensité 


/{  désignant  une  constante  positive.  Les  projections  de  cette  force 
sur  les  axes  sont 


,2     f 


/  -    r 


/ 


car  les  cosinus  directeurs  de  OM  sont   -,   —,   -•  Actuellement,  le 
travail  élémentaire  a  pour  expression 

\  dx  -]-\  dy  -\-Zdz  = ^{x  dx  -\- y  dy  -^  z  dz). 

Alais,  comme  on  a 

on  en  déduit,  en  dilTérentiant,  » 

X  dx  +  y  dy  -i-  z  dz  =  r  d/-, 


d'où 


\  dx  ^  Y  dy  -\~  Z  dz  = '-dr  =  dl  —  ) 


Cette  expression  est  donc  la  différentielle  exacte  de  la  fonction 


lj(x,y,z)  =-  -^  = 


''        >/x--^y^-^z^ 

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  les  projections  X,  "i  ,  Z 
de  la  force  sont  égales  aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  U, 
par  rapport  à  :r,  y,  z  respectivement. 


470  CHAPITRE    XIV.    —    INTÉGRALES   CURVILIGNES. 

Quand,  dans  cet  exemple,  le  point  matériel   passe   d'une  posi- 
tion Mo  il  une  autre  M,  le  travail  total  de  la  force  attractive  F  est 

(M 


;•  et  7-0  désignant  les  distances  OM  et  OM„.  Ce  travail  est  indépen- 
dant du  chemin  suivi  d'un  point  à  Tautre. 


CHAPITRE  XY. 

INTÉGRALES  DOUBLES  ET  TRIPLES.  -  APPLICATIONS. 


I.  -  INTEGRALES  DOUBLES. 

î294.  Définition  :  Évaluation  d'un  volume.  —  Nous  sommes 
arrivés  à  la  notion  d'inté<;rale  simple,  en  évaluant  Taire  d'un  seg- 
ment de  courbe  plane  et  en  démontrant  que  cette  aire  est  la  limite 
de  la  somme  des  rectangles  infiniment  petits  inscrits.  Nous  avons 
vu  d'ailleurs  que,  réciproquement,  toute  intégrale  simple  peut 
être  graphiquement  représentée  par  l'aire  d'un  segment  de  courbe 
plane. 

Nous  arriverons,  de  même,  à  la  notion  d'intégrale  double,  en 
cherchant  à  évaluer  un  volume  délini  comme  il  suit  :  considérons, 
dans  le  plan  des  xy\  une  courbe  fermée  G,  servant  de  directrice 
à  une  surface  cylindrique,  dont  les  généi^atrices  sont  parallèles 
à  Og,  et  proposons-nous  de  calculer  le  volume  A  limité,  latérale- 
ment, par  cette  surface  cylindrique,  inférieurement,  par  le  plan 
des  xy  et,  supérieurement,  par  une  portion  de  surface  courbe 
continue  S  ayant  pour  équation 

^=/(^,  r)- 

Nous  supposerons  d'abord  que  cette  portion  de  surface  S  est 
tout  entière  au-dessus  du  plan  des  xy. 

Divisons  l'aire  de  la  base  C  en  iiuiionibre  très  grand  d'éléments 
superficiels  très  petits  A{*>  {Jig'.  i6o).  Pour  effectuer  cette  division, 
il  suffira  d'imaginer  qu'on  ait  tracé  sur  la  base  C  deux  systèmes  de 
courbes  telles  que  les  courbes  d'un  même  système  soient  très  rap- 
prochées et  soient  coupées  par  les  courbes  de  l'autre  :  on  obtient 
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ainsi  une  sorte  de  quadrillage   divisant  Faire   C  en  éléments  Ao). 

Soient 

Awi,     A'02,      ....     Acl)„ 

les  éléments  superficiels  de  Taire  C,  obtenus  de  cette  façon.  Cons- 
truisons ensuite  des  surfaces  cylindriques  verticales  ayant  respec- 
tivement  pour  bases  les  éléments  superficiels  Aco,,Aco2,  ...,  et 

Fio.  1(33. 


considérons  les  volumes  c,,  i-._,,  .  .  .,  Vn  limités,  latéralement,  par 
ces  surfaces  cylindriques,  inférieurement,  par  les  éléments  plans 
Ato,,  Ato'.j,  ...,  Aco„  et,  supérieurement,  par  la  surface  courbe 
donnée  S.  11  est  évident  que  le  volume  cherché  V  est  la  somme 
des  diverses  parties  de  même  nature  c,,  t^,  .  .  . ,  c,/,  dans  lesquelles 
on  l'a  ainsi  divisé  : 

On  peut  écrire  aussi 

\  =lim(Pi-+-r2-^-..  +  <'w), 

car  la  somme  du  deuxième  membre  est  constante  quel  que  soit  n. 
et  égale  à  V.  Cela  posé,  nous  allons  remplacer  chacun  des  volumes 
élémentaires  c,,  Co,  .  .  . ,  v^  par  un  cylindre  élémentaire  inscrit  de 
la  façon  suivante  (  fig.  i64).  Le  volume  r,  est  limité,  inférieure- 
ment, par  l'élément  A(j),  et,  supérieurement,  par  la  portion  ABDE 
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de  la  surface  S  qui  se  projette  sur  Aco,  ;  appelons  Z,  et  ::,  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  que  prend  la  cote  z  aux  divers 
points  de  la  portion  ABDE  de  surface  S;  sur  la  figure  i64,  Z,,  serait 
la  cote  du  point  D  et  z^  celle  du  point  A.  Menons,  par  les 
points   D    et   A.    d'ordonnées    Z,    et   :?,,    des   plans    horizontaux 


DE'A'B'  et  AB'D  E';  nous  formons  ainsi  deux  cylindres  avant 
pour  base  commune  Aco,  et  pour  hauteurs,  Tun  Z<.  l'autre  ::,  ;  le 
premier  de  ces  CNlindres  a  un  volume  ZiAw,  supérieur  à  r,,  on 
peut  l'appeler  cylijidre  circonscrit;  le  deuxième  a  un  volume 
ô|  Aoj<  inférieur  à  v^.  on  peut  Vix^TÇteXer  cylindre  insciit.T>Q  même, 
nous  comprendrons  le  volume  (o  entre  deux  cvlindres  de  base  Awo, 
l'un  circonscrit  ayant  pour  hauteur  Z2,  l'autre  inscrit  avant  pour 
hauteur  z^.  et  ainsi  de  suite. 

INous  allons  démontrer  que  le  volume  V  est  la  limite  de  la 
somme  des  cylindres  inscrits  quand  le  nombre  des  divisi-ons  Aw,, 
Aojo,  ....  Aco//,  de  la  base,  augmente  indéfiniment,  chacune  de  ces 
aires  élémentaires  se  réduisant  à  un  point 


i->^) 


lini(^i  Atoi-f-  ^2  Aoj.2-f- 


^«Aw„). 
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En  effet. 

les  sommes 

Vy^  (,.,^-...4_(;,,, 

^1  AtOi  +  ^2  -^^2  -f-  .  .  .  -f-  S„  \lUii 

sont  composées  d'un  même  nombre  de  termes,  tous  de  même  signe; 
pour  démontrer  qu'elles  ont  même  limite,  il  suffit  de  démontrer 
que  le  rapport  d'un  terme  de  Fune  des  sommes  au  terme  corres- 
pondant de  l'autre  tend  vers  i  quand  //  augmente  indéfiniment 
dans  les  conditions  indiquées.  Or  on  a 

zi  Awi<  <!<  Zi  Awi; 

d'où,  en  divisant  par  3,  Aoj,. 

Pi  Z, 

i<  — f-<  -• 
^1  Atoi  ^1 

Quand  l'élément  Ato,  se  réduit  à  un  point  P,,  la  cote  maximum 
Z,    de    la  surface   S   dans   Ato,    et  la    cote    minimum  z^    tendent^ 

Z 

l'une  et  l'autre,  vers  la  cote  du  point  P,,P,M,,  et  le  rapport — 

tend  vers  i.  Le  rapport  - — ^ — ?  compris  entre  i  et  un  rapport  ten- 
dant vers  I,  tend  lui-même  vers  i.  On  ferait  la  même  démonstra- 
tion pour  les  rapports  — ^ — ,    •  •  • ,    — 1^ —  On  peut  donc  écrire 

\   =  lim  (^1  Acoi  -r-  z-i  Aïoi -r- .  .  .-^  z,i  Aco,j), 

ce  qui  démontre  bien  que  le  volume  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  des  cvlindres  inscrits.  On  voit  que  nf>us  sommes  ainsi 
arrivés,  par  une  voie  analogue  à  celle  que  ncms  avons  suivie  poui' 
évaluer  l'aire  d'un  segment  de  courbe  plane  (n"  11),  à  un  théorème 
analogue  à  celui  qui  consiste  à  dire  que  l'aire  d'un  segment  est  la 
limite  de  la  somme  des  rectangles  inscrits. 

Notation.  —  Pour  exprimer  que  V  est  la  limite  de  la  somme 

Zi  Aa>i  -H  z^  Acoj-^.  .  .-h  5/^  Ai»>„, 
on  écrit 

en  mettant  deux  signes    /  .  On  répète  deux  fois  le  signe  d'intégra- 
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lion  parce  que.   comme  nous  le   vcri-ons  plus  loin,  quand  on  veiil 
leuler    numériqnemenl    un    volume   par    cette    méthode,   on    esl 
nduit  à  calculer  snccessivemenl  deux  intégrales  simples. 
On  a[)pellc  Texpression 


ca 
co 


// 


une  intégrale  double  et,  pour  exprimer  qu'il  faut  faire  la  somme 
des  [)roduits  z  ckù  corres[)()ndant  à  tons  les  éléments  superficiels 
de  Faire  de  la  eourl)e  C,  on  tlit  que  ï intégrale  double  est  étendue 
à  l'aire  de  la  courbe  G. 

Remarque.  On  démontrerait  de  même  que  le  volume  V  est  la 
limite  de  la  somme  des  cvlindres  circonscrits  Z,  A(o,,  /<2Aw2i  •  •  •  • 
On  en  conclut  qu'il  est  aussi  la  limite  de  la  somme  des  cylindres 
ayant  pour-  bases  A(o,.  Awj Aw/^  el,  pour  hauteurs  respec- 
tives, le  premier,  une  cote  (pielconque  de  la  surface  S  ayant 
son    pi(xl    dans    A(o,  ;    le    deuxième,    une  cote  quelconque    de    la 

surface   S   ayant  son    pied    dans  Ao)2 En  efFet,   la  nouvelle 

somme    ainsi    formée    est    comprise    évidemment    entre  les    deux 

sommes 

:;i  A(Oi  -h  ;;2  ■^"->2  -!-.••-+-  z,i  Ao),, 
et 

Z,  A^)i+  Zo  Ar,)2-f-. .  .-h  'L,i  A'.)/,. 


jui  tcinh'nt  l'une  et  l'autre  vers  \  .  Elle  tend  donc  aussi  vers  \ 
Toutes  ces  pro[)ositions  sont  résumées  [)ar  l'équation  unique 


-SS' 


(pii  ex[)rime  que,  pour  avoir  le  \olume,  il  faut  multiplier  chaque 
élétnent  de  base  infiniment  petit  (t/oj  par  la  cote  correspon- 
(hiiile  z  de  la  surface  et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

^95.  Positions  diverses  de  la  surface  S.  —  Nous  avons  sup- 
|)osé  S,  au-dessus  du  plan  :rOy,  dans  l'étendue  considérée.  Si  S 
était  tout  entière  au-dessous,  tous  les  z  seraient  négatifs,  et. 
comme  les  éléments  superliciels  diù  sont  essentiellement  positifs, 
la  somme 

z  df 


//■ 


représenterait  le  volume  changé  de  signe. 
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Si  la  surface  S  était  partiellement  au-dessus,  partiellement 
dessous  du  plan  xOy,  la  somme 


//■ 


dr.^ 


représenterait  la  diflférence  entre  les  deux  volumes  correspondant 
aux  portions  <le  la  surface  situées  au-dessus  du  plan  des  xy  et  aux 
portions  de  cette  surface  situées  au-dessous  de  ce  plan. 

Ces  considérations  sont  entièrement  analogues  à  celles  que  nous 
avons  développées  quand  nous  avons  défini  la  valeur  algébrique  de 
l'aire  d'un  segment  de  courbe  plane  (n*^  1^). 


II.  —  CALCUL  D'UNE  INTEGRALE  DOUBLE  EN  COORDONNEES 
.  RECTANGULAIRES. 


296.   Méthode  générale.  -     Pour  évaluer  le  Aolume  \   limité  par 
la  surface 

el  la  surface  cylindrique  de  base  G,  nous  avons  été  conduits  à  l'in- 
tégrale double 

V  =//.</., 

étendue  à  l'aire  G.  Quand  on  emploie  des  coordonnées  rectangu- 
laires dans  le  plan  des  xy^  on  divise  l'aire  G  en  rectangles  infini- 
ment petits  par  les  lignes  x  =  const.,  y  =  const.,  c'est-à-dire  par 
des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  comme  le  montre  la 
figure  16.). 

Si  l'on  appelle  Aa?  et  \y  les  dimensions  d'un  de  ces  rectangles 
parallèles  aux  axes  O^  et  Oy,  l'aire  A(o  de  ce  rectangle  est 

\ro  =  lxly: 

le  volume  V,  qui  est,  en  général,  la  limite  de  la  somnui  des  pro- 
duits ^Ato,  est  alors  la  limite  de  la  somme  des  produits  z  ^x  ^y. 
On  écrit  dans  ce  cas 


j  j  zdxdy 
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OU,  en  remplaçant  3  par  sa  valeur, 
tirée  de  l'équation  de  la  surface  S, 


^11 


\  = 


riiitéi;iation  étant  étendue  à  l'aire  de  C. 

Voici  coinuient  on  conduira  le  calcul  pour  évaluer  cette  double 
somme.  Le  problème  est  de  calculer  la  somme  des  volumes  des 
cylindres  z  dx  dy^  en  prenant  successivement  pour  base,  dx  dy,  de 
ces  cylindres,  tous  les  rectangles  infiniment  petits,  dans  lesquels 
on  a  divisé  la  base  G.   Commençons   {fig.    i66)  par  évaluer   la 

Fig.  ir;;,. 


somme  T  de  ceux  de  ces  cylindres,  qui  ont  pour  bases  les  éléments 
superficiels  dx  dy\  compris  entre  les  deux  parallèles  PA  et  P,  A,. 
à  l'axe  Ox.  ces  parallèles  étant  supposées  infiniment  rapprochées 
et  situées  à  une  distance  dy  l'une  de  l'autre. 


OP 


Ol\=y^-dy,         dy> 


La  somme  T  de  ces  cylindres  forme  une  tranche  du  volume  \. 
comprise  entre  les  deux  plans  verticaux,  ayant  pour  traces  PA 
etP,A,.  L'un  quelconque  des  cylindres  de  cette  tranche  a  pour 

volume  z  dx  dy,  ou 

•  ^  f{x,y)dxdy\ 
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y  et  c/j' sont  les  mêmes,  pour  tons  ces  evliiidres;  ou  peul  doue. 
dans  leur  somme,  mettre  dy  en  facteur  et  regarder  j'  comme  cons- 
tant; ce  qui  donne,  pour  le  volume  de  la  tranche  T, 

T  =:  dy  :^  somme  des  produits  f{oo,  y)  dx. 

Celte  somme  est   une  inlégrale  simjile  prise    par   rap[)ort   à  x\ 
donc 


^y  j  fi^.y) 


dx. 


Il  reste  ù  \()ir  entre  quelles  limites  doit  être  prise  cette  intégrale 
simple  par  rapport  à  x.  La  droite'  AP,  située  à  une  distance  0\^=zy^ 


Fi?.    lin'K 


entre  dans  Faire  L\  par  un  point  M<,  d'abscisse  ;r,,  et  en  sort  par 
un  point  Mo,  d'abscisse  x.^  :  ces  deux  abscisses  sont  connues,  en 
fonction  dey,  puisque  la  courbe  C  est  donnée.  Pojh-  obtenir  tous 
les  cxlindres  contenus  dans  la  ti-anche  T,  il  faut  faire  la  souime 
des  [yroàn'vls  f  [x  ^  y)  dy  dx .,  en  laissant  <:/}^  et  y  constants  et  faisant 
\arier  x  de  x^  à  x-y  :  on  a  donc 

li=dyj    ^ f{x.y)dx. 
Ainsi  la  tianche  T  s'obtient  par  une  quadrature.  Cette  (juadra- 
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tiire  étant  supposée  faite,  l'intégrale  simple 
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X 


f{x,  y)dx 


est  une  fonction  connue  de  j',  car  y  figure  sous  le  signe    /    et  les 

limites  x^  et    x^  sont  fonctions  de  y.   On  peut  donc  poser,  pour 
abréger. 


f 


La  tranche  considérée  T,   comprise    entre  les  plans  verticaux 
ayant  pour  traces  PA  et  P<  A, .  est  donc 

.    T='b(y)dy. 

Pour  avoir  le  volume  total,  il  reste  maintenant  à  faire  la  soiiime 
<le  ces  tranches  :  cette  somme  est  une  intégrale  simple 


/■^ 


(r)dy- 


^  030ns  entre  quelles  limites  elle  doit  être  prise.  Pour  obtenir 
toutes  les  tranches  T,  il  faut  donner  successivement,  à  la  droite  PA, 
toutes  les  positions  possibles  dans  lesquelles  elle  traverse  l'aire  C. 
Si  donc  nous  menons  les  deux  tangentes  à  la  courbe  C  parallèles 
à  Ojc,  soient  PoA,,  et  P'A',  et  si  nous  appelons  y^  et  jk  les  ordon- 
nées de  ces  droites 


OP 


y 


il  faut  faire  varier  OP  =  j)'  entre  ces  deux  limites.  On  a  donc,  tlna- 
lement,  pour  V,  somme  de  toutes  les  tranches  T, 

OÙ  '\'{y)  a  la  signification  suivante  : 
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On  peut  écrire  aussi  la  formule  finale 


y)dx, 

I     . 
formule  qu'il  faut  comprendre  comme  il  suit  :  on  calcule  d'abord 

/      f{x^y)dx]  cette  intégrale  est  une  fonction  de  y\  on  multi- 

plie  ensuite  cette  fonction  dey  par  dy  et  l'on  intègre  de  jv'o  ^7  • 

Quand  on  évalue  ainsi  le  volume,  en  rangeant  les  cylindres  élé- 
mentaires zdx  dy^  par  files  parallèles  au  plan  des  zx^  on  dit  qu'on 
intègre  d'abord  par  rapport  à  x^  parce  que  la  première  intégrale 
à  calculer. 


/ 


f{x,  y)  dx, 


est  une  intégrale  par  rapport  à  ^.  La  deuxième  intégration  se  fait 
par  rapport  à  y. 

Il  est  évident  qu'on  pourrait  opérer  dans  un  ordre  inverse,  en 
intégrant  d'abord  par  rapport  à  jk,  c'est-à-dire  en  calculant  d'abord 
une  tranche  du  solide  comprise  entre  deux  plans  parallèles  au 
plan  J'0;3,  d'abscisses  x  et  x-^dx^  puis  en  faisant  la  somme  de 
ces  tranches. 

297.   Premier  exemple.  —  Considérons  la  surface 

z  =  xy. 

Prenons  comme  courbe  G,  dans  le  plan  des  xy^  un  demi-cercle 
DEF,  ayant  son  centre  H  sur  O^,  à  une  distance  OH  =  2  et  pour 
rayon  i  {^fig.  i^;)-  Le   demi-cercle  a  pour  équation 

(G)  {x  —  iy^y'-=.\. 

Le  volume  cherché  V  est  limité,  latéralement,  par  la  surface 
cylindrique  ayant  ce  demi-cercle  pour  directrice,  en  bas  par  le 
plan  des  xy.  en  haut  par  la  surface 

z  =  xy. 
On  a 


y  =  I   I  z  dx  dy  =  I    I  xy  dx  dy , 
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rintéorale  étant  étendue  au  demi-cercle  C.   Prenons   d'abord  la 
somme  T  des  cylindres  élémentaires 

xy  dx  dy, 

dont  les  bases   dx  dy  sont   comprises  entre   les    deux   parallèles 

Fig.  167. 


O  T>  -^  f  X 

1////////////////  A 

-==^-* — -===- A' 


à  Ox,  PA  et  Pi  A,,  d'ordonnées  y  et  ^^  H-  dy.  Nous  aurons  ainsi 
une  tranche  du  solide 


T  =  dy  I  xy  dx  ; 


dans  cette  tranche,  y  et  dy  sont  constants;  :7' varie  depuis  ^,, 
abscisse  du  point  d'entrée  M,  de  la  droite  i^A,  jusqu'à  x.y,  abscisse 
du  point  de  sortie.  Donc 


-'d' 


xy  dx. 


Les  limites  Xi  et  X2  sont  des  fonctions  dey,  fournies  par  l'équa- 
tion du  demi-cercle  C, 

X- —  ,\x  -i- y-  -T-  3  =  0, 

dans  laquelle  y  a  la  valeur  01*.  On  a  donc 


r- 


^2+^1=4»         ^2 — x^=.i\Jï — y-. 

xy  dx  est  '—^^  et  l'intégrale  défi 

/       xy  dx  = —(xl  —  x-^). 

APPELL.  —  Éléments  d'Analyse.  —  st. 
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Remplaçant  j",  el  ^^  par  leurs  valeurs,  on  a 


C'est  là  la  fonction  '^^{y)  du  cas  général.  La  tranche  T  est  donc 

l\)ur  avoir  le  volume,  il  faut  maintenant  faire  la  somme  de  ces 
tranches. 


-  j  4jk/i— jK-^/j. 


On  remarque  que,  pour  obtenir  toutes  les  tranches,  il  faut 
déplacer  PA  entre  O^  et  la  tangente  au  cercle  P'A',  parallèle 
à  O.^;  il  faut  donc  faire  varier  y  de  o  à  i,  et  l'on  a 


^  =  j    i^V'  —y'-dy. 


L'intégrale  indéfinie  s'obtient  immédiatement,  car  /i y  dy  est ^  à 
un  facteur  numérique  près,  la  différentielle  de  i  ~— J",  de  sorte 
qu'on  peut  écrire 

f   (i-y2)2d(j-y^); 


Y  =  -2 

0 


l'inléarale  indéfinie  est  donc 


l«-y^r; 


et  l'intégrale  défini(\  entre  les  1  i mites  jk=  o  el  y  =  i ,  est 


V=i 


!21)8.  Deuxième  exemple.  —  Prenons  comme  base  d'une  surfa.e 
cylindrique  le  triangle  OEF,  limité  par  les  axes  O^,  Oj'  et  par  la 
droite  EF  (fig-  lOS)  ayant  pour  équation 

X  -\- y  —  I  =  o; 

puis,  considérons  le  volume  limité  par  celte   surface  cylindrique, 
le  plan  des  xy  et  la  surface 

z  —  o.x--^-  y--^\. 
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Le  volume  \    est  donné  ])ai'  la  formule 


Y  =ff{ ■>^ ^^ -^y^  -\-i)dxdy, 


rinlé^rale  élanl  étendue  à  Vw'wv.  du  triaiijjîe  OEF.  Evaluons  d'abord 
la  somme  des  ejiindres  él(''mcnlaires  {p. x- -\- y- -{-  i  )  dx  dy^  compris 

Fiff.   iGS. 


E     jc 


■entre  les  deux  droites  PA  et  l*iA,,  parallèles  à  O^,  ayant  pour 
ordonnées  j'  et  )'  +  dy.  Cette  somme  est  une  tranche  T  dn  volume 
donmîe  par 

dy  i  {■i.x--^-y'^-^\\)dx: 

les  limites  é>Q  ct'li'C  intégrale  sont  les  abscisses  x^  et  x^  des  points 
V  et  M2  où  la  <iroit<3  PA,  d'ordonnée  j^,  <*<3upe  k  -('oiitour  de  l'aire 
(le  bas<î  OEF;  on  a  donc 


o, 


-='-J 


•comme;  il  résulte  de  l'équation  de  la  droite  EF.  Ainsi 

T  =  dy  I         (  2  X-  -h  y--r-  i  )  dx. 

L'inlé^rale  indélini^^  est 


H-  y^x  -T-  X, 
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et  rintégrale  définie,  entre  les  limites  o  et  i  — y. 


Donc 


^(i— jk)3-+-jk2(i  — :K)-f-i— r- 


T  =  û?jK  |(i— r>'^j-— r^+i— r 


Pour  avoir  le  volume  tout. entier,  il  faut  faire  la  somme  de  toutes 
les  tranches  analogues,  en  déplaçant  P  de  O  en  F,  c'est-à-dire 
en  faisant  varier  y  de  o  à  i , 

L'intégrale  indéfinie  est 

—  g('— 7)*+ 3.r'-  7^.r-^y—  -y\ 

et  l'intégrale  définie,  entre  les  limites  o  et  i, 

^,111  I        3 

6       o       4  2       4 


299.  Interprétation  géométrique  du  calcul.  —  Si  nous  reprenons 
le  cas  général,  nous  pouvons  vérifier  que  la  méthode  actuelle,  pour 
le  calcul  des  volumes,  revdent  au  fond  à  celle  qui  a  été  exposée  au 
n**  48  et  qui  consiste  à  regarder  un  volume  comme  la  somme  des 
tranches  infiniment  minces,  obtenues  en  le  coupant  par  des  plans 
parallèles  à  un  plan  fixe. 


En  effet,  l'intégrale 


£ 


f{x,y)dx 


ou 


L 


z  dx 


représente  l'aire  de  la  section  M,  R,  R2M2,  faite  dans  le  volume  V, 
par  le  plan  vertical,  de  trace  PA  ^fig.  166).  Cette  aire  est  une 
fonction  <l>(j>^)  de  l'ordonnée  OP  =JK-  La  tranche  comprise  entre 
les  deux  plans  verticaux  de  traces  AP  et  A,  P<  peut  être  assimilée 
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à   un  cylindre  ayant  pour  base  la  section  ^(y)  et  pour  hauteur 
PPi  =  dy\  son  A^olume  est  donc 

Le  volume  V  est  alors  la  somme  de  ces  tranches 


/    'Hy)^y- 


300.  Remarque.  —  Nous  avons  supposé,  pour  simplifier,  qu'une 
parallèle  PA  à  O'x  coupe  le  contour  de  l'aire,  à  laquelle  est  éten- 
due l'intégrale  double,  en  deux  points  seulement.  M,  et  Mo.  Si  la 

iMg.  1(39. 


co 


urbe  C  a  une  forme  plus  compliquée,  il  peut  arriver  que  la 
parallèle  PA  à  Ox  la  coupe  en  un  nombre  quelconque  de  points 
nécessairement  pair. 

Mais  alors  on  peut  toujours,  par  des  lignes  transversales,  décom- 
poser Faire  G  en  d'autres  G,,  Go,  .  . .,  G„  limitées  par  des  contours, 
qui  sont  rencontrés  chacun  en  deux  points  seulement  par  des 
parallèles  à  i)x.  On  calculera  les  valeurs  Ij,  L,  ...,  ^n  de  l'intégrale 
double,  pour  chacune  de  ces  aires  partielles,  et  il  ne  restera  plus 
qu'à  faire  la  somme  des  résultats,  I,  -f-  L-h.  . .-)-  !„. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  G  ait  la  forme  de  la 
figure  169.  Menons  à  cette  courbe  des  tangentes  P^Aq,  P'A',  P'A", 


(IIAPlTRfc:    \v. 


P  "  A  " ,  parallèles  à  (  \j^  :  eMes  parlagent  FaiLre  l'ii  qîwal  re  parties 
I,  2,  o,  I,  qui  sont  :  i ,  la  partie  EAo  B  p  ^>,  kfc  partie  FIIK;  x,  la 
partie  KEBL;  4,  la  partie  FKLM. 

Le  eontour  de  chacune  de  ces  parties  n'est  rencontré  (pi'en  deux 
points  par  les  parallièW-s  à  Ox.  (Oa  calculeira  les  \aleiirs  li^-L,  1;$,  1-, 
de  l'intégrale  double  étendue  successivement  à  ces  (pialre  parties» 
L'intégrale  étendue  à  l'aire  entière  sera 


III.  —  CALCUL  D'UNE  INTEGRALE  DOUBLE 
EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 


301.  Méthode.  —  Appelons  /•  et  0  le  rayon  vecteui-  OM  el  l'angle 

polaire  .rOM  d'un  [)oint  M  du  plan  des  X}'.  Pour  évaluer,  en  coor- 
données polaires.  FintéiiTale  double 


// 


étendnp  1  une  aire  plane  du  plan  desxy^  liniilée  ])ar  une  courbe  C. 

Fig.  170.  Fig.   171. 


on  décompose  cette  aire  en  éiéinents  supeL'liciels  in(ininu;nt  pelils 
c/co  par  les  deux  familles  de  courbes  i/fg''  170) 

/■  =;  const.,         8  =  cunst. 

Les  courbes  r  =  c(i)nsr.  s<.)nt  d*es  cercles  de  (ciilrc  ():  les  courbes 
B  =  const.  sont  des  droites  issues  de  roirigine.    lu  élément  super- 
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ilciel  iUù  ainsi  ol)tenu  est  un  rectangle  curviligne  ABCD  {fig.  171) 
limité  par  deux  droites  OAB  et  ODC,  faisant  entre  elles  l'angle 
infiniment  petit  <i9,  et  par  deux  arcs  de  cercle  BC  et  AD,  ayant  pour 
centre  O  et  pour  rayons  respectifs  r -\- clr  et  /*.  Cet  élément  infini- 
ment petit  peut  être  assimilé  à  un  rectangle  ABCIJ,  dont  les  côtés 
sont  AB  =  dr  et  AD  =1  r  d^;  sa  surface  est  donc 

doi  =  r  dd  dr. 
Comme,  d'ailleurs. 

X  =  r  cos  G ,         y  =  /■  slnO, 
rintégrale  double  s'écrit 

Jffi^,  y)  d^'>  =  f  ff{r  cosfi,  rsin())rdOdr, 
expression  de  la  forme 


//• 


f{r,Q)rdbdf\ 

cp(7*,  8)  désignant  une  fonction  de  /*  et  8. 

Remarque.  — ■  En  écrivant  que  l'aire  ABCD  est  égale  à  AB.AD 
on  néglige  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  qui  n'ont  pas 
d'influence  sur  la  valeur  de  la  somme.  Si  l'on  veut  présenter  le 
raisonnement  rigoureusement,  on  remarquera  que,  en  désignant 
par  Af)  Fangie  AOD  et  par  A/'  le  côté  AB,  on  a 

aire  ABCD  ==  Aw  =  1  [(,>_+- A/)^—  /'-']Ae, 

car  Faire  Aoj  est  la  différence  des  deux  secteurs  OBC^  et  OAD.  En 
réduisant, 

Ato=  (/•Ar-+-  -Ar2  j  aO. 

L'intégrale 

f  fz(r,B}do} 

est  alors  la  limite  de  la  somme 
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Cette  limite  est  la  même  que  celle  de  la  somme  plus  simple 

X(f(/',  e)/-ArAO, 

carie  rapport  des  deux  termes  correspondants  de  ces  deux  sommes 

I 


/■  Ar 


Ar2 


I    Ar 


/•A/- 


tend  vers  i,  quand  A/-  et  AQ  tendent  vers  zéro.  Le  volume  est  donc 
donné  par  la  limite  de  la  somme 

2ç(r,0)rArA0, 

ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  est  donné  par  l'intégrale  double 

f  f^{r,%)rdrd{). 

Calcul  de  l  intégrale.  —  Pour  calculer,  effectivement,  l'inté- 
grale, c'est-à-dire  pour  faire  la  somme  des  cylindres  élémentaires 
'^(7-,  B)r<r/8  <i/',  relatifs  à  toutes   les    aires    élémentaires    t/co    dans 

Fiî?.  1-2. 


lesquelles  on  a  décomposé  l'aire  limitée  par  la  courbe  G,  faisons 
d'abord  la  somme  des  cylindres  compris,  entre  deux  rayons  OV 
etOP',  faisant  avec  Ox'  ,les  angles  polaires  :rOP=  9,  a;OP=9-f-<:/0, 
où  d^  est  infiniment  petit  positif  {fig-  172). 
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Nous  obtiendrons  ainsi  une  tranche  T  du  volume,  tranche  com- 
prise entre  les  deux  plans  ^OP  et  zOV.  Cette  tranche  est  une 
somme  de  termes  de  la  forme 

dans  laquelle  <:/6  est  le  même  pour  tous  les  termes  ainsi  que  6.  On 

peut  donc  écrire 

T  =  rfO  2  ç  (  /•,  6  )  /•  dr, 

r  seul  variant  d'un  terme  au  suivant. 

Supposons  l'origine  O  extérieure  à  la  base  G  ou  située  sur  la 
€ourbe  limite  G.  Si  l'on  appelle  M,  et  M2  les  points  où  le  rajonOP 
€oupe  la  courbe  limite  G,  /•,  et  r-,  les  rayons  vecteurs  OM,  et  OM2 
de  ces  deux  points,  il  faudra,  dans  la  somme 

faire  varier  r  de  /',  à  r-,  :  cette  somme  S  est  alors  une  intégrale 
simple  prise,  par  rapport  à  ;•,  de  r,  à  ro,  et  l'on  a 


T  =  dQ   f     o(r,%)rdr. 


Les  limites  /-,  et  /'o  sont  des  fonctions  de  G,  définies  par  la  forme 
de  la  courbe  limite.  L'intécrale 


,( 


ç(/-,  (i)rdr 


€St  donc  une  fonction  '}(B)  et  l'on  a  finalement 

T  =  ^0-1(6). 

Après  avoir  évalué  ainsi  la  tranche  T,  il  faut  faire  la  somme  de 
toutes  les  tranches  analogues,  obtenues  en  faisant  \arier  0.  Si  l'on 
mène,  de  l'origine,  les  tangentes  à  la  courbe  G,  OAq  et  OA',  faisant 
avec  0.x  des  angles  %  et  0',  il  faudra  faire  varier  Q  de  %  à  8'.  La 
somme  des  tranches  T,  c'est-à-dire  le  volume  V,  est  alors 

Le  volume  s'obtient  donc  par  deux  quadratures  successives. 
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En  remplaçant  '\>(J^)  par  sa  valeur 


/' 


(r,  %)rdr, 


on  peut  écrire 


■f'"!'"' 


(/■,  ^)rdr 


où  il  faut  eomniencer  par  calculer  l'intégrale  de  droite  :  cette 
intégrale  étant  calculée,  on  la  multiplie  par  cfj  et  Ton  intègre  par 
rapport  à  B,  de  80  à  G'. 

Quand  on  opère  ainsi,  on  dit  qu'on  intègre  d'abord  par  rapport 
à  /',  puis  par  rapport  à  Q. 


302.  Exemple.  —  Soit  une  sphère,  dont  le  centre  est  à  l'origine 
et  dont  le  rayon  a  une  longueur  a.  La  ligure  1-0  représente  le 
huitième  de  cette  sphère.  Dans  le  plan  des  :r/,  sur  le  rayon  OA 
(dirigé  suivant  Ojt)  comme  diamètre,  décrivons  un  demi-cercle  (J. 


Fiff.  1-3. 


Nous  allons  calculer  le  volume  du  cylindre  qui  a  pour  l)ase  ce 
demi-cercle  et  qui  est  limité  supérieurement  par  la  sphère.  L'équa- 
tion de  la  surface  étant 


r 


a^-=  o, 


on  a 


=  ^a^—x'^  —  y^, 
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et,  en  eoorclonnces  polaires  dans  le  plan  des  xy. 


z  ==  \J a- —  ;•- , 
Le  \oliime  V  est  alors 

\^  f  fzdo)-^  I    f  )/a-^-  r'rdrdO, 

rinté^rale  étant  étendue  à  Taire  du  deini-eerele  de  base.  Soienl 
or*  et  Ol*'  deux  ravons  infiniment  voisins  faisant,  avee  O.r.  les 
angles  9  et  8-f-c/O.  Iai  Iranehe  T  du  solide,  comprise  entre  les 
plans  zOP  ci  zOV\  esl 

T  =  d^  f  ' \/a'—r'-rdr, 

/'i  et  r-2  étant  les  ravons  Neeleurs  des  deux  points  ^I ,  el  AL  où  01^ 
reneonh-e  la  demi-circont'érence  limite.  Le  point  M,  est  évidem- 
ment en  (),  /■,  ==  o.  Quant  au  rayon  vecteur  /'2  =  OMo,  le  triangle 
rectangle  AOMj  donne  immédiatement 

To  =  a  cosB 

(  écpiation  polaire  de  la  demi-circonférence  de  base).  On  a  donc 

rt  co  s  0 


^/e   /  ^a-'—  r^/dr. 


L  intégrale  indéfinie  étant 


l'intégrale  définie  est 


Don» 


^ia'-r')^, 


-  a^  siii^O  -f-  -  «3. 


T=  ^a^(i-~s\ni())dO. 


Le  volume  est  la  somme  des  IrancliesT  :  pour  les  obtenir  toutes 
il  faut  faire  tourner  le  rayon  OP  de  Ox  jusqu'à  Oj',  c'est-à-dire 
faire  varier  0  dv  o  à  -•  Donc 

'2 
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En  écrivant 

sin3  0  =  (i  —  cos-0)  sinG, 

on  voit  que  l'intégrale  indéfinie  est 

6  -h  cos  0  —  -  cos30 
et  rinlégrale  définie 

I  \         t:        2 

'-3 


Donc,  enfin, 


La  ditlerence  entre  le  huitième  de  la  sphère,    (iguré    dans    la 
figure  1-3,  et  ce  volume  est 


V  =  ^  aK 


303.  Remarque.  -  Si  un  rayon  vecteur,  issu  de  O,  coupait  la 
courbe  C  en  plus  de  deux  points,  il  la  couperait  en  un  nombre 
pair  de  points  :  il  entrerait  dans  G  en  M,,  sortirait  en  Mo,  rentre- 
rait en  M3,  ressortirait  en  M.,,  ....  11  faudrait  alors  intégrer  par 
rapport  à  /•  de  /•,  à  /'o,  puis  de  r-^  à  /', ,  .... 

304.  Modifications  à  apporter  au  calcul  précédent,  quand  l'ori- 
gine est  dans  le  champ  d'intégration.  —  Nous  axons  supposé  O 
en  dehors  de  la  base  G;  quand  O  est  dans  la  base,  il  faut  modifier 
évidemment  les  valeurs  des  limites  des  deux  intéiirations.  Tout 
d'abord  {jig'.  iji),  pour  avoir  une  tranche  du  volume  comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs  OP  et  OP',  faisant  entre  eux  Tangle  dH^ 
il  faut  faire  la  somme  des  cylindres  cp(;\  9)/- c/B  <://•,  en  faisant 
varier   /•    de    o    (point  O)  jusqu'à    /'o   (point  Mo   où   OP  sort  de 


ire  G 


•0 


f     o{r,^)rdr 


Dans  cette  intégrale,  /'o  est  une  fonction  de  0  donnée  par  l'équa- 
tion de  la  courbe  G.  On  trouve  donc,  en  supposant  l'intégration 
faite. 
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Il  faut  ensuite  faire  la  somme  de  toutes  les  tranches  analogues. 
Il  est  évident  que,  pour  les  obtenir  toutes,  il  faut  maintenant  faire 
varier  8  de  o  à  3 tu.  On  a  donc  finalement 

\=  6((i)db=   /        dO  o(r,0)rdr, 

Fig.  174. 


où  il  faut  calculer  d'abord  Y  intégrale  de  droite^  prise  par  rapport 
à  /•. 


305.  Autre  façon  de  calculer  une  intégrale  double  en  coor- 
données polaires.  —  \n  lieu  de  commencer  par  faire  la  somme 
des  éléments  compris  entre  deux  rayons  faisant  entre  eux  un  angle 
infiniment  petit  d^^  on  peut  commencer  par  faire  la  somme  des 
éléments  de  l'intégrale  compris  entre  deux  cercles  de  centre  O 
et  de  rayons  r  et  r-\-di\  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  O  exté- 
rieur à  la  base  ou  situé  sur  la  courbe  limite.  Considérons  {fig-  173) 
un  cercle  de  rayon  r,  coupant  la  courbe  limite  G  aux  deux  points  M| 
et  M2,  et  appelons  0,  et  8,  les  angles  polaires  correspondants  .rOM, 
et  .^OMo.  Considérons  ensuite  le  cercle  infiniment  voisin  de 
rayon  r-\-dr.  Ces  deux  cercles  découpent,  dans  la  courbe  de  base, 
une  tranche  ayant  la  forme  d'une  couronne;  nous  allons  calculer 
d'abord  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale 

o 

ç(r,(})r  dO  dr, 
situés  dans   cette   tranche.    Il  faudra  faire  une  somme  de  termes 
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T  =  :ùz(r,f})rcmdr 


mais,  pour  tous   ces  termes,  ;•  et  dr  ont  la  même  valeur,  el  Ton 
peut  écrire  la  somme  ï 

T  =  rdr'^o(r,r)M; 
Fig.  175. 


l'angle  polaire  0  varie  seul  d'un  élément  à  l'autre  de  la  tranche  T, 
el  il  varie  de  0<  à  O^.  On  a  donc 


V=rdr  9(,-, 


0)^/0. 


Les  ani>les  limites   0.    el    0..   sont  des  fonctions  du  ravon  /•  du 


cercle  MjM^;  rintéi<r;il(; 


•A, 


est  donc  une  l'onction  de  /•,  '}(/'),  et  l'on  a 

T  =  rdr^(r). 

On  a  ainsi  la  partie  T  de  la  somme  correspondant  à  la  coui-onne 
considérée;  il  faut  ensuite  faire  la  somme  de  toutes  les  cour(jnnes 
ainsi  oljtenues,  en  faisant  \arier  /•  de  façon  à  balayer  toute  l'aire 
de  la  courbe  G.  Si  l'on  fait  décroître  /•,  on  voit  (pie  la  plus  petite 
valeur  de  /•  est  le  rayon  /q  d'un  (;ercle  langent,  en  A,  à  la  courbe 
du  coté   de   O;  si,  au   contraire,  on   fait  croître  /',  on  voit  que  la 


INTÉGRALES    DOUBLES    ET    TRIPLES.    —    APPLICATIONS.  49^ 

plus  grande  valeur  de  /'  est  le  rayon  /•  d'un  eercle  tangent  en  A' 
à  la  courbe  du  coté  opposé  à  O.  On  aura  donc  toutes  les  tranches 
auxiliaires  telles  que  T.  en  faisant  varier  /•  de  /•„  à  /'.  et  la  somme 
de  toutes  ces  tranches  sera 

En  remplaçant  '}(/')  par  sa  valeur,  on  peut  écrire  aussi 
V=    r    rdr   Ç  '9(7-,  6)^6, 

où  il  faut  commencer  par  calculer  l'intégrale  de  droite. 

Quand  on  opère  ainsi,  on  dit  qu'on  intègre  d'abord  par  rapport 
à  0,  puis  par  rapport  à  /'. 

Nous  avons  supposé  le  pôle  O  hors  de  la  courbe  C  ou  sur  la 
courbe.  S'il  était  dans  l'intérieur,  il  j  aurait  deux  sortes  de  cou- 
ronnes suivant  les  valeurs  attribuées  à  y  : 

i""  Pour  /'  pris  au-dessous  d'une  certaine  limite  i\^  on  aurait 
des  couronnes  fermées  situées  tout  entières  dans  Taire.  Pour  éva- 
luer la   tranche   correspondante  T,  il   faudra  intégrer  par  rapport 

à  fj  de  o  à  2  71  : 


n 


on  fera  ensuite  la  somme  des  tranches  annulaires  T  de  cette  pre- 
mière sorte,  en  faisant  varier  /■  de  o  à  ;*o, 

r  dr  o  (  r,  6  )  dr. 

a""  Si  l'on  prend  ensuite  /■  plus  grand  que  /•„,  on  obtient  des 
cercles  coupant  la  courbe  en  deux  points  M,  et  Mo,  et  la  partie 
correspondante  du  volume  s'évalue  comme  dans  le  cas  de  la 
figure  1-5. 
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IV.    -  AIRE  D'UNE  SURFACE  COURBE. 

306.  Aire  d'une  surface  courbe.  —  1^'évaluation  de  l'aire  d'une 
portion  quelconque  d'une  surface  courbe  conduit  au  calcul  d'une 
intégrale  double  étendue  à  une  aire  plane.  Considérons  une  portion 
de  surface  courbe,  limitée  par  un  contour  abcd  :  pour  évaluer 
l'aire  de  cette  surface,  inscrivons  dans  la  surface  une  surface 
poljédrale  à  facettes  planes  {fig'-  i;^))-  I^'aire  de  la  surface  courbe 


'2/ 


est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  surface  du  polvèdre  inscrit  quand, 
le  nombre  des  faces  augmentant  indéfiniment,  chacune  d'elles  tend 
vers  zéro  en  se  réduisant  à  un  point  M,  de  telle  façon  que  son  plan 
tende  vers  le  plan  tangent  en  M,  à  la  surface  courbe. 

Soit  At  l'aire  d'une  des  facettes  du  polvèdre,   l'aire    S  de    la 
surface  courbe  est 


le  signe  i'  indiquant  qu'il  faut  faire  la  somme  de  toutes  les  facettes 
du  polyèdre.  On  écrit,  pour  abréger. 


//-■ 


da^  désignant  une  facette  infiniment  petite. 

Si  l'on  projette   la   surface  courbe  sur  le  plan  des  xy,  le  con- 
tour abcd  se  projette  suivant  une  courbe  C.  Nous  supposerons, 
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pour  simplifier,  que  la  surface  courbe  se  projette  tout  entière  dans 
rintérieur  de  C  et  que  toute  parallèle  à  O^,  ayant  son  pied  à  l'in- 
lérieur  de  C,  coupe  la  surface  courbe  en  un  seul  point.  Si  ces 
(conditions  n'étaient  pas  remplies,  on  pourrait  toujours  découper 
la  surface  courbe,  en  morceaux  remplissant  séparément  ces  condi- 
tions. 

Les  faces  du  polyèdre  inscrit  se  projettent  suivant  des  éléments 
d'aire  du  contour  fermé  C.  La  face  Ag-,  par  exemple,  se  projette 
sur  le  plan  des  xy  suivant  une  aire  plane  Aco,  et  l'on  a 

Aco 

Aw  =  At  ces  a.  Aa-  ==  > 

cosa 

a  désignant  Tangle  aigu  du  plan  de  la  face  Ao-  avec  le  plan  des  xj-, 
on  a  alors 

S  =  IimVA.  =  limy-^. 
^md  cosa 

Quand  la  face  Ao-  se  réduit  à  un  point  M  de  la  surface  courbe 
et  que  le  plan  de  Ao-  tend  vers  le  plan  tangent  en  M,  a  tend  vers 
rangie  que  fait  le  plan  tangent  en  M  avec  le  plan  des  xy,  c'est- 
à-dire  l'angle  aigu  N,  z-  que  fait  la  normale  en  M  à  la  surface  avec 
Taxe  O:;.  On  en  conclut  que  Ton  a  aussi 


cos(^,  z) 


la  somme   étant  étendue  à    tous    les   éléments    superficiels    de    la 
courbe  plane  C.  En  effet,  dans  ces  deux  sommes, 


V 


Aoj  %n  A(o 


cosa  jimà  cos(lN,  z  ) 


cosa 


le  rapport  des  termes  correspondants  est — — — ;  il  tend  vers  i. 

^  ^  ^  cos(]\,  z  ) 

quand  les   éléments  Aco  tendent  vers  zéro,  en  se  réduisant  à  des 
points,  car  a  tend  \ers  (N,  z).  On  a  donc 


J    J     COS(N, ^ 


rintégrale  étant  étendue  à  l'aire  de  la  courbe  fermée  G. 

Le  facteur est  aisé  à   évaluer.  En  eflel.  l'éciuation  (ki 
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plan  tangent,  en  un  poinl  de  la  surface  courbe,  étant 

le  cosinus  de  l'angle  aigu  de  ce  plan  avec  le  plan  des  xy^  est 

cos(N,  :;)  =  —; 

on  a  donc 


=   /     /  >/  \  -^  p-  -\-  (j-  dio. 


Comme  c  est  une  l'onction  donnée  de  x  er^>% 
p  et  q  sont  des  fonctions  connues  de  x  et  y,  et  l'on  a 


F(\r,^V')  étanl   une  fonction  connue.  L'aire   courbe  est  alors  une 
intéiirale  de  la  forme 


S=/     I  F(x^  y)  chù. 


étendue  à  l'aire  plane  C.  On  évaluera  cette  intégrale  comme  nous 
l'avons  fait  plus  haut,  en  prenant  soit  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, soit  des  coordonnées  polt^ires. 

307.   Exemple  :   Aire    d'une  portion  de  surface    sphérique.    — 
Prenons  une  sphère  de  centre  ()  et  de  ravon  a 

x--^y--\-z- — a- ==  o, 

et.  sur  cctie  s|)liér('.  un  contour  fermé  E,  se  projetant  sur  le;  plan 
des  xy,  suivant  la  courl)e  fermée  C.  E\aluons  l'aire  S  située  dans 
ce  contour  E.  Actuellement,  en  difï'érentiant  le  premier  membre 
de  l'équation  de  la  sphère  par  rapport  à  .r,  on  a 

X  -^ pz  =  o; 

et,  en  dilférentianl  par  rappoi'l  à  j', 

y  -{-  q  z  =  o. 
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Donc 


/ 

v/i-+-/>^-+-^y-=4/ 


cil  supposant,  comme  dans  la  figure  17.J,  z  positif  pour  les  points 
de  l'aire  E.    Vlors, 


S  =  a  I     I  -  fho  —  ai     I  — 

J    J    ^  J    J    \/  a-  —  x~ 


l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  plane  G. 

Il  est  d'ailleurs  évident,  géométricpiement,  que  cos(N,  c)  =  -> 

car^  enjoignant  le  point  O  à  un  point  M  de  la  surface  sphéricpie, 
on  o])tient  la  noi-male,  en  M,  faisant  avec  O^  un  angle  (IN,^V 
l^crivant  que  la  projection  de  OM  sur  0;3  est  3,  on  a 

z  ^^  a  cos(i\,  z), 


cos(  M,  z ) 


Supposons,  [)ar  (exemple,  que  la  courbe  G  soit  la  demi-circon- 
férence décrite,  dans  le  plan  des  a:y^  sur  O  V  comme  diamètre 
{fig-  173).  Pour  évaluer  Faire  sphérique  qui  se  projette  dans  cette 
demi-circonférence  G,  nous  calculerons  l'intégrale  double  précé- 
dente, €11  prenant  des  coordonnées  polaires  r  et  9  dans  le  plan 
des  xy.  jNous  aurons 

;;  z=  y/a- —  Z'^,  doi  —  r  M  dr, 

d%dr 


Intégrons  d'abord,  par  rapport  à  r,  en  évaluant  la  partie  T  de  la 
somme  correspondant  aux  éléments  situés  entre  deux  rayons  ()P 
et  OP'  faisant  avec  O^  les  angles  0  et  0-[-«^/9.  Pour  tous  ces  élé- 
ments, 9  et  dh  sont  les  mêmes  et  /'  varie  de  o  à  ( J^L  ;=  «  cos  9, 
Mo  étant  le  p(j!nt  où  C)P  rein^ontre  la  demi-circonférenc(^  ;  la  somme 
des  éléments  ccnisuiéi-és  est  donc  -      , 


a  S)   f 


/■  dr 
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L'intégrale  indétinie  clanl     -  \J a-  —  /■-,  on  a 
T  =  a  d^{ —  a  sinO  +  rt). 

Reste  à  faire  la  somme  des  tranches  d'éléments  telles  que  T  en 
faisant  varier  le  rajon  OP  depuis  la  position  OiP  jusqu'à  G)-,  de 
façon  à  balayer  toute  l'aire  du  demi-cercle.  Il  faut,  pour  cela, 
faire  varier  6  de  o  à  -  •  On  a  donc  enfin 


■2 


:î:T  =  «2   r"(i  — sinO)f/0. 


L'intégrale  indéfinie   est  B-|-cosG  et  l'intégrale  définie  -—  i. 
Donc 


S    =   «2  I    -   —  I 

TnÉORiîME  DE  \  iviAivi.  —  La  coiirbc  E,  limitant  sur  la  sphère 
Vaive  S,  divise  le  huitième  de  la  sphère  représentée  sur  la 
figure  i^/S  en  deux  parties  :  la  partie  intérieure  à  E  a  pour 
surface  S;  la  partie  extérieure  a  pour  surface  le  huitième  de 
la  surface  sphérique  totale^  moins  S, 

2  ~ 

Cette  partie  extérieure  est  donc  équivalente  au  carré  de 
côté  a. 

308.  Autre  exemple  général  d'intégrale  double.  —  Soit  une 
portion  de  surface  courbe,  limitée  par  un  contour  abcd  {  fig.  176) 
qui  se  projette  horizontalement  en  G.  Soit,  d'autre  part,  'i;  une 
fonction  continue,  avant  une  valeur  déterminée,  en  chaque  point 
de  la  surface.  Divisons  la  surface  en  éléments  superficiels  infini- 
ment petits  di  et  considérons  la  somme  des  produits  obtenus,  en 
multipliant  l'étendue  dcr  de  chaque  élémejit  par  la  valeur  de  (1/  sur 
cet  élément.  Cette  somme  est  une  intégrale  double 


'& 


Sf" 


drs. 

On  peut  la  ramener  à  une  intégrale  double  étendue  à  la  projcc- 
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tioii  (le  la   surface  sur  le  plan  des  xy,  projection  limitée  par  la 
courbe  C. 

En  ertet,  en  appelant  cko  la  projection  de  d'y  sur  le  plan  des  xy 
et  (N,  ^)  Fangle  aigu  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  limite 
de  ch  avec  le  plan  des  xy^  on  a 

diù  —  di  cos(N,  z): 
d'où 


J   J    '  J   J   c.os{N,z) 

Comme  plus  haut, 


cos(N,  z) 


v/. 


est  une  fonction  de  x  et  )-;  la  fonction  'i>,  étant  connue  en  chaque 
point  M  de  la  surface,  est  aussi  une  fonction  des  coordonnées  xely 
de  ce  point.  Donc  on  a,  finalement,  à  calculer  une  intégrale  double 
de  la  forme 


// 


F(x,  y)dM, 


étendue  à  Taire  plane  limitée  par  la  courbe  C.  On  la  calculera, 
comme  précédemment,  en  employant  des  coordonnées  rectangu- 
laires ou  des  coordonnées  polaires. 


V    —  APPLICATIONS.  -  INTEGRALES  EULERIENNES. 
INTÉGRALES  DE  FRESNEL. 

309.  Intégrale  eulérienne  de  première  espèce.  —  Soient  a  el  b 
deux  constantes  positives;  on  appelle  intégrale  eulérienne  de 
première  espèce  Ymlé'^rule 


(0 


]i{a,b)=l     u'<-^{\  —  uy'-'^du. 


Cette  intégrale  a  un  sens  tant  que  a  el  b  sont  positifs  :  elle 
devient  infinie  si  l'un  des  nombres  a  et  b  est  nul  ou  négatif 
(n-  128  et  129). 

La  valeur  de  l'intégrale  ne  change  pas,  quand  on  permute  a 


5()2  ,  CilAPlTUK    \V. 

et  h.  En  elïer,  si  l'on  c'I]an<;('  de  xariabie  en  faisanl 
u  =  \  —  i",         du  =  —  <i(', 

les  limites   (le\lennent    i    el    ♦>;   en   intcr\enissanl    ces    limites  el 
ehaniieanl  le  si^ne,  on  a  rinléi;Tale 


y-i^/i 


e'est-à-dire,  [uiisque  la  valeur  d'une    intégrale  délinie  ne  dépend 
pas  de  la  variable  d'inlégralion, 

\^{a,  h)  =  \Mb.  a). 

Faisons  encore  le  ehani;emenl  de  variable 

u  =  sin^f),  du  =  ■>.  siiiO  '«osO  d^). 

Les  limites  deviennent  o  et  —  el  l'on  a 

B(a,  ^)  =  -.>.   /*'sin2''-i.Ocos2/^-iO^O. 
l'ar  exemple,  en  l'aisanl 


on  a 


On  ramène;  le  calcul  de  ces  intégrales  au  calcul  d'inlégrales  ne 
dépendant. que  d'un  paramètre  de  la  façon  suivanle. 

310.  Intégrale  eulérienne  de  deuxième  espèce.  Soil  a  une 
constante  j)ositive;  on  appelle  intégrale  eidérlennc  de  deuxième 
espèce  rinté<;rale  délinie 

(2)  V{a)=  j     W'-'^e^du. 

«-  0 

Cette  iatéiirale  devient  infinie,  quand  a  est  nul  ou  négatit 
Cn'^  129).  En  faisant 

u  z=i  x-y         du  =  2.r  dx. 


1 

a  =    -y 

•2 

2 

7: 

'^.-^W. 

:  f\m--.T,. 
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on  a  aussi 


Voici  quelques  théorèmes  sur  ces  intégraJes  : 
i^  On  a 

(■])  T{a)  =  {a-i)V{a-x). 

En  effet,  supposons  [a  —  i)  positif,  écrivons 

r(«)  =—  /     u^^-^de^", 

•  0 

et  intégrons  par  parties,  nous  aurons  ' 

r(«)  =  — j  e-"zi'^-i[^  +  (a  —  I)  /      u^-e"dii. 

La   partie    intégrée    est   nulle,   car    w"~'    s'annule  pour  n  =  o 

et  e~"  pour  f/  =  ce  .  D'ailleurs,  l'intégrale  /      u^^'-e'^du  est  égale 

à  F  {a    -  i).  Le  ihéorènie  est  donc  démontré. 

Par  rapplication  répétée  de  ce  théorème,  on  ramène  le  calcul 
crime  intégrale  eulérienne  i\(i)  au  calcul  d'une  intégrale  analogue, 
dans  laquelle  a  est  compris  entre  i  et  2.  En  effet,  a  étant  compris 
entre  4  et  5,  par  exemple,  on  écrira  : 

T(a)  =  (a  —  i)r(a—  0,  r{a  —  i)  =  (a  —  2)r(a  —  9.), 

V{a  —  -i)  =  (a  —  3  )  r  (  a  —  3  ), 

et  l'on  sera  ramené   à  une  intégrale,  où  le   paramètre  et  —  3  est 
compris  entre  i  et  2. 

2""  Si  a  est  un  entier  positif,  on  a 

r(a)  =  i  .'2.3 .  .  .( a  —  I ). 

En  elïel,  d'après  la  propriété  précédente,  on  ;j 

Y(a—  })  =  (a  —  -y.  )i\a  —  9  ), 
•••'•• 

r(2)=ir(0- 
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Donc,  quand  n  est  entier  positif, 

F  (  rt  j  =z  1 . 2 . .  .  (  a  —  •>.  )  (  rt  —  I  )  r  (  i). 
Resle  à  calculer 

«-  0 

rintéiirale    inclélinie    est    —  e"^'-    et    rinté<irale    définie    i.    Donc 
r(  i)  =  I,  ce  qui  démontre  la  formule. 

On  peut  remarquer  que  r(o)  est  inlinl  :  en  eflet, 


—  du  : 


cette  intégrale  est  infinie,  car  l'élément  diflerentiel  devient  infini 
pour  la  limite  inférieure  ^^  =  o,  conime  —  (  n"  129). 

Ainsi,  on  a 

r(o)  =  cc,       r(i)  =  i, 

rr'2)-i,       r(3)  =  i.'>.,       r(4)  =  i.-^..3 

311.  Réduction  des  fonctions  B(rt,  h)  aux  fonctions  F.  —  Soient 
a  et  h  deux  nombres  positifs,  considérons  la  surface  ayant  pour 
équation 

Proposons-nous  d'évaluer  le  volume  limité,  latéralement,  par 
les  plans  xOz  et  >  O^;  inférieurement,  par  la  partie  indéfinie  du 
plan  des  xy  située  dans  l'angle  positif  xOy  et,  supérieurement, 
par  la  surface  (4).  Ce  volume  est 

V  =.  Ç  fz  diO, 


l'intégration   étant  étendue  à  l'angle  indéfini  xO}-.  Nous  obtien- 
drons la  formule  que  nous  avons  en  vue,  en  employant,  successi- 
vement, pour  évaluer  ce  volume,  les  coordonnées  cartésiennes  et 
les  coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  xy. 
En  coordonnées  cartésiennes,  on  a 


/     /  ir2a-i  e-  .T^j2A-i  e-y'dx  dy. 
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5o5 


Si  nous  intégrons  (rabord  par  rapport  à  x,  en  donnant  à  >'  une 
valeur  conslanlc  ()P  et  à  dy  une  valeur  eonstante  PP,  {fig.  177), 
nous  avons  à  faire  la  somme 


T  ^  y2i>- 


'dy  1  X'^ 


-le-'V/ic, 


Fii 


.///////////  \X 


X  variant  de  o  à  :j::^    ear  Faire  qui  sert  de  base  au   volume  est 
Fangie  indélini  xOy.  Comme  on  a 


a)  =  2  1     x'- 


r(a)  =  2  /      x'^'^-^er^'d:. 
'0 


la  tranelie  T  est  (bornée  par 

T  ^ y^^-i'-^  e-y'- dy  -  Via). 

11   faut   maintenant  faire  la  somme  de  ces   trancbes   en  faisant 

varier 

y  =  0? 

de  o  à  x;  ee  qui  donne,  pour  le  volume. 

V=  ^-V{a)  I     y'^f>-'^e-y"-dy. 

(^ette  nouvelle  intégrale  étant  -V(b),  on  a  enfin 

\='-Y(a)T(ù). 
Prenons    mainlenant    des    coordonnées    polaires    dans    le   plan 
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d(\s:rr-  L'éléniciil  sii[)crlici(^'l  <:/ti)  doit,  alors,  vive  pris  é^al  à  idHdr. 
L'équation  de  la  surface  devient,  en  iaisanl 


a:-  =  rcosO,         j'  =  /-sinO, 


et  le  volume  V  est  donné  par 

\  =  r  j  zd'o  =  f  r/-2«+2/^-i  (?-'•=  cos2^'-i  G  sin^/^-i0<i6f/r. 

11  faut  étendre  cette  intéi;ralc  à  l'anf^le  indéfini  de  :r  Or.  l*renons 
d'abord  la  somme  des  éléments  compris  entre  un  rayon  vec- 
teur OA,  faisant  avec  Ox  Fangle  ^,  et  le  rayon  infiniment 
voisin  OA',  faisant  avec  Ox  l'angle  6-(-6/9.  Dans  la  tranche  T, 
ainsi  définie,  9  et  dH  sont  constants,  /•  varie  de  o  à  ce.  On  a  donc 

T  =  cos2'«-i  6  sin2/^-i  6  <r/0   /      /-s^'+^z»-!  c'^dr. 

do 

Cette  dernière  intégrale  est  -  F  (a-|- />),  ("omme  on  le  voit,  en 
cliangeant  dans  l'expression 

0 

a  en  rt  -|-  b.  Donc 

T  =:  -cos2«-i8  sin2/'-i«iOr(a  + <^). 


Le  v(dume  entier  est  la  somme  de  ces  tranches,  étendue  à  tout 


rani:le  xO  y,   c'est-à-dire   obtenue   en   faisant    varier  0  de  o  à  -  :, 


0  df). 


(>) 


Mais  la  dernière  intégrale  est-  B(<7,  b);  donc 

4 
Egalant  ces  deux  valeurs  de  V,  on  a  la  formule  cherchée 

r(a)r(h) 


B(a,  h)  =  ^,.    '       ~ 
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(^oiiime    application    de    ('rllc    formule,   faisons  «-zzz-,    b -^  - , 


nous  aurons 


Mais    1' (  I  )  =  I ,    B  (-,  -j  =— ,    comme   nous   l'avons  vu;  donc 
où  ii  faul   prendre  la  valeur  |)osiLi\e,  car  l'(-)  est  [)osllif.  Comme 

en  faisant  a  =:-,  on  obtient  la  formule 

•À 

J'      e-  *' dx  =  -  y/-. 

v312.  Tables  numériques.  —  On  trouvera,  à  la  page  60  des  Tahlcs 
de  Houël^  déjà  citées,  une  Table  donnant  l(\s  valeurs  de  Lr(  i  -f-^) 
{)our  les  val(Mir>  de  x  comj)rises  entre  o  cl  i.  (k'ite  Table  permet 
de  calculer  la  \aleui'  de  V  ia)  pour  a  quelc(m(pie,  cai",  à  l'aide  de 
la  relation 

Y{a)  —  {a-^\)X{a  —  1), 

on  peut  toujours  ramcîucM-  Fari^umenl  à  être  compris  entre  1  et  2.- 
La  même  Table  [)ermet  de  calculer  les  intégrales  B,  car  ces  inté- 
grales sont  exprimées  à  l'aide  des  fonclions  F'  [)ar  la   formule  (5). 

.'M3.   Intégrales  de  Fresnel.  —   Cherchons  à  calculer  les  deu\ 
intégrales 

1=   /      cosx'^dx,         •'  —  /      sinx-r/.r. 

•  0  ^'i) 

Pour  la  [)remiére,  c^onsich'i'ons  la  surface 
((>)  z  —  e-y'coix-, 

et  calculons,  comme  dans  rexercice  »311,  le  volume  limité  latéra- 
lement ])ar  les  plans  ^O::   et  yOz^  inférieurcment   par  la  partie 
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indéfinie  du  plan  des  xy  située  dans  Tangle  positif  :rOj",  et  supé- 
rieurement par  la  surface.  En  évaluant  le  volume  \  successivement 
en  coordonnées  rectangulaires  et  en  coordonnées  polaires,  nous 
obtiendrons  la  formule  cherchée. 

Coo/ données  rectans^ulaires.  —  On  a 

V  ==  /   I  e-y''cosx^dx  dj\ 
Si  on  laisse  y  et  dy  constants  ( Ji^g'-  '77%  <>ii  '^  1^^  tranche 
T  =  e  y'dy  j     cosx^dx  —  le  ->V//, 

1  désignant  la  valeur  numérique  de  la  première  intégrale  de 
Fresnel.  T^e  volume  entier  est 

V  -=   f    \e-y'dy  =  I  f    e-y-dy  =  iY", 

d'après  le  résultat  du  n"  311. 

Coordonnées  polaires.  —  On  a 

V=  rre-''^sin^-0cos(/-2cos2  6)/-fl?6c?/'. 

La  tranche  T  (/f^'.  177)  comprise  entre  les  deux  rayons  vecteurs 
indéfinis  correspondant  aux  angles  9  et  ^-{-d^  est 

^'  0 
ou  en  faisant 

/•2C0S-  0   =   M, 

a  étant  une  nouvelle  variable  qui  remplace  /•  (9  constant  dans  T) 
T  =  — - — -    /     C-"  '^"^'^  cos  u  du  ; 

'2COS2  0  J^ 

la  nouvelle  intéiirale  est  de  la  forme 


/ 


e  '^•"  cos  u  du 
0 
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d'aprc's  le  n''  40.  Donc 
et  enfui 


J09 


J  '-^-./o      i-r-tang*0  cos-l 

Si  l'on  pose  tangB  =  ^,  on  a 

V  —  i  n  JIÉL  —  1  /r!: 


comme  on  le  voit  en  remarquant  que  l'intégrale  détinie  qui  ligure 
dans  cette  formule  est  la  moitié  de  celle  que  nous  avons  calculée  à 
la  page  ijS.  Donc,  en  égalant  ces  deux  ^aleurs  de  ^  , 


■j.  8 


^■,T. 


Un  calcul  identi(j[ue  donne  pour  la  deuxième  intégrale  la  même 
valeur 


f      %\wx'^-dx  =  — - 
0  4 


VI.  -  INTEGRALES  TRIPLES. 

314.   Définition.  —  Considérons  une   surface   fermée   S   et  une 
fonction  cp  (  x^  y^  z)  ayant  une  valeur  déterminée,  en  chaque  point 

Fig.  178. 


-^ 


du  volume  \   limité  par  cette  surface.  Divisons  le  volume  intérieur 
en  éléments  de  volume  infiniment  petits,  «ic,  tendant  vers  zéro  en 
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se  réduisant   à   des  j)oints  ( //«•.  ^'S).  fmaj^iiions   qu'on   imilliplle 
cliaf[ii<'  ('Irincnl  de  xoliime  ch'  j)ar  la  valeur  de  la  fonetion 

<ni  point  auquel  se  réduil  eel  élément  et  (|u"<.)n  fasse  la  somme  des 
produits  ainsi  obtenus,  on  aura  unv  somnî(!  qu'on  désigne  par 


/  /  I  ri^^y^  -)^^^% 


et  qui  est  le  type  des  intégrales  triples. 

On  dit  qne  l'intégrale  triple  est  étendue  au  volnme  V  limité  par 
la  surface  S. 

L'expression  de  r/i'  est  «liflcrcnte,  suivant  le  svslèm<'  de  eoor- 
<lonnées  qu'on  emploie,  poirr  d(''composer  le  soliinie  en  (déments 
jnliniuient  [)elils. 

IMd.  Coordonnées  rectangulaires.  —  Décomposons  1(;  \olume 
en  parallélépipèdes  inliniment  jjcnits,  par  des  plans  parallèles  aux 
trois  plans  coordonnés,  infiniment  rapprochés  les  uns  des  auli-es. 
Ln  de  ces  parallélépi])édes  a  pour  dimensions,  parallèles  au\  axes, 
<les  longueurs  infiniment    peliles  dx,   dy  et  dz.  Son   volume   (U- 

<;st  donc 

(Iv  =  dx  dy  dz^ 

ot  l'intégrale  triple  d(;vi<!nt 

I  =  f  f  fr(-r^  y,  ^) ^-^ '{y dz. 

Pour  (^alculer  efï'ectiNenn.'nt  celte  intégrale,  il  faudra  faire  trois 
intégrations  successives,  j^ar  raj)poi't  aux  \ariables  x^  y  et  g.  \  oicM 
de  quelle  façon  : 

Il  s'agit  de  faire  la  somme  des  élénn^nts 

o{ X.,  y,  z)  dx  dy  dz 

pour    tous    les    pai'a!l(''l(''pi|)éd(  s    é!('*mentaires,    dans    l(;s(piels    on 
décompose  le  Nohimc  \    considérf'. 

Soit  C  le  eonlour  aj)parent  de  la  surfa(;e  S  sur  le  plan  des  xy. 
Dans  ce;  contour  apj^arent,  pi'enons  un  rectangle  élémentaire  dont 
un  sommet  A  a  pour  coordonnr'cs  x^  )',  les  lr<us  aulr  s  ayant  pour 
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APPLICATIONS. 


5ll 


coordonnées  X  -}-  djc,  y  ;  x^  y-\-d}-;  x -\- dx,  y -^  dy  (Jig.  179). 
L'aire  de  ce  rectangle  e?,ldxdy',  considérons  le  prisme,  ayant,  ce 
rectangle  pour  base  et  ses  arêtes  parallèles  à  Oc.  L'arête  AA'  de 
ce  prisme  entre  dans  le  volume  V  par  un  point  M,  de  cote  3,, 
et  en  sort  par  un  point  Mo,  de  cote  Go. 

Nous  commencerons  par  faire  la  somme  des  éléments 

o{x^  y,  z)  dx  dy  dz 

pour  tous  les  parallélépipèdes  élémentaires  dxdydz  situés  dans 
ce  prisme.  Ces  j)arallélépipèdes  forment  une  pile  de   parallélépi- 


pèdes superposés  :  ils  ont  tous  même  base  dxdy\  ce  qui  varie, 
d'un  de  ces  parallélépipèdes  à  Tautre,  c'est  la  cote  c  et  la 
valeur  de  dz^  mais  x^  y  dx^  dy  restent  constants.  La  soinme  P 
des    éléments 

ç(.r,  j',  z)  dx  dy  dz,  
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correspondant  à  cette  pile  de  parallélépipèdes,  s'oljlienl  Vlonc  en 
laissante,  V,  dx,  dy  constants  et  faisant  varier  3  de  3,  à  Cj.  On  a 

ainsi 

V  —  dx  dfI.o{x,  y,  z  )  dz. 

Cette   somme  est  une  intégrale   délinie   prise   par   rapport   à   3 
de  Zi  à  z-2  : 

I>  =  dx  dy  I      o(.r,  j',  z)  dz. 

La  quantité  soumise  au  signe  /  dépend  de  x  et  v.  D'autre  part, 

les  limites  Zi  et  Z2  sont  évidemment  des  fonctions  de  x  cly^  défi- 
nies par  l'équation  de  la  surface  qui  limite  le  volume  considéré. 
Donc  l'intégrale 

/    ^(^^y,^)dz 

est,  tout  calcul  fait,  une  fonction  de  x  el  y,  soit  f(x,y)  cette 
fonction  : 


fi^,y)=J^      ?(-^,  r,  :^)dz. 


La  somme,  relati\e  à  la  pile  de  parallélé])ipédes  considérée,  est 

donc 

V  =  dxdyf(x,  y). 

Il  reste  mainleuEinl  à  faire  la  somme  de  toutes  ces  piles  en 
donnant  à  la  base  A,  d'aire  dxdy,  toutes  les  positions  possibles 
dans  l'intérieur  de  la  courbe  de  conlour  apparent  C.  Or,  cette 
dernière  somme, 

ZV--^J  f/{x,y)dxdf, 

est,  d'après  ce  qui  [)récède,  une  intégrale  doubb^  étendue  à  l'aire 
plane  C.  L'intégrale  I  est  donc  alors  ramenée  à  l'intégrale  double 


I  =  fj  f{x,y)dx  dy, 


étendue  à  l'aire  C,  intégrale  que  l'on  calculera  [)ar  les  méthodes 
précédentes. 
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Remarque.  —  Dans  celte  faeoii  de  calculer  l'intégrale  I,  nous 
avons  d'abord  intéi;ré  par  rapport  à  z  en  rani'eant  les  parallélépi- 
pèdes élémentaires  dxdydz-  par  piles  parallèles  à  O^.  On  pour- 
rait, de  môme,  intéi^rer  d'abord  par  rapport  à  x  ow  à  )',  en  ran- 
i;eant  les  parallélépipèdes  par  piles  parallèles  à  l'un  des  axes  O^ 
ou  O  )'. 


AiTKLL  ^ —  Eléments  d'Analyse.  —  st. 
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FORMULES    FONDAMENTALES    DE    L'ANALYSE    VECTORIELLE 
IXTÉCiRALES  DE  VOLUMES,  DE  SURFACES  ET  DE  LIGNES. 


Nous    établirons,    dans    ce    Chapitre,   qiK'lques    formules    d'un 
usage  constant  en  Mécanique  et  en  Physique  mathématique. 


I.  —  FORMULE  D'OSTROGRADSKY  OU  DE  GREEN. 

»)16.  Formule.  —  Soit  un  champ  de  forces  défini  dans  un(î 
région  continue  de  l'espace.  A  chaque  point  (.r,  i',  z)  de  celte 
région  correspond  une  force  ou  un  vecteur  F  appliqvu'' au  point. 
Les  projections 

de  ce  vecteur  F  sont  supposées  être,  dans  la  région  considérée, 
des  fonctions  uniformes  et  continues  de  :r,  )%  z,  admettant  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Considérons,  dans  le  champ  de  forces,  un  volume  V,  com])osé 
d'une  ou  de  plusieurs  junlies.  limité  par  une  surface  S.  Nous  sup- 
poserons d'abord,  pour  simplifier,  que  la  surface  S  est  rencontrée 
en  deux  points  au  plus  par  une  ])arallèle  à  Oz  { /ig-  179)- 

Appelons  dv  un  élément  du  volume  \  et  d'y  un  élément  de  la 
surface  S,  placé  en  M,  sur  la  surface.  Désignons  par  a,  ^3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  MN  à  la  surface  menée  vers  l'ex- 
térieur. 

Nous  allons  établir  la  formule  aénérale 


& 


rjX  ^Y  dZ 


//X(£-g*")*=/i<--''-'^"- 
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L'intégrale  triple  du  premier  membre  est  étendue  au  volume  ^  : 
on  l'obtient  en   multipliant  ehaque   élément    infinitésimal    dv    du 

volume  V   par  la  valiMir  de  ( [- j dans  cet  élément,  et 

^  \dx  dy  ùz  J 

faisant  la  somme  de  tous  ces  produits.  L'intégrale  double  est 
étendue  à  la  surface  S;  on  Tobtlenl  en  multipliant  ehaque  élément 
inllnitésimal  di  de  la  surface  S  par  la  valeur  de  (aX  -f-  [^^  +  7^) 
sur  cet  élément  et  faisant  la  somme  de  ces  produits. 

I\uir  obtenir  cette  formule  générale,  nous  établirons  d'abord  la 
formule 


{■!) 


//.("■"■/,(■.•"- 


Pour  cela,  comme  Z  =  6(.r,  i%  ::),  nous  allons  d'abord  calculer, 
en  coordonnées  rectangulaires,  Fintégrale  triple 

'=//./;s-'-,/7X*%^''"*''=- 

Eflectuons  d'abord  l'intégration  par  rapport  à  ::.  Soit,  dans  le 
plan  des  xy^  d.v  dy  un  élément  de  surface  choisi  à  l'intérieur  de 
la  projection  C  du  contour  apparent  D  de  la  surface  S  sur  le  plan 
des  ./')-  {^fig-  179  )•  Considérons  le  prisme  ayant  cet  élément  pour 
base,  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  O;;  ce  prisme  entre  dans 
le  volume  par  le  point  Mi  en  découpant  sur  la  surface  un  élé- 
ment ^/t,,  et  sort  du  volume  par  le  point  M2  en  découpant  sur  la 
surface  un  élément  d'étendue  d'j.^.  Appelons  a,,  [i,,  y,  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  extérieure  M,  N,  en  Mi  ;  a^,,  3^,,  ^/o  eeux 
de  la  normale  extérieure  M2N2  en  Mo.  Le  rectangle  dx  dy  du  plan 
des  xy  est  la  projection  horizontale  de  Jt,  et  de  d^.^.  Donc  dx  dy 
esl  égal  à  di^  multiplié  par  le  cosinus  de  Langle  aigu  que  fait  le 
[)ian  de  l'élément  d^^  avec  le  plan  des  xy^  angle  qui  est  égal  à 
l'angle  aigu  de  la  normale  indélinie  à  dn^  avec  O0.  Comme  la  nor- 
male extérieure  M,N,  fait  avec  Oc  un  angle  obtus,  y,  est  négatif, 
et  le  cosinus  de  l'angle  aigu  de  la  normale  ind(''finie  avec  Or 
(^st  —  V, .  Donc 

(  3  _)  dx  dy  =  —  Yi  dii. 

De  même,  comme  l'angle  de  la  normale  extérieure   IV].>N.>   avec 
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O  ::  est  aigu,  Y2  est  positif,  et  l'on  a 

(  4  )  dx  dy  =  Y2  d-J-i. 

Ceci  posé,  un  élément  de  l'intégrale  triple  est 

dz  -^ 

Faisons  la  somme  P  de  ces  éléments  pour  tous  les  parallélépi- 
pèdes dx  dy  dz  situés  dans  le  prisme  AMilVL;  nous  devons  laisser 
.r,  y^  dx,  dy  constants  et  sommer  par  rapport  à  z]  ce  qui  donne 


=  dx  dy  I 


â<h(x;y,z)  ^^ 
dz 


en  appelant  ;,  et  Cg  les  coordonnées  j  des  points  M,  et  M2.  L'in- 
tégrale indéfinie  est  '^{x,  r,  z)  et  l'intégrale  définie 

^{x.y,z,)^^(x,y,z^), 
ou,  en  abrégeant, 

Zo  et  Z,  étant  les  valeurs  c^e  Z  sur  les  éléments  drij.  et  f/o-,.  Donc 

P  =:  dxdy{2.2 — Zi), 

P  =  —  Zi  dx  dy  -^  Z2  dx  dy. 

Telle  est  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale  triple,  correspon- 
dant aux  parallélépipèdes  situés  dans  le  prisme  de  base  dx  dy.  Pour 
avoir  l'intégrale  triple  I,  il  reste  à  faire  la  somme  de  toutes  les 
expressions  telles  que  P,  en  faisant  coïncider  successivement  dxdy 
avec  tous  les  éléments  du  plan  des  xy  situés  dans  l'intérieur  du 
contour  apparent  C.  On  a  ainsi 


T  =  /    /  ( —  Zi  dx  dy  -f-  Z,  dx  dy)^ 


l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  G.  Mais,  dans  le  premier  terme, 
sous  le  signe  d'intégration,  remplaçons  dxdy  par  sa  valeur  (3), 
—  y,  c?o-<,  et,  dans  le  second,  remplaçons  dx  dy  par  sa  valeur  (/j) 
Vo  d'7.2  ;  il  vient 

I  =    f   Tvi  Z,  ^cTi  +  Y2Z2  da.. 
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Dans  celte  somme,  rélément  dn^  prend  successivement  toutes 
les  positions  possibles  sur  la  partie  de  la  surface  située  au-dessous 
du  contour  apparent  1),  et  ^/to  toutes  les  positions  sur  la  partie  de 
la  surface  située  au-dessus  du  contour  apparent.  On  peut  donc 
écrire  enfin 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  éléments  superficiels  di. 

La  formule  est  donc  démontrée. 

Dans  cette  formule  pajtielle,  Taxe  des  j  joue  un  rôle  particulier. 
En  faisant  jouer  le  même  rôle  successivement  aux  axes  Ox  et  O  )% 
on  établira  de  même  les  deux  formules  partielles 

.  /.as*-/.(-"- 

(6) 


ns:>-.fi:'^'- 


La  somme  des  trois  formules  partielles  (2),  (5)  et  (())  donne  la 
formule  générale  (i). 

Dans  la  démonstration  de  la  formule  (2)  nous  avons  supposé  cjue 
la  surface  S  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle 
à  O  z.  La  formule  est  encore  exacte,  comme  on  s'en  assurera,  si  la 
surface  est  rencontrée  en  un  nombre  quelconque,  forcément  pair, 
de  points  par  une  parallèle  à  Oz. 

La  formule  (i)  est  donc  vraie  pour  une  surface  fermée  S  quel- 
conque. , 

Premières  applications.  —  Par  exemple,  si  l'on  fait 

X==0,  Yz=:0.  Z--^\, 


on  a 


-ir^ 


relation  évidente,  car  elle  exprime  que  la  somme  des  valeurs  algé- 
briques des  projections  horizontales  de  tous  les  éléments  superfi- 
ciels di  d'une  surface  fermée  est  nulle. 

Si  l'on  fait 

X  =  G,         Y  =  o,         7j  =  z, 
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la  formule  devient 


ffp-f.h 


L'intégrale  du  premier  membre,  somme  des  éléments  du  volum* 
est  évidemment  le  volume  total  Y  :  donc 


-/X'= 


ck 


formule  qui  exprime  un  volume  par  une  intégrale  double  étend  m 
à  la  surface  qui  limite  le  volume. 
On  aui-ait  de  uième 


'■=/..(" -^^  =/.(■■" 


317.   Interprétation  géométrique.  —  La  qiiantih 


d\        dY        dZ 

h  —  H 

dx         ôy        <Jz 


s'appelle  la  divergence  du  vecteur  F  de  projections  \,  ^  .  Z  ;   on 

la  désii^ne  par 

div.  F. 

Soient,  au  point  M  de  la  surface  S,  le  vecteur  MF  corresf)ondanl 
à  ce  point  et  F,/  sa  projection  sur  la  normale  extérieure  JMN;  on  a 

F,,=  a\  -f-  .3  Y  -+-7Z, 

car  la  projection  de   F  sur  MN  est  la  somme  des  projections  des 
trois  composâmes  X,  \,  Z.  La  formule  s'écrit  donc 


(7) 


•  V  ^     ^s 


Le  produit  Yj^ch  s'appelle  le  Jlu.r  élémentaire  de  la  force  F  ou 
du  vecteur  F  à  travers  l'élément  «?a-,  de  l'intérieur  vers  l'extérieur, 
et  la  somme  de  tous  ces  ilux  élémentaires 


/Y'-.-. 


r/a 


s'appelle  le  flux  lolal  de  la  force  F  ou  du  vecteur  F  à  travers  1; 
surface  S,  de  l'intérieur  vers  l'extérieur. 
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IMH.   Tourbillon    du  vecteur  V.  —   On   appelle  tourbillon   du 
vecteurV  le  nouveau  vecteur  o),  ayant  pour  projections  ç.  v,,  Ç  : 

ô^^  ôz 
1  (d\        <)Z\ 

^       '  ^  '2  \  àZ  â.T  / 


^  ~  'i\  âx        ây 

Ce  vecteur  apparaît,  comme  nous  allons  le  voir,  dans  divers 
ibc'orèmes. 

319.  Cas  particulier  où  les  forces  du  champ  sont  normales  en 
leurs  points  d'application  à  une  famille  de  surfaces.  —  Soit  une 
famille  de  surfaces  ayant  pour  équation 

(8)  U(:r,:)-,  c)  =  C, 

où  C  est  une  constante  arbitraire.  Par  chaque  point  de  l'espace  où 
la  fonction  U  existe,  il  passe  une  surface  de  la  famille,  car  on  peut 
loujours  déterminer  G  de  façon  que  la  surface  (8)  passe  par 
\\\\  point  donné  ./'o'  Xqi  -^0   •    il    ^^^^^  et   il    suffit,   pour  cela,    que 

Ceci  posé,  îi-ous  supposons  le  champ  de  forces  tel,  que  la  force 
(  X,  \ ,  /),  appliquée  au  point  M(.Z',  r,  z-)  du  cliamp,soit  normale 
à  celle  des  surfaces  (<S)  qui  passe  par  ce  point.  Comme  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface 

\](x,  y.  z)  —  (]^o 

au  point  x^  j',  :^  sont  proportionnels  aux  dérivées  partielles  du 
premier  mem])re 


>n  doit  avoir 


eu  appelant  A  la  valeur  commune  des  raj^ports  :  cette  quantité  K 
est  fonction  de  .Z",  r,  ^,  puisque  les  deux  termes  des  trois  rapports 
sont  fonctions  de  ,r,  r,  ^.  On  a  donc,  dans  ce  cas,  pour  les  exprès- 


d\}         cm 

ôx  '       Oy 

dz 

\            Y 

f/li           c>LJ 
dx          Oy 

Z 

ol> 

dz 

_.  au 

,  ()U 

.  àV 

\  = 

~  '^  Ox  ' 

\     =:    A , 

L^K  — 

^^y 

oz 
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sions  àts  forces  du  champ, 

(9) 

}.  et  U  étant  des  fonctions  de  r,  )',  c.  Réciproquement,  si  les  forces 
d'un  champ  sont  de  cette  forme,  chacune  d'elles  est  normale,  en 
son  point  d'application,  à  celle  des  surfaces  (8)  cpii  passe  par  ce 
point. 

On  peut  également  caractériser  analjtiquement  ce  cas  en  disant 
c[ue  l'expression 

( lo )  '      {\  dx  -^  \  dy  -^-  7.  dz ) 

est  une  différentielle  totale  exacte  ;  cette  expression  s'écrit,  en 
effet, 

dx  -t-  — -  dv  -\ dz  =  dV. 

Ox  Oy    ""         Oz 

Po(ir  qnr  ce  cas  se  présente,  il  fciut  el  il  siijffit  citizen  cJiacjiœ 
point  du  cJunnp  le  lourbillon  soif  perpendicalaiic  à  la  force 
du  champ 

(il)  "        ^X  +  r.  Y-4-^Z  =  0. 

La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  nous  devons  exprimer 
que  l'expression  (  lo)  est  une  diiîérentielle  totale.  On  a  donc 

^  \  ■/  Z  \ 


^G)  ^m 


Oz  Of 

ce  qu'on  écrit  en  effectuant  et  multipliant  par  a- 

^,ô\        ,^o\       .    /OZ        oY 
oy  Oz  \0y        Oz 

les  deux  autres  conditions  d'intéiriabililé  donnent  de  même 


Oz  Ox  \  Oz  O.v 


Y  —       X  1^  -  ■   /  '2X        ^  \ 
Ox       '    Oy         '  \  Ox         Oy  ) 


Dans  les  seconds  membres,  les  coefficients  de  A  sont  précisément 
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2;,  2Ti,  2Ç.  Multiplions  alors  ces  trois  relations  respectivement 
par  X,  Y.  Z  et  ajoutons;  les  premiers  membres  ont  une  somme 
nulle  :  on  a  donc,  puisque  A  est  différent  de  zéro,  la  relation  (11) 
à  démontrer. 

La  condition  (i  1)  est  suffisante.  —  On  démontre  que.  si  cette 
condition  (11)  est  remplie,  il  existe  une  infinité  de  facteurs  A  tels 
que 

~{\dx-\-Y  dy-^  Zdz) 

soit  nne  différentielle  totale  JU  ;  ce  qui  montre  qu'elle  est  suffi- 
sante.. Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  de  donner  cette 
démonstration. 

rSous  nous  bornerons  à  voir  comment  se  simplifie  alors  la 
formule  générale  d'Ostrogradsky  (1).  En  substituant,  dans  celte 
formule,  à  la  ])lace  de  X,  \„  Z,  les  expressions  (9),  on  voit  qu'elle 
devient 


<jy  ôy 

^  'ôz~z 

=         /   /  /  a  —-  +  3  —  H-  Y  -—     dG. 

La  quantité                                           ^ 

^                                                    Ox         '   Oy         '   oz 

dç 


est  appelée  ordinairement  dérivée  de  U  suivant  la  normale  exté- 
rieure Cl  la  surface  et  désignée  par  — —  •  Voici  la  raison  de  cette 
dénomination.  Menons  la  normale  extérieure  MjN\  de  cosinus 
directeurs  a,  3^  y  (.Ai'-  180)5  prenons  sur  cette  normale  lîne  lon- 
gueur MN'=  A//,  et  appelons  r,  )%  ::,  x\  r\  z'  les  coordonnées 
des  points  M  et  IS'.  Quand  on  passe  de  M  en  IN',  la  fonction  U 
subit  un  accroissement 


AU 
Prenons  le  rapport 


l]{x\  y\z")  —  \j(x,  y,  Z). 


AU 
An 


quand  In  tend  vers  zéro,  ce  rapport  tend  vers  la  quantité  (10) 
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En  effet,  on  a  ponr  les  coordonnées  de  N' 

x'=x^'x\n,         y' ::=  y -^  ^;;^  \n ,  z 

Fig.    180. 


yA^. 


"V 


])()n( 


U  {x\  }  ',  z' )  =  U  (5-  H-  a  A/i,  j^  -+-  [i  A/i.  ;;  +  7  -^^  ) 

=  U(x,j',  ^)-i-A/^  (a—  +   i  —  +Y-T- 


n  développant  par  la  série  de  Tajlor.  On  en  conclu L 


AU  d\]        ^d{]  d\]        .      ,       , 

lu  Ox       ^  Oy         '  dz 


\n^-i 


AT] 


Faisant  tendre  lit  vers  zéro,  on  voit  que  la  limite  de  —  est  la 

quantité  (i3).  On  désigne  cette  limite  par  ^  ;  le  second   membre 
de  la  relation  (6)  s'écrit  alors 


///£■'•■ 


3i'-).   Cas  plus  particulier  encore  où  les  forces  dérivent  "d'une 
fonction  des  forces  U.  —  On  a  alors 


.    \^/^+  \  dy-i-Z(h.  =  dV, 

A  =    y  l    — >  A-i  — 

Ox  Oy 


r)U 


Pour  que  ce  c;is  se  présente,  il  faut  et  il  suffit  que 
X  dx  ^   Y  dy  4-  Z  dz 
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soit  une  diirérenlielle  totale,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ï  =  O,  '0=0,  Z  =  o, 

d'après  les  condilions  indicjnées  au  n'*  ^DO. 

On  peut  donc  dire  que  l(f  cofidifioi)  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  çlutnip  dérive  d-une  fonction  des  forces  est  que  le 
vecteur  tourbillon  soit  nul  en  tous  les  points  du  champ. 

Dans  ce  cas  j)articulier,  le  facteur  a  du  numéro  précédent  est 
égal  à  1 .  et  la  foruiidc  générale  d'Ostrogradskj  prend  la  forme 
suivante,  déduite  de  (12)  en  faisant  X  — -  i  : 

OÙ  le  second  membre  est 

J    Je   du 


II.  -    FORMULE  D  AMPERE  ET  DE  STOKES  DANS  LE  PLAN. 

Les  formules  que  nous  allons  maintenant  établir  transforment 
des  intégrales  de  surfaces  (intégrales  doubles)  en  intégrales  de 
lignes  (intégrales  simples). 

Nous  commencerons  par  la  formule  d'Ampère  et  de  Stokes  <'/<:/;?,s• 
/<^  plan. 


*)^1.  Formule  d'Ampère  et  de  Stokes  dans  île  plan. —  Soit  un 
champ  de  forces  plan  constifué  par  des  forces  F  situées  dans  une 
certaine  région  du  plan  xO  ]\  telles  que  la  force  appliquée  en  un 
point  ./■.  )'  de  cette  région  ait  pour  projections 

les  fonctions  y  et  '^  étant  uniformes,  finies,  et  admettant  des  dérivées 
paitielles  du  premier  ordre  dans  la  région  considérée. 

traçons,  dans  cette  région,  un  contour  fermé  quelconque,  limi- 
tant une  aire  S.  La  formule  à  établir  est  la  suivante  : 
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OÙ  c/cr  est  un  élément  de  l'aire  S  et  où  I  Intégrale  double  esi  étendue 
à  cette  aire,  tandis  que  l'inlégrale  simple,  analogue  à  i\n  liMvai]. 
est  prise  sur  le  contour  C  dans  le  sens  positif. 

Pour  déuiontrer  cette  formule,  remplaçons  (h  par  Felément 
d'aire  en  coordonnées  rectangulaires  dx  dy  et  calculons  d"a])()rd 
l'intégrale  dou])le 


^*()iis  su])p()scrons.  pour  simplifier,  que  le  contour  n'est  ren- 
contré qu'en  deux  points,  au  plus,  par  une  parallèle  à  Or  :  on  fera 
ensuite  facilement  disparaître  cette  restriction,  comme  nous  l'avons 
fait  déjà  (n"  43)  pour  le  calcul  de  l'aire  d'une  courbe  fermée. 
Soient  OP=z=  )-,  01^'  =  j'-f-  dy  {Jîg-  i^i)5  menons  parles  points 


1m  - 


[8i 


P  et  V  des  pî'.rallèles  PII  et  P'H'  à  O.r.  et  appelons  .r,  et  ./o  les 
abscisses  des  points  M,  et  Mo  où  PH  coupe  le  contour  G.  Calculons 
la  tranche  T  d'intégrale,  comprise  entre  les  deux  droites  inHuimen! 
voisines  ]>I1  et  P'H', 


dx 


L'intégrale  indéfinie  est  \  et  l'intégrale  définie  est  \2  ^^  i.  si  l'on 
appelle  Yo  et  Y,  les  valeurs  cp  (^o,  .>')  et  o(./',,  ))  de  \  ,  aux  points 
Mo  et  M,.  On  a  donc 


(Y,-\\)dv 


a  et  b  désiirnant  les  ordonnées  OA'  et  OB'  des  tangentes  A  A'  el 
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525 


on  voil  que 


rintéi;rale  étant  prise  sur  le  contour  C^,  dans  le  sens  positif. 

On  démontre,  de  même,  en  intégrant  d'abord,  par  rapport  à  r. 
la  relation 


(iG) 


■fXP-X^ 


dx. 


En  ajoutant  les  formules  (i5)   et   (i6),    on  obtient  la   formule 
générale  (t4)- 

Remarque  1.  —  Nous  avons  supposé,  dans  la  démonstration, 
qu'une  parallèle  à  O x  telle  que  PH  rencontre  G  seulement  en  deux 

Fis.   i8.>. 


points  :  mais  la  formule  est  générale.  Supposons,  par  exemple,  que 
le  contour  ait  la  forme  de  la  figure  182,  de  telle  façon  que  certaines 
parallèles  à  Ox  \e  rencontrent  en  quatre  points  et  d'autres  en 
deux.  On  peut,  par  une  transversale  telle  que  JK,  découper  l'aire  S 
en  deux  parties  S,  et  So  telles  que  le  contour  de  chacune  soit  coupé 
en  deux  points  par  une  parallèle  à  O^.  On  a  alors,  en  appliquant 
la  formule  (i4)  Ja  chacune  des  aires  S|  et  So  : 
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Les  deux  intégrales    /     ^'t    /   .  qui  portent  sur  le  même  élément 

dllFérentiel  et  qui  sont  prises  suivant  la  trans\ersale  JR  en  sens 
opposés,  sont  opposées  :  en  ajoiitanl  membre  à  membre  les  deux 
formules  précédentes,  ces  deux  intégrales  se  détruisent  et  l'on 
obtient  la  formule  (il)  appliquée  au  nouNcau  contour. 

E.rciuple  élrine  lit  aire.  —  Sn])p()S()ns 
la  formule  devient 


/    L^^^^'il    ^  ^^^  ~^  ^^' 


OÙ  le  premier  membre  est  évidemment  l'aire  totale  limitée   par  le 
<'ontour  C.  On  retrouve  ainsi  la  formule  élémentaire  établie  à  la  (in 


licnntrque  11.  — Dans  la  formule  précédente,  apparaît  encore 
ecteur  tourbillon  du  champ  de  forces  consid(''ré.  En  effet, 
actuellement,  le  champ  est  plan,  X  et  \  ne  dépendent  pas  de  c 
et  Z  =  o.  Donc  le  vecteur  tourbillon  (o,  en  un  point  du  plan  xO  y^ 
a  actuellement  pour  projections 


!<'    V 


ei  la  formule  d'Ampère  et  de  Stokes  s'écrit  dans  ce  cas 

Remarque  III.  —  La  formule  (i4)  peut  aussi  être  déduite  de  la 
formule  de  Green.  En  eU'et,  considérons  le  contour  simple  L  dans 
le  plan  xOy  {fig-  i83)  et  construisons  le  cylindre  droit  de  hau- 
teur infiniment  petite  z  et  de  base  S.  Puis  ap])liquons  laformule  de 
Green  (i)  au  volume  y  de  ce  cylindre  et  aux  fonctions 

dans  et  sur  ce  cylindre.  On  a 


(G) 


C.(S~")'"=//.--^-"'" 
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!l  désignant  ici  la  surface  totale  du  cylindre,  drj  un  élément  de  cette 


surface,  a 


1    --7     i- 


les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extéVicure. 


Mais  en  appelant  dx  dy  un  élément  de  la  base  S  du  plan  rO  )-, 
on  a  dx  =  £  dx  dy.  L'intégrale  triple  du  premier  membre  contient 
donc  £  en  facteur  et  s'écrit 

•/i(ï-S)-"*- 

Quant  à  l'intégrale  dou1)le  du  second  membre,  elle  se  décomi 


K)se 


Fi":.  i83. 


en  une  somme  de  trois  intégrales,  étendue  respectivement  a  la  base 
Inférieure  S,  à  la  base  supérieure  S'  et  à  la  surface  latérale  A  du 
cylindre  : 


^  X  )  «fa. 


Les  deux  premières  sont  /miles,  car,  sur  les  bases,  les  normales 
sont  parallèles  à  O  j,  a  et  [i  sont  nuls.  Sur  la  surface  latérale  A,  un 
élément  superficiel  c/cr  est  déterminé  par  un  élément  d'arc  ds  du 
contour  L,  pris  en  un  jx^int  M,  et  par  les  deux  génératrices  infini- 
ment petites  £  partant  des  extrémités  de  ds]  donc  d/j  =  zds.  Si 
l'on  mène  la  normale  extérieure  MIN  au  cylindre  et  la  tangente  MT 
dans  le  sens  positif  du  contour  L,  les  cosinus  directeurs  de  MN 
étant  appelés  a  et  ^3,  ceux  de  MT  sont  —  |3  et  +  a  ;  les  projections 
d.r  et  dy  de  l'élément  ds  sont 

s  d.T  =  —  (î  ds,         dy 


ds. 


et  1  on  a 


y^  r  (aY  -  [ÏX)  t/a  ==  £  r  {^^—[^Xjds  =  e  f  X  dx -h  Y  dy. 
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Remplaçant,  dans  la  formule  (G),  le  premier  et  le  second 
membre  par  les  valeurs  ainsi  trouvées,  et  supprimant  le  facteur 
(Mjmmun  z.  on  obtient  la  formule  (i4).  cas  particulier  de  la  formule 
d'Ampère  et  de  Stokes. 

32:2.  Application  à  la  théorie  des  différentielles  totales.  —  INous 
])Ouvons  retrouver,  à  l'aide  de  la  formule  d'Ampère  et  de  StoUes 
dans  un  plan,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
intéi:rale  de  la  forme 


(:5) 


^lA) 


X  dx  -+-  Y  clf, 


prise  le  long  d'une  courbe  plane,  du  point  A  au  poi*nt  B.  soit  indé- 
pendante de  la  courbe  suivie. 

D'abord,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut,  el  il  suffi  t  que  linlé- 
<:rale 


(iG) 


/   X  <ia;  +  Y  df, 


piise  le  long  (V un  contoui'  fermé  quelconque  G.  dans  le  champ 
considéré,  soit  nulle. 

En  effet,  soient  {fig-  i84)  deux  chemins  différents  AMB  et  APB 


ayant   les  mêmes    extrémités;   la  différence  des    deux  intégrales. 
{)rises  de  A  en  B  par  les  deux  chemins,  peut  s'écrire 


(17) 


f     \dx-^\dy—  f    X  dx  -t-  Y  dy 

•A  MB  ^Al'B 

=  r  ^  I  =  r    xdx^Ydf, 

*   AM»        «-^lU'A        *^AMBPA 
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OÙ  AMBPA  est  le  contour  fermé  G  formé  par  les  deux  chemins. 
Alors,  si  l'intégrale  est  indépendante  du  chemin,  elle  est  nulle  le 
long  d'un  contour  quelconque  G  :  en  effet,  sur  ce  contour  G,  on 
pourra  toujours  marquer  deux  points  A  et  B;  dans  l'identité  (17), 
le  premier  membre  est  nul  par  hypothèse;  donc  il  en  est  de  même 
du  second,  ce  qu'il  faut  démontrer. 

Réciproquement,  si  Fintégrale  est  nulle  le  long  d'un  contour 
fermé  quelconque,  elle  est  la  même  sur  deux  chemins  différents 
AMB  et  APB  :  en  effet,  ces  deux  chemins  forment  un  contour. 
AMBPA;  par  hypothèse  l'intégrale  du  second  membre  de  (17)  est 
nulle,  donc  la  différence  formant  le  premier  membre  est  nulle^  ce 
qu'il  faut  démontrer. 

Revenant  alors  à  notre  problème,  nous  sommes  ramenés  à  cher- 
cher la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  (16) 
prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque  G  soit  nulle.  En 
appliquant  à  cette  intégrale  la  formule  d'Ampère  et  de  Stokes  dans 
le  plan,  il  faut  chercher  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  l'intégrale  double 


/.((S -S) 


drs 


étendue  à  une  aire  plane  quelconque  soit  nulle.  Mais  il  est  éviden 
que  cette  condition  est  que  l'élément  placé  sous  le  signe  d'intégra- 
tion double  soit  nul  identiquement  : 

car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,   on    pourrait   choisir  l'aire   S  de  telle 

façon  que -—  ait  un  même  signe   aux  divers  points  de  S  et 

alors  l'intégrale  (18)  ne  serait  pas  nulle,  comme  formée  d'éléments 
tous  de  même  signe. 

En  résumé,  pour  que  l'intégrale  curviligne  (i^))  soil  indépen- 
dante du  chemin,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  la  condition  (ig) 
qui  exprime  que  ^  dx  -\-\  dy  est  une  différentielle  totale. 
INous  retrouvons  ainsi,  d'une  façon  plus  rigoureuse,  la  condition 
trouvée  précédemment  (n^  288). 


Eléments  d'Analyse. 


53o  CHAiTTUE    XVI. 


m.  -  FORMULiE  D'AMPERE  ET  DE  STOKES. 

3^3.  Formule.  —  Lh  foriimle  génôrale  que  nous  allons  indiquer 
a  èié  donnée  parStokes  :  elle  avnit  df'jà  été  employée  par  Ampère 
en  Eleclrouiagnétisme  dans  un  cas  parljiculier. 

iraaginosms  dans  le  champ  de  \^ecteurs  ou  de  forces  précédemment 
défini  (n"  316)  une  portion  de  surface  S.  n^n  fermée,  ayant  daux 
faces  et  limitée   par  un   contour  fernié  i]  (  fiii'.  i85).  Choisissons 


arbitrairement  une  des  deux  faces  de  S  et  menons  la  normale  PN 
à  S  du  côté  clioisi  :  concevons  ensuite  un  mobile  M  parcourant  le 
contour  C  dans  un  sens  tel  que,  si  Vini  mène  les  normales  telles 
que  PN  à  la  surface,  voisines  du  contour,  le  mobile,  en  passant 
près  de  ces  normales,  tourne  autour  d'elles  dans  le  sens  positif  (de 
gauche  à  droite  pour  un  observateur  debout  sur  la  surface  du  côté 
choisi  et  regardant  le  mobile);  ce  sens  de  circulation  est  indiqué 
par  une  llèche  sur  la  figure. 

Cela  posé,  appelons  cl-  un  élément  superficiel  de  S,  a,  p,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  I*1N  à  cet  élément;  on  a  la  for- 
mule 


X  dx 

rV     ff)7.         f)\\  /  ,i\         ,)7.\  /,)Y         i)\\~\ 


\Y/y^    'Adz 

[ àL        d\ \ 

H-  3 

(S 

\0x 

OÙ  l'intégrale  du  premier  meinbre  (analogue  à  un  travail)  est  prise 
le  long  du  contour  (^  dans  le  sens  indiqué  et  où  celle  du  second 
membre  esl  étendue  à  l'aire  de  la  surface  S.  (Les  axes  Ox, 
Oy^  Oz  sont  supposés  orient(''s  comme  dans  tout  le  cours  de 
l'Ouvrage.) 
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324.    Démonstration.  Dans  lu   fyramle    générale   (:?.o)    qu'il 

s'agit  de  démonlrer.  les  fondions  X,  Y,  Z  sont  q-ii^konqiies^  sous 
les  seules  conditions  de  eontinuilé  indiquées;  supposons  iilors 


et  Z  ^  o 


il  s'agit  de  démontrer,  pour  une  surface  S  de  Tespace  limitée  pa 
un  contour  L  {fif(.  186),  la  formule 


(..1; 


/■ 


\du 


im--:f)'- 


\  étant  une  fonction  donnée  de  x^  y-.  ^• 


Fi  2:.  18G. 


Nous  ferons  d'abord  deux  livpotlièses  particulières  qui  dispa- 
raîtront ensuite. 

Supposons  :  i"  que  la  portion  de  surface  S  soit  rencontrée  en 
un  seul  point  M  par  une  parallèle  MM ,  à  O3;  2'^  que.  en  tous  les 
points  de  S,  le  cosinus  appelé  v  ait  un  signe  constant,  -f-  par 
exemple. 

Si  nous  projetons  l'aire  S  sur  le  plan  des  xy  en  S,,  à  chaque 
point  M  de  S  correspondra  sa  projecti(jn  M,  intérieure  à  S,,  et  à 
cliaque  point  M  de  L  sa  projection  M,  du  contour  L,  de  Si-  Les 
deux  points  M  et^M,  ont  même  x  et  même  j-,  mais  la  cote  du 
point  M,  est  nulle,  et  celle  du  [)oint  M  est  donnée  })ar  Féqualion 

z  =  f{oc,  y) 
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de  la  surface  S.  La  fonction  X  (:r.  >',  z-)  a  une  certaine  valeur  X 
en  M;  convenons  d'appeler  X,  ce  que  devient  cette  fonction  X 
quand  on  j  remplace  ^  par  sa  valeur  f(x,  y).  Alors  Xi  est  une 
fonction  de  x  et  y  seuls,  dont  la  valeur  en  M,  égale  la  valeur  de  X 
en  M. 

On  a  ensuite 

ôy         dy         ùz 

q  désignant,  comme  il  est  d'usage,  la  dérivée  partielle  t-  tirée  de 
l'équation  de  la  surface  S. 

La  formule  précédente  (i4)   relative  au  plan  s'appliquera  à  la 
fonction  X,  dans  l'aire  plane  S,  limitée  par  L,,  et  l'on  aura 


-Ll'^"-'-I> 


1  dx. 

's,    "^  ^Li 


]Mais  l'élément  r/o-  de  S,  a  pour  projection  horizontale 

dx  dy  =  Y  f/a, 

puisque  y  est  positif;  quand  M,  parcourt  L,  dans  le  sens  positif. 
M  parcourt  L  dans  le  sens  positif;  on  a 

ôy         ôy         ôz  ^ 
donc 

D'après  les  formules  élémentaires  qui  donnent  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  une  surface,  on  a 

p         q  I* 

Donc  ^y  =  —  ,3  et  la  formule  devient  enfin 

ce  qui  est  la  formule  (21)  à  démontrer. 

Remarque.  — Nous  avons  supposé  y>o  sur  S;   si  l'on  avait 
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•^  <^  o,  il  faudrait  prendre 

dx  dy  =.  —  ^[  dz\ 

mais  le  sens  positif  sur  L  donnerait  en  projection  le  sens  négatif 
sur  L,  ;  il  j  aurait  un  double  changement  de  signe  et  la  formule 
subsisterait. 

Cas  général.  —  11  est  facile  maintenant  de  faire  disparaître  les 
hypothèses  restrictives  que  nous  avons  faites  :  quelle  que  soit  la 
surface  S,  on  peut  la  diviser  par  des  courbes  auxiliaires  en  parties 
telles  que,  sur  chacune  d'elles,  y  ait  un  signe  constant  et  que  cha- 
cune d'elles  soit  rencontrée  en  un  point  par  une  perpendiculaire 
au  plan  xOy.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  faille  ainsi 


diviser  la  surface  S  en  quatre  parties,  S,,  So,  S3,  S.,,  {fig.  187) 
par  les  courbes  ABD,  CBE.  La  formule  s'applique  à  chacune  de 
ces  parties  : 

ij'-^sm-^'- 

Ajoutant  ces  formules  membre  à  membre,  et  remarquant  que,  dans 
la  somme  des  premiers  membres,  les  intégrales  telles  que  /    ^dx 

et  /    X.dœ,  prises  en  sens  contraires  sur  la  même  courbe,  ont  une 

«^BA 

somme  nulle,  on  obtient  la  formule  à  démontrer. 
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Comme  la  valeur  d'une  intégrale  de  surface  no  dépend  pas  de  la 
façon  dont  la  surface  a  été  divisée  en  éléments  infiniment  petits  d'y, 
on  pourra,  en  faisant  un  r.iisonnement  analogue  au  précédent, 
établir  les  formules 


.(■"■'-/.(('S-'S)- 


Ajoutons  ees  foi-inulcs  à  la  formule  (21)  nous  ohlcuoiis  la  for- 
nuile  de  Stakes,  dans  sa  généralité,  sous  la  fornu^  a  démontrer. 

Remarque.  -  (^ette  formule  comprend,  comme  cas  particulier, 
la  formule  du  n"  321 ,  qu'on  retrou\e  en  réduisant  la  surface  S  à  une 
portion  du  plan  (\i\s  xy'\  alors  a  =  o,  [i  =  o,  ■^'  =  1 ,  et  Ton  a 

/"'-■".-/i(£-f)"- 

ce  qui  est  bien  la  formule  d'Ampère  et  àv  Slokes  pour  le  plan. 

325.  Interprétation  géométrique  de  la  formule  de  Stokes.  - 
Dans  la  formule  f  20),  le  premier  membre 


X 


X  dx  -+-  \  dy  -H  Z  dz 


représente  le  travail  total  Ce  delà  force  ou  (bi  vecteur  V  (\n  champ, 
quand  le  mobile  J\F  décrit  le  contour  dans  U\  sens  indiqué  :  il  a  une 
signification  indépendante  du  clioi\  des  axes. 

Le  second  membre  a  donc  aussi  une  signification  indépendanl(^ 
du  choix  des  axes.  En  cfFet,  le  vecteur  tourbillon  (•)  au  point  1^ 
{/Ig-  i8r)j  a  pour  projections  les  quantités  ç,  r,,  ^  définies  au 
n**  318.  Le  second  membre  de  la  formule  (ao  )  est  ch)nc 

mais  a;-|-?'^  +  V^  *-'^^  ^''  ]>''<^>jf'f'''<>ii^  <•>//•  <'"  vecteur  (o,  sur  la 
normale  PN.  On  peut  donc  écrire  la  formule  (20) 
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elle  signifie  que  :  le  travail  ^^^  de  la  force  F  appliquée  à  un 
mobile  qui  décrit  le  contour  C  est  le  double  du  flux  du  vecteur 
tourbillon  à  travers  la  surface  S,  dans  le  sens  positif . 

326.  Application  à  la  théorie  des  différentielles  totales  dans 
l'espace. —  La  feriaiule  de  Stokes  permet  de  reLroiiver  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  intégrale  curviligne,  dans 
l'espace, 

{■i.5)  /       \dx-\-\dy-\-7.dz, 

prise  du  point  A  au  point  B'y  le  long  dune  cerlainc  courhe,  soil 
ind^penda-nte  du  clieutin. 

Pour  cela,  on  montre  d'abord,  comme  au  n**  32!ii,  que,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffît  que  V intégrale  curvi- 
lign  e 


^(^  =   r\dx^\  dy  -^Z  dz 


prise  sur  un  contour  fermé  quelconque  soit  nulle.  On  en  conclut, 
par  la  formule  de  Stokes,  qu'il  faut  et  il  suffit  que  le  llux  du  tour- 
billon 


II 


S 


à  travers  une  portion  de  surface  quelconque  S,  soit  nul.  Cette  con- 
dition ne  peut  être  remplie  que  si  l'élément  difterentiel  est  nul 

w«  =  <) 
ou 

('26)  ai  -4-  ^-r;  ^  y^  .=r  (>. 

Comme  la  surface  est  quelconque,  les  cosinus  dij-ecteurs  de  la 
normale  peuvent  être  pris  arbitrairement  :  la  condition  (26),  ayant 
li.eu  qwels  que  soijent  a,  [^^  v,  entraîm* 

^■=0,        rj  =  o,        r=  0, 

conditions  qui  signifient  que 

X  d'x  -\-Y  dy  ^  Z  dz 

est  une  difiérentielle  totale. 


CHAPITRE  XVII. 

DÉFINITION  GÉNÉRALE  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 


On  peut  réunir,  sous  le  point  de  vue  général  suivant,  tout  ce 
que  nous  avons  dit  des  intégrales  simples  et  multiples,  des  inté- 
grales prises  le  long  d'une  courbe,  etc. 

327.  Démonstration  générale.  —  Considérons  une  fonction  de 
point/  (M),  M  étant  un  point  d'un  espace  fini  d). 

L'espace  considéré  peut  être  d'une  (ligne),  de  deux  (^surface), 
de  trois  (volume)  ou  de  plus  de  trois  dimensions. 

Divisons  cet  espace  to  en  éléments  de  dimensions  très  petites 

rfcoi,     dtxii,     diiiz^      ...,      d<X)ji. 

Quels  que  soient  le  nombre  et  la  forme  de  ces  éléments,  on  aura 
toujours 

Prenons  maintenant  dans  chaque  élément  é/to/  un  point  M/  et 
formons  les  produits 

/(MO^/^i,    /(Mo)^W2,     ...,     /(M,)«fco,. 

Si  la  somme 

S=  V(M,)rir^, 

tend  vers  une  limite  lorsque  toutes  les  dimensions  de  tous  les  db^i 
décroissent  indéfiniment  et  que  leur  nombre,  par  suite,  croît  indéfi- 
niment, cette  limite  s'appellera  «  intégrale  définie  de  la  fonc- 
tion y  (M)  répandue  sur  l'espace  w  )>. 

Pour  désigner  cette  intégrale  on  emploie  le  symbole  suivant  : 


ff{M)d.K 
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L'intégrale  définie  existe  toujours  si  la  fonction /(M)  est  finie 
et  continue  dans  l'espace  oj. 

Ici  il  faut  donner  une  définition  spéciale  d'une  fonction  continue. 
Considérons  deux  points 

Mi     et     Ma. 

La  fonction  /(  M  )  j  prend  les  valeurs 

/(M,)     et    /.M,.). 

Nous  disons  que  la  fonction  y  (^ M)  est  continue  si  la  différence 

■    .  .       i/(Ma-)-/(:m,)i 

tend  vers  zéro  lorsque  la  distance 


tend  vers  zéro. 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale  définie  existe  et  sa  valeur  ne 
dépend  pas  du  choix  du  point  Mj  dans  l'intervalle  dtOi. 

Nous  ne  donnerons  pas  ici  de  démonstration  analytique  qui 
nous  entraînerait  un  peu  trop  loin  et  nous  nous  contenterons  d'une 
démonstration  moins  rigoureuse  mais  beaucoup  plus  intuitive. 

Supposons  que  notre  espace  co  soit  rempli  d'une  matière  de 
densité  variable  /(M)  et  proposons-nous  de  calculer  la  masse  de 
cette  matière.  (]ette  masse  est  é\idemment  une  quantité  réelle  et 
bien  déterminée. 

Supposons  que  la  masse  de  chacun  des  éléments  cImi  soit  dmi. 
La  masse  totale  cherchée  sera  évidemment  égale  à 


DTl 


■■  ^  dnij. 


Désignons  par  p^  la  densité  moyenne  de  l'élément  dtoi  : 


nous  avons 


et,  par  conséquent, 


drrii 

drjii 

dini-=  ^idwi 

n 
OTl   =  2,  Pi  d^i- 
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Cette  égalité  aura  lieu  quels  que  soient  l(\s  éléni<nits  <:/o),  grands 
ou  petits,  et  quelle  que  soit  leur  forme. 

Si  nous  faisons  décroître  indéfiniment  toutes  les  diiiK'UMons  (l<'s 
éléments  <ico/,  ce  que  nous  appellerons  faire  lendjc  vers  zéro  r<l(- 
ment  é/w/,  la  valeur  de  notre  somme  ne  change  pas.  Elle  reste 
encore  la  même  si  nous  passons  à  la  limite,  car  la  limite  d'une 
constante  est  la  constante  elle-nu'iiie. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

DVl  —  lira  2:  pidMi, 

quand  les  doii  tendent  vers  zéro. 

Considérons  maintenant  dans  chaque  élément  â?o)/  deux  points  M' 
et  M"  où  la  fonction y*( M/)  prend  k  vttleur  la  plus  granide  et  la  plus 
petite  qu'elle  puisse  prendre  dans  cet  élément. 

11  est  évident  que  dans  ce  cas 

/(m;-)<p.-</(m^-), 

et  si  nous  prenons  un  point  quelconque  M/  dans  l'élément  do)/, 
nous  aurons 

|/(m,)-p,|</(:m',)-/(M';-;. 

En  désignraiLt  cetlie  différence  par  Tj/, 

nous  pourrons  écrire 

[/(  ^^i)  diMi  —  p/  ckùi]  <  r^i  cloj,: 
Enfin 

12/(JM,  )  dr.,—  lp,dr,.,\<   I^T^fdi^i. 

Appelons  Yi  la  plus  grande  des  différences  th  et  jappelons  que 

2  dui=  0), 

Zp/dMi—  D\L.. 
Nous  aurons 

\Zf{Mi)dco,-DK\<r,.r.. 

Mais  (0  est  une  quantité  finie  et  constante;  quant  à  Tj.  elle  tend 
vers  zéro  lorsque  les  d(j)i  tendent  vers  zéro,  car  la  fonction /(M) 
est  supposée  continue  dans  w. 


Par  conséquent, 


lira    |2/(Mv)y^j/-  DK  |  =  o 
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et  enfin 

lim     ^f(Mi)dro,=  D\L, 

([uelle  que  soil  la  forme  des  éléments  doj/  et  quel  que  soit  le  point  M^- 
ehoisi  clans  dM,. 

C/esl  vc  que  nous  avons  nouIii  démontrer. 

Si  la  fonetion^  (M)  désigne  non  pas  bi  densi:té^  mais  n'importe 
(piclle  autre  eliose,  la  valeur  de  la  somme  n'(!ii  est  pas  moins  un 
nomV)re  bien  déterminé;  on  [hmiI  toujours  regarder /'(M  )  comme 
désignant  une  densité. 

,'^28.  Exemples.  —  L'es[);HUj  (.)  peiitètre  représenté,  eouime  nous 
1  avons  dit,  soit  par  une  portion  de  eourbe,  soit  par  une  surface, 
soit  par  un  volume.  Les  i-ntégrales  obtiennes  s'appelleront  alors 
«  intégrales  curvilignes,  intégrales  de  surfae<'  ou  (b'  \olume  ». 

Si  la  courbe  se  réduit  à  une  portion  de  bave  O^,  l'intégrale 
de\  ient  l'intégrale  définie  ordinaire  que  nous  axons  déjà  étudiée. 

Si  la  surface  se  réduit  à  une  portion  du  plan  des  xy^  nous 
aurons  une  intégrale  double  ordinaire  que  nous  avons  étudiée  dans 
le  n^^iOi. 

Pour  bifre  des  calculs  effectifs  nous  devons,  dans  cba(pie  cas 
particulier,  choisir  d'abord  les  paramètres  qui  nous  détermineront 
la  position  du  point  dans  Fespace  o).  —  {(In  paramètre  si  m  est 
une  ligne,  d'eux  si  w  est  une;  surbice  et  trois  si  to  est  un  volume.) 

Fnsuite  nous  devons  choisir  la  forme  eorres|)Oiidante  de  cfco 
et  former  la  somme. 

Xous  avons  \u  comment  on  fait  ces  cafculs  dans  chaque  cas 
partit^dier  (jiii  peut  se  présenter. 


CHAPITRE  XYIII. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS   SUR  LES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 

329.  Ordre  d'une  équation  différentielle.  —  Soit  j'  une  fonction 
inconnue  de  x  :  supposons  qu'on  donne  une  relation  entre  x^  y 
et  les  dérivées  de  j^  par  rapport  à  x  jusqu'à  un  certain  ordre  /?. 

dy     d'^y  d"y 

OU,  avec  la  notation  des  dérivées,  F(^,  y^  y' ^  y\  .  •  -,  JK^"0  "^  ^• 

Une  relation  de  ce  genre  s'appelle  une  équation  différentielle 
d^ ordre  n. 

Intégrer  l'équation,  c'est  trouver  'toutes  les  fonctions  )-  de  la 
variable  x  qui  vérifient  l'équation.  Quand  on  a  trouvé  une  fonc- 
tion y  vérifiant  l'équation,  on  dit  qu'on  a  trouvé  une  fonction 
intégrale  ou,  sous  forme  abrégée,  une  intégrale. 

Au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  regarder  x  al  y  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  d'un  plan.  Intégrer 
l'équation,  c'est  alors  trouver  toutes  les  courbes,  dont  l'ordonnée  >', 
regardée  comme  fonction  de  x^  vérifie  l'équation  différentielle 
donnée.  Quand  on  a  trouvé  une  courbe  dont  l'ordonnée  vérifie 
l'équation,  on  dit  qu'on  a  trouvé  une  courbe  intégrale. 

Exemples.  -—  La  géométrie  fournit  de  nombreux  exemples 
d'équations  différentielles. 

Par  exemple,  pour  déterminer  une  courbe  définie  par  une  pro- 
priété de  sa  tangente  ou  de  sa  normale,  comme  une  courbe  ayant 
une  normale  constante  ou  une  sous-normale  constante,  ou  une 
tangente  constante,  ou  une  sous-tangente  constante  (n"*  146-147), 


/^X2 
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on  est  conduit  à  intégrer  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre.  Dans  chacun  de  ces  derniers  problèmes  on  trouve  que  les 
courbes,  répondant  à  la  question,  contiennent,  dans  leur  équation 
générale,  une  constante  arbitraire.  Ainsi,  les  courbes  ajant  une 
normale  de  longueur  constante  donnée,  a.  sont  définies  par  Féqua- 
tion  différentielle 

qui  est  du  premier  ordre.  En  l'intégrant,  on  trouve,  pour  équa- 
tion générale  des  courbes  demandées,  la  suivante  : 

(•2)  {x  ~x^Y--\-y''~=  a''-, 

contenant  une  constante  arbitraire  Xq.  Ces  courbes  sont,  comme 
on  pouvait  le  prévoir  géométriquement,  des  cercles,  de  rajon 
donné  a,  dont  le  centre  est  un  point  quelconque  de  Ox. 

On  a  à  intégrer  des  équations  de  deuxième  ordre^  quand  on 
cherche  les  courbes  planes  définies  par  une  propriété  du  rayon  de 
courbure,  par  exemple  les  courbes  pour  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  proportionnel  à  la  normale 

On  trouve,  en  intégrant  ces  équations,  des  courbes  dans  l'équa- 
tion desquelles  figurent  deux  constantes  arbitraires.  Par 
exemple,  si  Ton  prend  A=zLi,  en  cherchant  les  courbes  dans 
lesquelles  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale,  on  est  conduit 
à  intégrer  l'une  des  équations  différentielles  du  deuxième  ordre 


=  ±y^\ 


En  prenant  le  signe  -h,  on  trouve  la  chaînette 


y 


où  a  et  [3  sont  deux  constantes  quelconques,  et,   en  prenant  le 
signe  — ,  les  cercles 

où  a  et  ,3  sont  deux  constantes  quelconques. 


5/ii  CIIAI'fTRH:    XVllI. 

3t^.  Intégrale  g-énérale  d'une  équation  différentielle.  —  Le  fait, 
o'bsers'é  dans  l^s  exemples  que  nous  \  enons  de  rappeler,  (;sl  «général. 
Etant  donnée  une  équalion  dUiérenlielle  d'ordre  /?,  iJ  existe  une 
fau^ille  de  <'<nirb€s,  dont  réquatlon  contient  n  -constantes  wvU\- 
traia'es 

(3)  ■{'(■3-,  r,  Cl,  C2,  ...,  (1,0  ^o, 

et  qui  sont  telles  que  leur  ordonnée  )',  considérée  comme  fonction 
de  l'abscisse,  vériii^  l'équation  différentielle,  quelles  que  soient. 
les  n  constantes  arbitraires.  Celte  équation  (^3)  est  ce  qu'on  appelle 
V intégrale  générale  de  l'équation  différentielle.  On  p(;ul,  iliéoii- 
quement,  la  supposer  résolue  ])ar  rapport  à  y  et  l'écrire 

y  =  ^{x.  Cl,  Co,   ..  .  ,   C,i). 

Ainsi,  dans  les  exemples  que  nous  venons  de  rappeler,  rinlé- 
i;i'ale  i^énérale  de  Jéqiialionclu  ])remier  ordre 

y  \J  \  —  y-  =  a 
est 

O  — 3"o)-— .r"-^=  a-, 

avec  une  constante  arbitraire  x^. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  du  deuxième  ordre 

(I  —  y''-  )- 


es! 

y=-\e°'-+-e       *   ,, 

avec  deux  constantes  arl)itraires  a  et  [i». 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  en  détad  des  équations  du 
premier  ordre. 

On  appelle  intégrales  particulières,  les  solutions  dans  lesquelles 
certaines  constantes  arbitraires  possèdent  des  valeurs  numériques 
l^articulières. 

Il  peut  exister  des  solutions  qui  ne  sont  \)ix^  particulières  :  on 
les. appelle  singulières. 
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II.  -  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 
ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  D'UNE  FAMILLE  DE  COURBES 
DÉPENDANT  D'UN  PARAMÈTRE.  INTÉGRALE  GÉNÉRALE 
D'UNE  ÉQUATION  BU  PREMIER  ORDRE 

331.  Équation  différentielle  du  premier  ordre.  —  Une  équation 
dilTérentielle  du  premier  ordre  est  de  la  forme 

Nous  re<;arderons  x  et  y  comme  les. coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  d'un  plan. 

Nous  allons  démontrer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i"  Etnnt  donnée  dans  le  pian  des  xy  une  famiUe  de  courbes 

i'i)  ^(^,y,  C)  =  o, 

dont  t  équation  contient  une  constante  arbitraire  C,  ^ ordonnée 
dune  quelconque  de  ces  courbes^  considérée  comme  fonction 
de  l'abscisse^  vérifie  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  indépendante  de  C. 

Cette  équation  ditîerentielle  est  ce  qu'on  appelle  X équation 
différentielle  des  courbes  (2).  Sa  formation  n'exige  que  des  déri- 
vations et  des  éliminations. 

2  ^  Réc  ip  roque  ni  ent^  étant  don  n  ée  u  n  e  éq  u  a  t  io  n  diffère  n  t  ielle 

du  premier  ordre 

dy 


il  existe  toujours  une  famille  de  courbes  planes 

^{x,y,(:)^o, 

dépendant  d' une  constante  arbitraire  C,  telle  que  l'ordonnée 
d^une  de  ces  courbes^  considérée  comme  fonction  de  l'abscisse^ 
vérifie  l'équation  différentielle,  quelle  que  soit  C. 
L'équation  de  ces  courbes 

'H^^r^  G)-=o 
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donne  ce  qu'on  appelle  \  intégrale  générale  de  Téquation  diffé- 
rentielle. La  formation  de  cette  équation  'h  =  o  constitue  Y  inté- 
gration de  l'équation. 

Les  courbes  obtenues,  en  donnant  à  C  des  valeurs  numériques 
particulières,  sont  des  courbes  intégrales  particulières. 

Mais  il  peut  exister  des  solutions  y  =  cd  (^x)  d'une  équation  du 
premier  ordre  qui  ne  sont  pas  des  intégrales  particulières  :  ces 
solutions  spéciales  s'appellent  singulières. 

33!2.  Équation  différentielle  d'une  famille  de  courbes  planes 
dépendant  d'une  constante  arbitraire.  —  Soit 

(2)  'hix,  y,  C)  :^  o 

l'équation  d'une  famille  de  courbes,  où  G  désigne  une  constante 
arbitraire.  Quand  G  varie,  ces  courbes  se  déplacent  et  recouvrent 
une  certaine  région  du  plan.  Par  un  point  M,  pris  dans  cette  région, 
passent  une  ou  plusieurs  des  courbes,  car,  si  l'on  assujettit  la 
courbe  (2)  à  passer  par  un  point  donné,  on  a  une  équation  déter- 
minant G  et  donnant  pour  G  une,  deux,  ...,  jw  valeurs,  suivant 
qu'elle  est,  par  rapporta  G,  du  premier,  deuxième,  . .  .,/f^'"^  degré. 
Gherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  des  courbes 
passant  par  le  point  M  (.r,  y).  Ge  coefficient  angulaire  est  défini 
par  l'équation 

(Jcr        ()y  dx 

obtenue  en  dérivant  (2)  par  rapport  à  J7  et  regardant  )- comme 
fonction  de  x.  Si,  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  élimine  G, 
on  obtient  une  équation 

(4)  K^' ■'''©  =  "' 

définissant  -j-  en  fonction  de  x  et  )-.  G'est  là  l'équation  diff'éren- 
lielle  des  courbes  (2). 

On  peut  interpréter  cette  équation  en  disant  qu'elle  détermine 

le  coefficient  ang^ulaire  -f-  de  la  tan«;ente  à  celles  des  courbes  (2), 
^  dr  ^  ^    ' 

passant  par  le  point  M  de  coordonnées  x  et  )-.  Gette  équation  (4) 
peut  être  d'un  degré  quelconque  en  -7^.  Elle  donne  alors  plusieurs 
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valeurs  p(jLir -^  quand   r  et    )"  sont  donnés   :  cela  veut  dire  que, 

par  le  point  donné  M  (.r,  r),  passent  plusieurs  courbes  de  la 
famille  considérée,  et  l'équation  fournit  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  à  ces  diveises  courbes,  au  point  M. 

E.veniple  I. —  Considérons  l'équation 

(5)  y^--iCx^o  v 

(pii  représente  des  paraboles,  avant  pour  axe  0,/'  et  pour  tangente 
au  sommet  Or  {fig-  188).  Par  un  point  quelconque  M[x,y)  du 

Fi  il.  18H. 


plan,  il  passe  une  de  ces  paraboles,  car  on, peut  toujours  déter- 
miner C  de  façon  que  l'équation  (5)  soit  satisfaite  par  les  coor- 
données d'un  point  (pielconque.  En  dilïérentiant  l'équation  (5), 
on  a  la  relation 

(6)  ^'i-C  =  .>. 

définissant  le  coefficient  angulaire  -j-  de  la  tangente  à  l'une  des 

*■     ^  dx  ^ 

paraboles  au  point  (./•,)).  L'élimination  de  C.  entre  les  équations 
(5)  et  (())  donne  l'équation  difierentielle  des  paraboles  considérées 


(7) 


dy 


Cette  dernière  équation  peut  être  regardée  comme  donnant 
directement  le  coefficient  angulaire  de  la  tîingente  à  celle  des  para- 
boles qui  passe  par  le  point  (.r,  r). 

Inversement,  en  partant  de  cette  équation  dilïérentielle  (7)  (4 
en  l'intégrant,  on  peut  remonter  à  l'équation  générale  (5)  des 
paraboles.  En  effet,  écrivons  cette  équation  dilïérentielle 


dx 

X 


Ai'PKF.i..  —  l'Acnients  d'Analijsc.  —  st. 
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Nous  remarquons  alors  que  le  premier  membre  est  la  difléren- 
tielle  de  2L)',  le  deuxième  de  L.r,  et  nous  avons,  en  intéi;ranl, 

LX+L2C. 


L2C  désignant  une  eonstante  arbitraire.  On  peut  écrire 

Les  paraboles,  ainsi  retrou\ées,  fournissent  Fintéiirale  générale 
de  l'équation  différentielle  (-  ). 

Exemple  II.  —  Considérons  les  cercles  ayant  pour  équation 

(8)  (^_.,c>>H-j^-G^  =  o. 

où  C  est  une  constante  arbitraire.  Ces  cercles  ont  leur  centre 
sur  Oj",  et  le  rayon  de  chacun  d'eux  est  égal  à  la  moitié  de 
l'abscisse  du  centre.  Ils  recouvrent  toute  la  portion  du  plan  situé(^ 
dans  les  angles  aigus  des  deux  droites  AOA',  BOB'  ijig.  1^9), 
ayant  pour  équation 


(9) 


'-3^2 


Ces  deux  droites  constituent  l'enveloppe  des  cercles,  quand  C 
varie  de  ^ — co  à  -f-cc.  Par  chaque  point  M  (./,  j'),  situé  dans  l'un 

Fig.  189. 

y 


des  angles  AOB  ou  A' OB',  il  passe  deux  des  cercles  (8).  Cher- 
chons les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  ces  deux  cercles. 
En  dillerenliant  ré({uation  (8)  par  rapport  à  ./',  en  y  regardant  r 
C(mime  fonction  de  ./',  on  a 


(10) 


•>.<:-i-jj'  =  <), 
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y'  dcsionant  la  (lériv('H'  de  r  par  rapport  à  ./ .  L'climinalion  de  C, 
entre  les  deux  rfjiiations  (8)  et  (lo),  donne 

Cesl  Jà  réqualion  dilïerentielle  des  eereies  eonsidérés  (8); 
^'lle  est  du  deuxième  degré  en  ]'  :  cela  lient  à  ee  que,  par  un 
point  M  (./•,  )')  du  plan,  il  passe  deux  de  ees  cercles.  Comme  les 
<îercles  eonsidérés  recouvrent  la  partie  du  plan,  située  dans  les 
angles  VOB  et  A/ OB',  on  peut  prévoir  que  Téquation  dilïeren- 
tielle (i  i)  donnera  pour  r  des  valeurs  réelles,  seulement  quand 
le  point  M(./',  r)  sera  dans  l'un  de  ces  angles.  En  eOet,  ])Our  que, 
Téquiition  [\  ])  en   )'  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  sufiit  que 

ce  qui  montre  que  les  coordonnées  .r  et  y  du  point  M  doivent 
rendr(3  positif  le  facteur  r-  —  •>,)'"?  <>w  encore  que  ce  point  doit  être 
situé,  par  rapport  au  système  des  deux  droites  ./-  —  3)--  =  o,  dans 
la  même  région  que  l'axe  Ox  :  ce  qui  \éritîe  bien  la  proposition. 
11  est  intéressant  lie  \oir  quelles  sont  les  positions  que  doit  prendre 
le  point  M,  pour  qiie  l'équation  en  j'ait  une  racine  double.  Alors 
le  produit 

J2(^2_3^2) 


doit  être  nul.  Donc,  ou   bien  le  point  M  doit  être  sur  l'enveloppe 

des  cercles 

.T-  —  3  y-  =  o. 

ce  (pii  est  évident  géométri([uemenl,  vn\\  quand  le  point  M  vient 
se  placer  sur  IJenveloppe  A'OA,  B'OB,  les  deux  cercles  passant 
par  M  se  confondent  en  un  seul;  ou  bien  \c  point  M  doit  être  sur 
l'axe  O./ 


ui  s'explique  facilenn^nt,  car,  [)ar  un  point  Q  de  cet  axe,  passent 
leux  cercles  du  système  tangents  entre  eux  en  Q  :  les  coefficients 
ngulaires  des  tangentes  à  ces  deux  cercles,  au  point  C^),  sont  donc 
gaux.  L'axe  des  ./'  est,  pour  les  cercles  considérés,  ce  qu'on 
appelle  un  lieu  de  contact^  lieu  des  points  tels  que  les  deux  cercles 
de  la  famille,  qui  passent  par  un  de  C(!S  points,  soient  distincts, 
mais  tangents  entre  eux  au  point  considéré. 


ee  ( 
< 
a 
e 


548  CHAPITRE    XVIII. 

Nous  avons  ainsi  étudié  en  détail  l'équation  différentielle  des 
cercles  (8).  On  pourrait  remonter  de  cette  équation  dillerentielle 
à  celle  des  cercles,  c'est-à-dire  à  rintégrale  «générale  de  Téquation 
difîérentielle.  Nous  ferons  ce  calcul  plus  tard,  à  propos  de  l'inté- 
i;nition  des  équations  différentielles  homogènes. 

333.  Existence  de  l'intégrale  générale.  Méthode  graphique.  — 
Nous  venons  de  voir  (pie,  si  Ton  considère  une  famille  de  courbes 
planes  dont  l'équation  dépend  d'une  constante  arbitraire,  for- 
donnée  d'une  de  ces  courbes,  considérée  comme  fonction  de 
1  abscisse,  vérifie  une  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
indépendante  de  la  constante. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  la  réciproque.  VAant  donnée 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

.A)  F(..^.g)  =  o. 

il  existe  une  famille  de  courbes^  dont  l'équation  dépend  d\ine 
constante^  et  telle  que  l^ ordonnée  d'une  quelconque  de  ces 
courbes^  regardée  comme  fonction  de  r abscisse,  vérifie  V équa- 
tion différentielle  donnée. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  emploierons  d'abord  une 
uK'thode  graphique,  qui  peut  rendre  des  services  dans  la  pratique 
pour  intégrer  approximatisement  une  équation  difîérentielle. 

[^'équation  différentielle  donnée  (A)  peut  être  d'un  degré  quel- 
conque en  —  -  Considérons  une  des  valeurs  de  —?  obtenue  en 
^  dx  dx 

résolvant  l'é(|uation  (A)  par  rapport  à  -j-  :  soit 

cette  valeur. 

Il  peut  arriver  que  cette  \aleur  de  ;^  ne  soit  réelle  que  si  le 
point  M  (^,  r)  est  situé  dans  une  certaine  région  du  plan.  Alors, 
il  est  évident  que  les  courbes,  vérifiant  l'équation,  seront  nécessai- 
rement situées  dans  celte  région.  C'est  ce  qu'on  a  observé,  dans 

l'exemple  II  du  numéro  précédent,  où  ^  n'est  réelle  que  si  le 
point  M  est  situé  dans  l'un  des  angles  AOA'  et  BOB'. 
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Nous  allons  montrer  que,  par  chaque   point  Mo  (  /'o^    Ko)   '^itué 
dans  la  réiiion  où  la  valeur  considérée 


(12) 


dy_ 
dx 


==/(^,7) 


est  réelle,  il  passe  une   courbe  inté*;rale.   Pour  cela,   remarquons 

que  -J-  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  x^  y  de 

la  courbe  cherchée  :  il  s'agit  donc  de  construire  une  courbe, 
[)assant  par  un  point  donné  Mq,  et  telle  que  le  poefficient  angu- 
laire de  la  tangente,  en  chacun  de  ses  points,  soit  donné  par  la 
relation  (12). 

Tout  d'abord  le  coefficient   angulaire  y\  de  la   tangente   à   la 
courbe  cherchée,  au  point  donné  Mo,  est  connu;  il  a  pour  valeur 

Jo=/(^0:7o)- 

On  connaît  donc  la  tangente  MoT^  en  ce  point  {fig-  '90).  Si, 

Fi  g.   i()0. 


sur  cette  tangente,  on  prend  une  longueur  très  petite  MoM,,  on 
obtient  un  point  M,  de  coordonnées  x^,  >',,  qui  est,  approxima- 
tivement, un  point  de  la  courbe  voisin  de  Mo-  Le  coefficient  angu- 
laire )'i    de  la  tangente  en  M<  est  alors  donné  par  l'équation  (12)  • 

et  Ton  peut  tracer  la  tangente  M|T,  en  M,.  Si,  sur  cette  tangente, 
on  prend  une  longueur  très  petite  M<  M2,  on  obtient  un  point  M^, 
de  coordonnées  x-^^   >'2,  qin  est,  approximativement,   un  point  de 
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la  courbe  voisin  de  M,.  Le  coefficient  an<;alaire   )i  <le  la  lan^enle 
en  M2  est  alors  donné  par 

et  ainsi  de  suite. 

En  conlinuant  de  cette  façon,  on  construira  un  polygone 
MoMi  ATo . .  .,  dont  la  forme  donnera  une  idée  approchée  de  la 
forme  de  la  courbe  intégrale.  On  peut  démontrer  riooureusement, 
et  nous  admettrons  que,  si  Ton  fait  tendre  vers  zéro  tous  les 
côtés  M„M< ,  M,  M2,  .  . .,  le  p(dv<;one  tend  vers  une  courbe  vérifiant 
Téquation  différentielle 


dx 


=  /(^.j). 


On  \oit,  ainsi,  qu'il  existe  une  courbe  intégrale  passant  par  nn 
point  arbitrairement  choisi  M„,  et  Ton  a  un  moyen  de  la  construire 
approximativement. 

Il  reste  à  voir  que  Féquation  générale  de  c(îs  courbes  intégrales 
contient  une  constante  arbitraire.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  Taxe  ()  )'  traverse  la  région  du  plan,  où  existent  les  courbes 
intégrales.  D'après  ce  qui  précède,  si  l'on  prend  sur  Or  nn  point 
quelconque  A  (y?^.  i()i),  d'ordonnée 

il  |)asse,  par  ce  point,  une  courbe  intégrab^C.  Celte  courbe  change 


de  forme  et  de  position  quand  le  point  A  se  déplace  sur  O  >'  :  son 
équation  contient  la  constante  arbitraire  )„. 

Si  Taxe  O)'  ne  traverse  pas  la  région  <bi  plan  (3Ù  ~  est  r('*el,  on 
peut  prendre  une  autre  droite  DD'  parallèle  à  O)',  traversant  cette 
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région,  et  se  donner  arbitrairement  le  point  B  où  une  eourbe  inté- 
i;rale  reneontre  DD'  ;  l'équation  de  la  cour])e  contient  alors, 
comme  constante  arbitraire,  l'ordonnée  du  point  B. 

Lignes  de  forces  (V un  champ  plan.  -  La  définition  «;é()mé- 
tricpie  que  nous  venons  de  donner,  des  courbes  intégrales  d'une 
('qualion  différentielle  du  j^remier  ordre,  revient  à  dire  que  les 
courbes  Intégrales  sont  les  lignes  de  forces  d\in  certain  chanq) 
plan.  Soit,  en  effet,  un  cbamp  plan  dont  les  forces  F  ont  pour 
projections  X  et  YsurO./'  et  O  )'.  Les  lignes  de  forces  sont  des  lignes 
lelb^s  que  la  force  agissant  en  un  point  M  d''une  de  ces  lignes 
lui  soit  tangente.  L'élément  dx^  dy  de  la  ligne  en  un  point  M 
a  donc  même  direction  que  la  force  \,  Y  en  ce  point,  et  l'on  a, 
tout  \'ç  long  d'une  de  ces  lignes. 


dx 

dy 

Y 

dy 

dx  ~ 

Y 

Comme  X  et  ^   sont  des  fonctions  de  ./  cl  de  )".  on  obtient  une 
équation  dilTérentielle  de  la  forme  (12). 

R^écqiroquement,  toute  équation  de  cette  formc'définit  les  lignes 

Y 

de  forces  d'un  champ  pour  lequel  on  aurait  —  z=f{x^  y). 

Premier  exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  diff'érentielle 
•  dy 


Employons  la  méthode  graphique,  pour  obtenir  la  forme  des 
courbes  intégrales.  Prenons,  sur  la  partie  positive  de  O  )',  un 
point  A,  d'ordonnée  )'o,  et  traçons,  approximativement,  la  courbe 
intégrale,  passant  par  ce  point  {fig-  192,  1). 

Lf'  coefficient  angulaire  )'ô  de  la  tangente  AT,  à  la  courbe,  en  A, 
est  positif  : 

j'o  =  ro- 
si l'on  prend,  sur  celte  tangente,  une  petite  longueur  AM,  du 
c»>t('  des  ./'   positifs,  l'ordonnée   ]-,  de  M,  est  supérieure  à  Vo,  le 
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coefficient  anj^iilaire  j^j  de  la  tangente  ^F,  To  en  ce  point  est 

cette  tangente  fait  donc  avec  Ox  nn  angle  pins  grand  que  la  laii- 
gente  M,T,.  Si  Ton  prend  sur  MiT^  une  petite  longueur  M,  ]VL. 
rordonnée  7'2  de  Mo  est  plus  grande  que  j-,  ;  le  coefficienl  angu- 
laire j'^  '^^  ^'*  tangente  en  M2 

est  donc  plus  grand  que  y\  et  M2T3  est  au-dessus  de  M|T.,.  On 

Fig.   192. 

/ 
/ 

3/    /Tk 


continuera  de  cette  façon  el  Ton  obtiendra  nn  polygone  dont  les 
côtés  se  relèvent  de  j)lus  en  plus  et  tendent  à  devenir  verticaux. 
La  courbe  intégrale  AM  {fig-  192,  lï),  limite  de  ce  polygone,  a 
donc  une  ordonnée  qui  croît  constamuient  et  indéfiniment  :  elle 
présente,  vers  la  droite,  la  forme  d  une  branche  infinie,  dont  la 
tangente  tend  à  devenir  parallèle  à  Oy^  quand  y  augmente  indéfi- 
niment. 11  reste  à  voir  si  la  courbe  a  une  asymptote  verticale  ou  si 
la  branche  infinie  est  parabolique.  Or,  on  peut  écrire  Féquation  (i3) 
sous  la  forme 

(i4)  dx=i^; 


ntégrons,  le  long  de  la  courbe,  du  point  A  au  point  M  :  x  vari 
le  o  k  X  el  y  deyo  à  y  : 


(.5) 


JKo 


y 


y  =  yo  e-^. 


Quand jK  croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  x;  la  brancli 
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infinie  est  parabolique.  On  pourrait,  de  même,  tracer  approxima- 
tivement la  courbe  vers  la  gauclie. 

Dans  cet  exemple  très  simple,  nous  avons  une  vérification  de 
la  méthode,  puisque  l'équation  (i5)  donne  l'intégrale  générale  de 
l'équation  dilFérentielle,  avec  une  constante  arbitraire  j'^- 

Deuxième  exemple.  —   Soit  Téquation  différentielle 

-    dx  -^ 

Construisons,  encore  approximativement,  la  courbe  intégrale, 
qui  part  d'un  point  A  de  Oj',  d'ordonnée  ro-  Au  point  A  {fi  g.  1 92, 1), 
le  coefficient  angulaire jkI  t^^  la  tangente  AT,  à  la  courbe  intégrale 
est  positif, 

Si  l'on  prend,  du  cote  des  x  positifs,  une  petite  longueur  AM,, 
sur  cette  tangente,  les  coordonnées  x^^y^  de  M,  sont  supérieures 
respectivement  à  celles  de  A;  le  coefficient  angulaire  j^'j  de  la  tan- 
gente en  M,, 

est  donc  supérieur  à  y'^,  et  cette  tangente  MjTo  est  au-dessus 
de  M,T,  ;  en  continuant  de  cette  façon,  on  obtiendra  un  polygone 
AMjMo  ...,  dont  les  cotés  successifs  se  relèvent  et  tendent  à 
devenir  verticaux.   La  courbe  intégrale  AM  {fig.  h)3)  présente 

Fi  g.  193. 


donc  une  branche  infinie,  le  long  de  laquelle  la  tangente  tend  à 
devenir  verticale  quand  y  augmente  indéfiniment.  Actuellement, 
cette  branche  admet  une  asymptote  verticale,  c'est-à-dire  que  x 
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tend  vers  une  limile,  quandy  augmente  indélinimenl.  Poiirle  voii\ 
remarquons  que,  le  long  de  la  eourbe,-  x  est  une  fonction  dét<M- 
minée  de  )' 

L'équation  différenlielle  peut  s'écrire 

dx  =■      , 

ar2  +  y^ 

On  a  donc,  le  long  de  la  courbe, 

dy 


dx  = 


[r(r)]^+r^ 


Intégrons  maintenant   du  point  A,  de  coordonnées  (^o.^^-,^),  au 
point  M  de  coordonnées  (.r,  y),  nous  aurons 

.7o  4    l'r(.v-)|^^r^ 

La  première  intégrale  est  x]  dans  la  deuxième,  la  limile  supé- 
rieure y  est  supérieure  à  j^^o  et  le  coefficient  de  ^j^  est  moindre 

que  —  •  D'après  un   théorème  sur  les  intégrales  définies   (n"  37), 

cette  intégrale  est  moindre  que 

f'dy 

On  a  donc 

ro      y 

(huind  y  augmente  indéfiniment,  x  croît  constamment  le  long 
de  la  courbe,  mais  il  tend  vers  une  limite,  car  f  inégalité  montre 

que  X  reste  inférieur  à  la  cjuantité  fixe  —  •  La  courbe  a  donc  nue 
asvmptote  verticale  BD,  dont  l'abscisse  OB  e^t  moindre  que       • 

334.  Démonstration  analytique  de  l'existence  de  l'intégrale  géné- 
rale. —  Considérons  une  équation  dilTérenlielle  du  premier  oidre 
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Il  -     I  .  'Jy 

pposcc,  comme  plus  haul,  rcsoiiie  par  rapport  a  -r- 

dy 


55: 


dx 


=yï^,  j). 


On  pcul,  en  s'appiiyaiil  sur  la  i'orniule  de  AJac-Laiirin,  définir,  à 
J'aide  d'une  série,  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Imaginons 
-une  courbe  intégrale,  passant  parle  point  A  de  Oy,  d'ordonnée^},, 
[fi  g.  194  )•  Le  long  de  cette  courbe,  y  est  une  fonction  de  x  qui 


Fig 

^ 

A 

î 

1 

1 
1 

0 

X 

j)eut.  sauf  dans  des  cas  exceptionnels  dont  nous  ne  nous  occupe- 
rons {)as,  être  développée  par  la  formule  de  Mae-Laurin  en  une 
série 


(iC.) 


r  =  J'o- 


r.. 


1.2 


r. 


conNergente  dans  un  intervalle  symétricpie  par  rapporta  o.  Dans 
ce  développement,  }',,,  jl',,  .  .  .  désignent  les  valeurs  que  prennent, 
|)our  X  =r  o,  les  dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  r.  Nons 
allons  voir  cpie  tous  les  coefficients  de  la  série  (16)  peuvent  être 
expriuics  à  l'aide  deyo-  D'abord  on  a,  d'après  l'équation  donnée, 

faisant  x  =  o,  y  prend  la  valeur yo  t't  l'on  a 

Si,  ensuite,  on  dérive  les  deux  membres  de  (17  )  par  lapport  à  j^.. 
en  se  rappelant  q»»e  y  est  une  fonction  de  x.  on  a 


(18) 


Si,    dans   cette    relation,    on  fait    ^  ==  o.  yz=:zy^^    y    prend  la 
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\aleur  jKo  précédemni<nil  calculée  et  jk  prend  une  \aleiir  r^'.  donnée 
j)ar  ré(juatlon  (  i<S  )  ;  cette  \aleur  est  fonction  de  )'o. 

En  d(''rl\anl  les  deux  mend^res  de  (  i8)  [)ai-  i-apporl  à  x.  on  a 

(  I  ()  )  y    =  — —  -~  1  — = —  y  H y  -  -i-  -^—  y  ; 

celle  l'clalion,  où  Ton  fait  :r  =  o,  y  z=. y^  el  où  l'on  remplace  y\^,  y'\^ 
par  leurs  valeurs  pr(}cédennnent  calculées,  donne  i'J,  en  fonction 
dej)^^o-  '-11  continuant  ainsi,  on  calculera  autant  de  coefiieienls  j^'^,, 
y'^,  >'J,  ...  que  Ton  voudra  de  la  série  (i()).  (ni  fonction  deVo. 
Celte  série  définira  alors,  dans  son  intersalle  de  c(>n\<n"i;ence,  une 
fonction  y  de  x,  contenant  la  constante  arbitraire  j\, 

y  =  *im;^,  j-'o), 

et  Nériliant  Féquation  dillerentielle  :  cette  fonction  est  l'intégrale 
{générale  de  Féquation  dilFérentielle. 

En  limitant  le  développement  aux  premiers  termes,  on  a  une 
e\j)ression  approchée  de  l'intégrale  générale,  pour  de  ]>elites 
\aleurs  de  .r. 

11  est  é\  ident  qu'on  peut  introduire,  dans  l'intégrale  générale, 
une  constante  quelconque  C  :  il  suffît  '\y  remplacer  y^  par  une 
fonction  quelconque  de  C 

alor-sy  de\ient  fonction  de  ^  et  C  :  y  ^=  ?('^'-  ^0* 

On  pourra,  de  même,  à  l'aide  de  la  série  de  Tajlor,  former 
Féquation  de  la  courbe  intégrale,  passant  par  un  point  donné 
(^x  =  j^o,  y  =yy  ),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  obtenir  l'expression 
de  la  fonction  y  de  x  qui  vérifie  Féquation  dilTerentielle  et  se  réduit 
à  y,j  pour  X  =  Xq.  Cette  expression  est  de  la  forme 

X  —  To     ,  (.r  — .To)-      „ 

r=roH j J„H — y,-r..., 

y\^^  y\^  .  .  .  désignant  ici  les  valeurs  des  dérivées  de  j^'  pour  x  =  Xq. 
Ges  valeurs  se  calculent,  de  proche  en  proche,  à  l'aide  des  équa- 
tions obtenues  en  dérivant  une,  deux,  trois.  ...  fois  Féquation 
diflV'rentielle  et  faisant  ensuite  x  =■-  .To,  y  =y,r 

La  série  obtenue  converge  dans  un  intervalle  symétrique  par 
rapport  à  Xq. 


ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    DU    PREMIER   ORDRE.  557 

r\)iir  certaines  positions  spéciales  du  poinl  Xq,  y\),  les  séries 
peuvent  être  divergentes  :  le  cadre  de  ces  leçons  ne  nous  permet 
pas  de  faire  une  étude  détaillée  de  ces  cas.  Nous  nous  bornerons  à 
remarfpier  que  ces  cas  exceptionnels  se  présent enl,  en  particulier, 
toutes  les  fois  qu'un  des  coefficients  r,,,  y^-  •  •  •  ^'^^  infini. 

335.  Exemple. —  Vppliquons  la  méthode  ci-dessus  à  Téqualion 
déjà  considérée.  Si  Ton  dérive  cette  équation,  on  a  successivement 

y =:>', 

7'"  =  /'. 


On  voit  que  toutes  les  déri\ées  sont  égales  entre  elles  et  égales 
ky.  Si  doiic  nous  voulons  développer  Tintégrale  générale  à  l'aide 
de  la  série  de  Mac-Laurin 

.r  ^  Jo  -H  ^  JK'o  -H  Y^fo  +  •  •  •  ' 

nous  voyons  (jue  tous  les  coefficients  j*^,  y'[^.  ...  sont  égaux  à  1'^, 
et  nous  obtenons  Tintégrale  générale 

sous  forme  d'une  série  convergente.  On  \oil  que  l'on  a 

comme  nous  l'avons  vu  par  un  calcul  direct. 

336.  Coefficients  indéterminés.  —  Au  lieu  de  calculer,  de  proche 
en  proche,  les  valeurs  des  dérivées  successives  j^,),  j',' corres- 
pondant à  X  :=  o.  jK  =  J'o7  on  peut  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  et  essayer  de  \érifier  Téquation  différentielle 
à  l'aide  d'une  série  de  la  forme 

(20)  y  =  j^o-i-  ctyx  -\-  a2:r2H-. .  .-\-  a,iX'^  -\-  .  .  .. 

lin  substituant  dans  l'équation  différentielle 
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^t  écrivain  que  les  deux  membres  sont  identiques,  on  oiitient  une 
suite  de  relations  permettant  de  calculer  «,,  a-i,  .  .  .,  a„  an  fonction 
<le  >'o.  Prenons,  par  exemple,  Téqualion 

dy         ,  ,      , 
Vax  y  substituant  le  développement  (  '><)j,  nous  avons 

Si  l'on  identilie  les  termes  contenant  les  mêmes  puissances  de  x 
•dans  les  deux  membres,  on  a 


j<'7;j  =  I    -f-  «7|  -+-  a  «2^0, 


<roù  l'on  tire,  de  proclie  en  proclu 


«1  =  JKf., 

«3=  -r^(^-^'iyl)'. 


On  obtient  ainsi  le  développement 


<[ui  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  pour  de  petites  valeurs 
de  X. 

III.  —  INTÉGRALES  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS 
DU  PREMIER  ORDRE. 

337.  Intégrales  particulières  et  intégrales  singulières.     -  lùant 
donnée  une  équation  difïerentielle  (iu  premier  ordie 


i'-(^,j,^;)=", 


nous  axons  \u  (|ue  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est  définie 
par  une  relation 
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€Oiilenaiil  une  coiistaiile  ai'hitraire.  Géomélriqiiemenl.  on  peut 
(lire  que  lMnlé«j;i-ale  générale  représente  une  famille  de  eourbes 
planes,  dépendant  d'une  eonstante  arbitraire. 

Quand  on  donne  à  la  constanle  G  une  \aleur  numérique,  on 
obtient  une  intégrale,  qui  prend  le  nom  à' intégrale  particulière. 
Par  exemple,  Téquation 


étudiée  au  n"*  339,  a  pour  intégrale  générale 

(  2  )  X-  —  1  a  xy  -^  y-  =  i  —  a^^ 

a  désignant  une  eonstante  arbitraire. 

Si  Fou   donne  à  a  une  \aleur  numérique,  a  = ')  par  exemple, 
on  a  une  eourbe  particulière 

X- —  &xy  -i-y^  =  —  8 

xériliant  Féquation  dilleientielle  :  c'es^,  une  intrgrale  particu- 
lière. Si  l'on  fait  a  1=:  i ,  on  a  une  autre  intégrale  particulière 

x"^  —  2xy  -\- y-=  o 

{^'  —  yy=o      « 

qui  est  représentée  par  une  diagonale  du  carré  ABGD  (Jig.  M^O- 
On  appelle  intégrale  singulière  d'une  équation  différentielle 
toute  solution  de  l'équation  qui  n'est  pas  une  intégrale  particu- 
lière. De  lelles  solutions  n'existent  qu'exceptionnellement.  Par 
<'xem|)le,  l'équation  (^i)  que  nous  venons  de  rappeler  admet  la 
solution 

J  =  1 

représentée,  sur  la  figure  i()(),  par  un  des  côtés  du  carré  ABGI). 
Gette  solution  ne  peut  pas  être  obtenue  en  particularisant  la 
constante  a  qui  (igure  dans  l'intégrale  (2)  :  c'est  donc  une  inté- 
grale singulière. 

338.  Théorème.        Quand  les  courbes  représentées  par  l'inté- 
grale générale 

(3)  J\x,y,C)  =  o, 
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cV une  équation  différentielle 

F  f  ^,  r, -1^  )  =  o 


•>  j  ^ 


dx  I 


ont  une  enveloppe,  cette  enveloppe  est^  elle-même^  une  intégrale 
de  Véquation  différentielle;  c'est^  en  général^  une  intégrale 

singulière. 

Fig.  195. 


En  effet,  soit  E  {fig.  :9.V)  l'enveloppe  des  courbes  (3)  :  prenons 
un  point  lsl{^x,  y)  sur  cette  enveloppe;  appelons 

dx  X 

le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  MT  à  l'enveloppe,  d^y  et 
d^x  désignant  les  différentielles  des  coordonnées  correspondant  à 
un  déplacement  infiniment  petit  sur  l'enveloppe. 

Par  le  point  M  il  passe  une  courbe  G,  représentée  par  l'équa- 
tion ( .)  )  :  cette  courbe  G  étant  une  courbe  intégrale,  l'équation 
dilïerentielle  est*vérifiée  tout  le  long  de  cette  courbe,  et,  en  par- 
ticulier, au  point  M  ;  de  sorte  qu'en  appelant  -j-  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  MT  à  la  courbe  G  en  M,  on  a 

•^' dx 

Mais  les  deux  courbes  E  et  G  étant  tangentes  en  M,  on  a 

dy        d^  y 
dx        diX 
On  a  donc  aussi 
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et  cela,  pour  tous  les  points  M  de  l'enveloppe  E  :  cette  enveloppe 
est  donc  une  courbe  intégrale. 

Cette  intégrale  est  en  général  singulière.  Elle  pourrait  être 
particulière,  car  rien  n'empêche  les  courbes  intégrales  générales 
d'avoir  pour  enveloppe  l'une  d'entre  elles. 


IV.  -  TYPE  D'EQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  INTEGRABLES 
PAR  DES  QUADRATURES. 

339.  Premier  type  :  Les  variables  se  séparent.  —  Soit  une  équa- 
tion diirérentielle  de  la  forme 

On  peut  séparer  les  variables  en  mettant,  dans  un  membre,  un 
terme  contenant  uniquement  y  et,  dans  l'autre,  un  terme  contenant 
uniquement  x  :  pour  cela,  il  suffît  d'écrire 

'•^'  S\x)dx. 


On  a  alors,  en  intégrant. 


/'?T7)=,A<"^''"^''' 


où  G  désigne  une  constante  arbitraire. 

Cette  relation  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle (i). 

Exemple.  —   Considérons  l'équation 


Cette    équation    est    du    deuxième  degré  en  -~*  Pour  que  les 
valeurs  qu'elle  fournit  pour  -^  soient  réelles,  il  faut  que  les  deux 

facteurs  i  —  x-  et  i  — y-  soient  de  même  signe.  Si  l'on  construit 
les  quatre  droites  .r  =  =i=  i ,  y  =:^  zb  i ,  elles  forment  un  carré  ABCD 
i^fig'  196);  les  deux  facteurs  i  —  x-  ^l  i  — y-  sont  positifs,  quand 
le  point  (.r,  y)  est  dans  l'intérieur  du  carré;  ils  sont  tous  deux 

APPELL.  —  Éléments  d'Analyse,  —  st.  3C 
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négatifs,  dans  les  angles  opposés  par  le  sommet  aux  angles  du  carré  ; 
ils  sont  de  signes  contraires,  dans  les  régions  indéfinies  couvertes 
de  hachures  dans  la  figure  196.  Les  courbes  intégrales  sont  donc 


situées  dans  les  régions  blanches. 


Fig.   196. 


Supposons  d'abord  i — x'^  et  i  —  y^  positifs;  nous  écrirons,  en 
extrayant  les  racines,  

dx  y/i_^2' 

équation  du  type  (i).  Séparons  les  variables,  nous  avons 

dy  ,         dx 


d'où,  en  intégrant. 


v/i— 7^ 


V/  1  —  X- 


arc  sin^  =±  arc  sin.r  -4^  C. 


Telle  est  l'intégrale  générale,  de  l'équation.  Pour  voir  quelles 
sont  les  courbes  qu'elle  représente,  prenons  les  sinus  des  deux 
membres  :  comme  on  a 


sin(arc  s'nxx)  =  a?,         cos(arc  s\nx)  =±^\  —  x'^, 


il  vient 


y  z=z±  X  cosC  dr.  /i  —  rr^sinC. 
On   peut   se    contenter   de    prendre   les   deux   signes    +,    car. 
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C  étant  ime  constante  arbitraire,  on  peut,  en  changeant  G  en  — G, 
changer  à  volonté  le  signe  du  deuxième  terme,  et,  en  changeant 
G  en  TU  —  G,  changer,  à  volonté,  le  signe  du  premier.  L'intégrale 
générale  est  donc 

•    y  =  x  cosC -{- {/ 1  —  a^^sinC 

OU,  en  rendant  rationnel, 

(jK —  a^cosG)2=  (1  —  372)  sin2C, 

(3)  x--hy^ — 2;r^  cosG  =  sin^C. 

Cette  équation,  où  G  est  une  constante,  représente  des  ellipses, 
ayant  pour  centre  l'origine  et  inscrites  dans  le  carré 'ABGD;  en 

posant 

cosG  =  a, 

on  peut  l'écrire 

(4)  x^-{-y^ — iàxy=^i  —  a^, 

OÙ  la  constante  arbitraire  a  est  moindre  que  i,  en  valeur  absolue. 
Si  nous  supposons  maintenant  i — ■  x^  et  i — y^  négatifs,  c'est- 
à-dire  le  point  x^  y  placé,  en  M',  dans  l'un  des  angles  opposés 
par  le  sommet  aux  angles  du  carré,  nous  devrons,  pour  éviter  les 
imaginaires,  écrire  l'équation  différentielle 


dy 
dx  - 

s/x'^ 

i 
—  T 

et. 

en 

séparant 

les 

variables, 
dy 

dx 

s/y'-—i  \/x 

L'intégration  est  immédiate  et  donne  pour  l'intégrale  générale 

L(r  +  \/7'— i)  =  l(^± s/x'^  —  I )  -^  d, 

D  désignant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  passe  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  peut  écrire 

(5)  y -^  ^  y^ — I  =  (a?  dz  y/a-2 — \)e^. 

Pour  rendre  cette  intégrale  rationnelle,  remarquons  qu'on  peut 
l'écrire  aussi 

(5')  y—\/y^—\  =  {xzç:s/x''—\)e-'^^ 
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car,  en  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (5)  et  (5'),  on 
obtient  [une  identité  i  =  i.  Ajoutons  les  équations  (5)  et  (5'),  il 
vient  ' 

V  =  a? ±:  J  x^  —  I j 

•^  '2  2 

OU,  en  isolant  le  radical,  élevant  au  carré  et  réduisant, 


(  6  )  372-4-^/2  —  2  xy 


■   Cette  équation,  dans  laquelle  on  fait 


-D 

—   =  <2. 


prend  la  forme  déjà  trouvée  (4)  avec  cette  différence  que  mainte- 
nant a  est  supérieur  à  i.  Elle  représente  des  hyperboles  tangentes 
aux  prolongements  des  côtés  du  carré. 

En  résumé,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

est 

a"2-uj>r2 —  -xaxy  =:  I «2^ 

a  désignant  une  constante  arbitraire  qui  est  inférieure  à  i  quand 
i — x'^  et  I — j^2  sQnt  positifs,  supérieure  à  i  quand  i  —  x-  et 
1  — y'^  sont  négatifs.  Par  tout  point  M(.r,^'),  pris  dans  le  carré 
ABCD,  passent  deux  courbes  intégrales  qui  sont  des  ellipses;  par 
tout  point  M',  pris  dans  les  angles  indéfinis,  passent  deux  courbes 
intégrales,  qui  sont  des  hyperboles  {^fig.  196). 

Remarque.  —  On  peut  passer  également  de  la  forme  (3)  de 
l'intégrale  générale  à  la  forme  (G),  en  supposant  C  imaginaire  et 
posant 

en  effet,  on  a  alors  (n"  91) 

cosC  =  cosïD  =  > 


sin  C  =  sin  tD  =  — 


Le  fait  qui  se  présente  ici  est  général.  Lorsque  les  courbes  inté- 
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grales,  trouvées  par  un  certain  procédé  de  calcul,  restent  réelles 
quand  la  constante  arbitraire  qui  s'est  introduite  prend  des  valeurs 
imaginaires,  les  nouvelles  courbes  ainsi  obtenues  sont  encore  des 
intégrales  de  l'équation  différentielle,  puisque  cette  équation  se 
déduit  de  l'intégrale  générale  par  l'élimination  de  la  constante. 

Intégrales  singulières,  —  Quand  la  constante  arbitraire  a 
varie,  les  courbes  intégrales»  générales  (3)  ont  pour  enveloppe  la 
ligne 

qui  se  compose  des  quatre  droites 

a7  =  ihi,         JK=±i, 

formant  les  côtés  du  carré  ABGD  {Jig,  '95)-  Ces  quatre  droites 
sont  des  courbes. intégrales  de  l'équation  (2),  comme  le  vérifie  en 
écrivant  cette  équation 

pour  X  ^=±1  ^  les  deux  membres  sont  nuls  ;  de  même  pour 
jK  =  =t  I .  On  a  ainsi  quatre  intégrales  singulières. 

Le  calcul  général  ne  nous  a  pas  donné  ces  solutions;  car,  en 
séparant  les  variables,  nous  avons  ^mis  en  dénominateurs  y/i  —  x-  •. 
et  y/i  — y^,  ce  qui  suppose  implicitement  qu'aucun  de  ces  diviseurs 
n'est  nul. 

340.  Deuxième  type  :  Équations  homogènes.  —  Une  équation 
différentielle  homogène  du  premier  ordre  est  de  la  forme 


(^)  %=fiS) 


Cette  équation  est  dite  homogène^  car  elle  ne  change  pas  quand 
on  remplace  :r  par  kx  et  y  par  ky^  k  désignant  une  constante  quel- 
conque. 

On  la  ramène  au  type  [précédent  en  faisant  le  changement  de 
fonction 

f  =  -i 

d'où 

(8)  y=zxz. 
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Il  est  évident  que,  pour  connaître  jk  en  fonction  de  x^  il  suffit  de 
connaître  z  en  fonction  de  x.  Comme  on  a,  d'après  (8), 


dy dz 

dx       '^  dx 

l'équation  différentielle  proposée  devient 

Les  variables  peuvent  alors  se  séparer,  et  l'on  peut  écrire 
,    ^  dz  dx 

d'où,  en  intégrant, 

"      f-±—=Lx-^C. 

Cette  relation  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (9).  En  j 
remplaçant,  après  l'intégration,  jz  par  — .  on  a  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (^). 

Exemple.  —  Soit  l'équation 


(■°>        i'^i%) 


^rV  ,  /.,9    /^  ,  .,^y 


Hy^-yx^y-j~)    =0. 


Cette  équation,  ordonnée  par  rapport  à  -^)  s'écrit 


dx 7  "    dx 

d'où 


dx      -iy-3V\y/ 


-Cette  équation  est  une  équation  homogène. 
Faisons  y  =  xz  et  prenons  le  radical  positivement,  l'équation 
devient 


dz 

dx        3z    '    3V   -z^ 


X-^  =  __  -f-  -4/  _  —3 


ou,  en  séparant  les  variables  et  intégrant. 


(II)  /  =1.3?—      LD; 
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D  désignant  une  constante  arbitraire.  Pour  effectuer  la  quadrature, 
faisons 

d'où 

—  "iz  dz  =  u  du. 

L'intégrale  du  premier  membre  devient 

—  udu  C    du  ,  .  . 

U~-\-1U  J    u-hi 

c'est-à-dire 


—    L(v/i  —  322+a). 

L'équation  (i  i)  s'écrit  donc' 

—  L(v/i  — 3^2.^2)  =  Lcc  —  LD 
ou,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

x{\/i—'iz^-^i)  =  D. 

Il  reste  à  remplacer  z  par-;  on  a  ainsi 


v/./;2—  3j2+  ix  =  D 
ou,  en  rendant  rationnel, 

(10)  3(a^2  +  ^2)_4Da7H-D2=0. 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (lo)  avec  la  constante  D. 
On  voit  que  les  courbes  intégrales  sont  des  cercles. 
En  faisant  un  changement  de  notation  et  posant 

nous  pouvons  écrire  l'intégrale  générale 

^2  _,_^2  _  4  C:r  H- 3  G2  =  0 
ou 

{x  —  2Cy-hy^—C^=  G. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  cercles  dont  nous  sommes  partis  dans 
l'exemple  II  du  n"  332  pour  former  l'équation  différentielle  que 
nous  venons  d'intégrer. 
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Exercice.  —  L'équation  homogène 


^  ~^i^r^  ^*^^  ~  ^* 


a  pour  intégrale  générale 


:r2— 2G7  +  G2=  o, 
G  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Remarque.  —  Les  courbes,  représentées  par  V intégrale  géné- 
rale dUine  équation  différentielle  homogène^  sont  homo thé- 
tiques  de  Vune  quelconque  d^ entre  elles  par  rapport  à  V ori- 
gine. 

En  effet,  soient  AB  une  courbe  satisfaisant  à  l'équation 

M(^,  j  )  un  point  de  cette  courbe  {^fig-  197)' 

<Fig.  197. 


3r 

\\ 

y 

/ 

/ 

'h 

A. 

c 

€C 

Construisons  la  courbe  A,  B,,  homothétique  de  AB  par  rapport 
au  point  O.  Les  coordonnées  du  point  M,  {^x^^y^  )  de  cette  courbe, 
homologue  de  M,  sont  données  par  les  équations 

ÔMi  =  /.-ÔM,         x^  =  kx,       yx  =  ky, 
k  désignant  une  constante.  On  a  donc 

dxy  =^  k  dx,         dyi  =  k  dy^ 

de  y       dx^  Xx        x' 

l'équation  (i3),  supposée  vérifiée,  entraîne  donc 


dx 


^=/-^  . 
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€t  la  nouvelle  courbe  A<  B,  vérifie  la  même  équation,  quel  que 
soit  k. 

La  proposition  est  donc  établie. 

Par  exemple,  les  cercles  trouvés  plus  haut, 

(^  ~  2G)2  +  7^— G2  =  o, 

sont  homothétiques  de  l'un  d'entre  eux  par  rapport  à  O. 

Intégrales  singulières.  —  Si  des  courbes  homothétiques  par 
rapport  à  un  point  O  ont  une  enveloppe,  cette  enveloppe  se  com- 
pose évidemment  de  droites  passant  par  O.  Dans  le  cas  présent, 
s'il  existe  des  intégrales  singulières,  elles  sont  donc  de  la  forme 

y  =  moc 

{m  constante).  D'après  l'équation  (7),  m  est  racine  de  l'équation 
m  z=J'(^m)y  c'est-à-dire  z  ^  m. 

On  ne  les  trouve  pas  dans  le  calcul  général;  car,  lorsqu'on  écrit 
l'équation  (9),  on  met  en  dénominateur  f\z)  —  z  qu'on  suppose 
différent  de  zéro. 

Ainsi  dans  l'équation  (10),  les  cercles  constituant  les  courbes  inté- 
grales générales  ont,  pour  enveloppe,  les  deux  droites 

4372— 3  (.^2  H- 72).=  o, 

dont    les    coefticients     angulaires     sont     racines     de     l'équation 

f{m)  —  m  =  o, 

4/n2(m2-+-  1)  —  (m^-h  if  —  o. 

Ces  droites  sont  des  intégrales  singulières. 

3 il.  Troisième  type  :  Équations  de  la  forme 

(î4)  ^  ^  r(.li^_±j!Z-Z-L), 

dx       -^  \a' X -^  ly y  ^  c' j  * 

a,  ^,  c,  a',  6',  c  désignant  des  constantes.  —  On  peut  rendre 
homogène  une  équation  de  ce  tjpe  en  portant  l'origine  au  point 
de  rencontre  des  deux  droites  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  deux 
expressions  ax-\-  by-\-c  et  a' x -\- b' y -\- c' .  En  effet,  appelons  a 
et  [^  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  ; 
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on  a 

aa  H-  è  p  -4-  c  =  o, 

a'a  -h  6'  ^  -+-  c'  =  o. 
Faisons  alors  le  changement  de  variables 

qui  revient  à  transporter  l'origine  des  axes  au  point  (a,  j3);  il  vient 

dx  —  dxi,         dy  =  dji , 
ax -+■  b  y -+- c  =  axi  -h  byi, 
a' X  -+-  b' y  -h  c'  =  o-  x^  -h  b' yi^ 

et  l'équation  devient 

dyx  ^     /  axi-^  byi 
dxi       -^Xa'xi-h  b'yi  '  ' 

ce  qu'on  peut  écrire 


Le  deuxième  membre  étant  fonction  du  seul  rapport  —>  on  est 
ramené  à  une  équation  homogène  qu'on  peut  intégrer  en  faisant 

Xi 

Cas  EvcEPTioNNEL.  —  La  méthode  précédente  suppose  que  les 
droites  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  deux  expressions  ax-\-  by-\-c 
et  a' X  +  b'y-\-c'  ne  sont  pas  parallèles.  Quand  elles  sont  paral- 
lèles, on  a 

a'  _  6'  _  - 
a  ~  b         ^ 

\  désignant  une  constante.  L'équation  proposée  s'écrit  alors 

dy  __Vax-\-bf-^c~\ 
dx  "-^  \\{ax -^  by)-^  c' \ 

Dans  ce  cas,  on  conserve  la  variable  x,  et  l'on  pose 

ax-^by  =yx, 
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y,  étant  une  nouvelle  fonction  de  x.  On  en  déduit 

iL  =^-  ^  _  ^ 

dx        h    dx         h 
et  l'équation  devient 

\    dy^        a  ^     /  yx-^c 
b    dx         h       -^  \XjKi  +  c' 

où  les  variables  se  séparent  quand  on  résout  par  rapport  à  dx. 
Exemple  1.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(i5)  {ix -^'iy -\- \)  dx -\-{'ix -\- ^y -hi)dy  =  o. 

De  cette  équation  on  tire 

dy  _       9.,r  +  ?>y  +  i  ^ 
dx  3a;  -f-  ^y  -h  i  ' 

-T-  est  donc  une  fonction  du  rapport  de  deux  expressions  linéaires 

en  X  Ql  y. 

Déterminons  les  nombres  a  et  [5  qui  annulent  ces  deux  expres- 
sions : 

2a  -h  3^  +1  =  o, 

3  a  -h  4  [3  +  I  =  G, 
on  trouve 

a  =  i,  p=-i. 

Faisons  alors 

(t6)  X  =  X^-\-\,  y=y^—i-^ 

l'équation  devient 

dyi  ^_  2371  H-  3jKi 
dxi  3a7i  H-  4jKi 

équation  homogène.  Posons 

(17)  ^  =z,  yi=zxiz, 

jîous  avons  l'équation 

dz  2-4-3  2 


Z  -^Xi 


dxi  3  -f-  4 
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et,  en  séparant  les  variables, 

dxy  (3  -i-  ^z)  d< 


1 

Xx 


Dans  le  deuxième  membre,  le  numérateur  est  la  différentielle 
du  dénominateur;  on  a  donc,  en  intégrant. 

ihxi  =  —  L(i-h35  -i-'2  22)-H  LG; 

ce  qu'on  peut  écrire 

Lxl{i-h  3z  -\--2z-^)  =  LC, 
d'où 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Revenons  d'abord 

aux  variables  Xi  ely^  en  remplaçant  z  par—,  l'intégrale  trouvée 

devient 

xl  +  3a:, ^1+  2jk|  =  g. 

Si,  enfin,  on  revient  aux  variables  x  et  y  par  les  formules  (i6), 

Xi=X  —  l,  J^i  =^-hl, 

on   a   l'intégrale    générale   de   l'équation   proposée   (i5)    sous   la 
forme 

(i8)  x^-h  3xy -^  2y^-h  X -i-y  =  G. 

Vérification.  —  Dans  cette  équation  (i5),.le  premier -membre 
est  une  diff'érentielle  totale  exacte,  car  [la  dérivée  du  coefficient 
de  dx^  par  rapport  à  y,  est[jégale  à  la  dérivée  du  coefficient  de  dy 
par  rapport  à  ^.  La  théorie  sdes  diff'érentielles  totales  à  deux 
variables  (n"  283)  nous  montre  alors  que  l'équation  peut  s'écrire 

d(  x^  -h  3xy  -\-  2^2  _^  _2j  _^^^  _  Q_ 

La  fonction  soumise  à  la  différentiation  est  donc  constante  le 
long  d'une  courbe  intégrale;  ce  qui  donne  l'intégrale  géné- 
rale (i8). 

Exemple  IL  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(19)  ^  =  i   ^^~^~ 

dx        \ix  —  2/  -t- 
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Actuellement,  les  deux  droites  obtenues,  en  égalant  à  zéro  le 
numérateur  et  le  dénominateur,  sont  parallèles  :  les  coefficients 
de  X  et  y  sont  proportionnels,  dans  les  deux  termes  du  rapport. 
Nous  ferons  alors 


l'équation  devient 

■     ■  =  ( 


dy\  I  y\  —  1 

dx  \  •2yx-r-  I 


ou,  en  séparant  les  variables. 

Pour  intégrer  le  deuxième  membre,  on  décompose  la  fraction 
rationnelle,  en  j^i,  en  fractions  simples.  On  a  ainsi 

\  3  6    Vi  ti  JKiH-  '2/ 

^-  ^ji-  -Lji— -L(jKi-+-2)-t-G 

ou,  en  revenant  aux  variables  r  et  y  par  la  substitution 

y\  =  3r—y 

et  réduisant,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

8jK  —  '^x  —  L  ''  "^  —  y)  H-  9  ^^  (  •■î"  —  y  4-  ?-  /  =  C, 

G'  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  a  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation  (19). 

3i2.   Quatrième  type    :  Équations  linéaires.    —   Une  équation 
différentielle  linéaire  du  premier  ordre  est  de  la  forme 

•20)  /(a;)^  -l-jKcp(.r)z=  tl>(,r); 

on  la  nomme  linéaire,  car  elle  contient  linéairement  y  et  -;-  - 

•^         ax 

La  fonction  «L  [x)  s'appelle   le   second  membre  de  Téquation. 
Lorsque  cette  fonction  est  nulle ^  le  second  membre  est  nul  :  on 
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dit  ordinairement  qae,   dans  ce  cas,   l'équation  est  sans  second 
membre  ou  encore  qu'elle  est  linéaire  et  homogène^  car  elle  est 

alors  linéaire  et  homogène  en  y  et  -7^  • 

Pour  intégrer  une  équation  linéaire  telle  que  (20),  on 
commence  par  chercher  l'intégrale  générale  Y  de  la  même  équa- 
tion sans  second  membre.  On  résout  donc  le  problème  auxiliaire 
d'intégrer  l'équation 

(•21)  /■(^)^+Ycp(:r)-o 


qui  donne 

et,  en  intégrant, 


dx 

dX  cp(iP) 


dx 


Lojï^  =—    /    ^r^ —  dx, 


d'où 

en  posant  pour  simplifier 


Y  f{x) 

Y  __  r  ^{x 

c-   J  jn^ 


On  a  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation  auxiliaire  (21)  avec 
une  constante  arbitraire  G.  La  fonction  j'<  est  une  solution  parti- 
culière de  cette  équation.  Elle  vérifie  dohc  la  relation 

(',1')  /(^)^'+ri?(^)  =  -- 

Cette  première  opération  faite,  on  emploie  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  constantes  pour  intégrer  l'équation  donnée  (19).  On 
essaie  de  vérifier  cette  équation  par  une  solution 

(•22)  r  =  GjKi 

de  la  même  forme  que  Y,  mais  en  supposant  que  G  n'est  plus 
constant,  mais  est  une  fonction  inconnue  de  x.  On  a  alors 

dy  dd  dyx  ^ 

dx  ~^^  dx  dx  ' 

d'où,  en  substituant  dans  (V9), 
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Mais  le  coefiicient  de  G  est  nul  d'après  (21)  :  C  est  donc  donné 
par  une  quadrature 

K  désignant  une  constante. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  donnée  (20)  est  alors 

cette  expression  est  de  la  forme 

y  =  KjKi  +  II, 

oùyt  est  une  solution  de  l'équation  sans  second  membre,  K.  une 
constante  arbitraire  et  u  une  solution  particulière  de  l'équation 
proposée,  à  savoir  la  solution  qui  correspond  à  K  =:  o. 

Actuellement,  il  n'y  a  pas  d'intégrale  singulière,  car  la  cons- 
tante K  figurant  au  premier  degré  dans  l'intégrale  générale,  les 
courbes  intégrales  générales  n'ont  pas  d'enveloppe. 

-Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 


(^3) 

dy 
dx 

y 

siniT 

=  CCS  a:  - 

-  1. 

Intégrons 

l'éq 

uation  auxiliaire 

obtenue 

en 

supprimant 

le 

second 

membre 

dY           Y 

dx        siii.r  ~"     ' 

^Y 

dx 

Y    ~ 

1 
sinrp 

4.- 

X 

J  tang  — • 

En  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  a 

Y  =  G  tang-  • 


Faisons    alors,    dans  l'équation   (28),   j'  =  Ctang-,     C   étant 
fonction  de  x,  l'équation  en  C  devient 


tang  f 
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OU,  en  remplaçant  i  —  cos  x  par  2  sin-  — 


En  intégrant,  on  a 


(iC  =  —  2  sin  —  cos  —  dx. 
'i.  2 


C  =  2C0S2^  +K. 

•'1 


Comme  on  a  posé  r  =  G  tang-j  on  a,  enfin,  pour  l'intégrale  de 
l'équation  proposée, 


V  —  2  lane  —  cos'^ h  K  tanff  - 

•^  °  2  '2  ^2 


.       X 

sin  — 


ou  encore,  en  remplaçant  tang-  par et,  en  réduisant. 


2   "  X 

cos  ^ 

9 


y  =1  sinar-l-  Ktang-» 


II  est  facile  de  vérifier  que  cette  fonction   rend   idenîiques  les 
deux  membres  de  l'équation  proposée  (2^). 

343.  Cinquième  type  :  Équation  de  Bernoulli.         Soit  une  équa- 
tion de  la  forme 

dy 

/(•^;^  -\-y^{x)=y''^{x)^ 

OÙ  n  est  un  exposant  constant  quelconque.  Llne  pareille  équalion 
se  ramène  à  une  équation  linéaire. 

En  efïet,  on  peut  l'écrire,  en  divisant  par  j"  : 

ce  qu'on  peut  écrire 

.  I        ,.         d{  >-i-") 

f{-'^')  — —, h  r  1"" oix)  —  'i (  .r  ). 

1  —  n'  ^  dx  .  V     /        T 

L'é(juation  prend  alors  la  forme  linéaire  si  l'on  y  considéie  y'    " 

comme  1  inconnue 

y^-=z. 
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On  a,  en  effet, 


I  —  n  dx 

équation  qui  est  linéaire. 

Le  calcul   précédent    est   en  défaut,   quand  «=  i ,   mais   alors 
l'équation  proposée  s'écrit 

et  les  variables  se  séparent. 

Exemple.     -  Soit  l'équation 

dy 


Divisons  pary- 
En  posant 


dy 


y-'  =  z, 

d'où 

_     _.,  dy^  _dz_ 

y      dx  ~  dx 

on  est  ramené  à  l'équation  linéaire 


^  X  dz  ^ 

(•25)  —  X— r-  ^  =  L^. 

dx 


Intégrons  d'abord  l'équation  sans  second  membre 

dZ       ., 

—  X  — h  Z.  =  G. 

dx 
Elle  donne 

dL       dx^ 
Z  X 

Z  =  Cx. 

Faisons  alors  dans  (25)  le  changement  d^inconnue 

z  =  Cx, 

appi:li..  —  Èléinents  d'Analyse.  —  st. 
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OÙ  C  est  fonction  de  x.  L'équation  en  C  devient 


dx 
C  =  —   /  —  L  a;  rfa  -4-  K . 

L'intégrale  se  calcule  en  intégrant  par  parties  et  l'on  a 

G=  -  La;  H h  K, 

X  X 

d'où 

^z=Ga;—  L^-4-i-i-Ka- 

et,  en  remontant  à  y, 

I  r 


y 


L  37  -h  I  -h    K  £P 

intégrale  générale  de  l'équation  (24)- 

344.  Sixième  type  :  Équation  de  Clairaut.  —  On  appelle  équa- 
tion de  Clairaut  une  équation  différentielle  de  la  forme 


K-^--i'^)  =  - 


Supposons  qu'on  résolve  cette  équation  par  rapport  à  j'       -^T"' 
on  pourra  écrire 

(26)  y  =  -vy'-^f(y), 

en  employant  la  notation  des  dérivées.  Nous  allons  intégrer  cette 
équation  (2(3).  Pour  cela,  dérivons  le  premier  membre  par  rapport 
à  X  :  nous  aurons 

y=^y"-^-y'-^f'{y')y\ 

ce  qui  peut  s'écrire 

(■27)  yr^ +./'(/)!  =  0. 

On  voit  alors  que  les  fonctions  j^  de  x^  vérifiant  l'équation,  sont 
telles  que  l'un  des  facteurs  du  produit  précédent  soit  nul. 

Supposons  d'abord 

y''=<y^ 
alors 

y=c, 
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et,  comme  la  fonction  doit  vérilier  Féquation  (26),  on  a,  en  j  rem- 
plaçant y'  par  G, 

(■.^8)    .  jK  =  G;r+/(G). 

C'est  là  l'intégrale  générale  :  elle  est  constituée  géomcHriquement 
par  des  droites.  Oft  vérifie  immédiatement  que  la  fonction  (2(S) 
rend  identiques  les  deux  membres  de  l'équation  proposée. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  y  annule  l'autre  facteur 
du  produit  (aj)  : 

Gomme  cette  fonction  doit  vérifier  aussi  l'équation  donnée,  on 
Tobtiendra  en  éliminant  l'inconnue  auxiliaire  y'  entre  les  deux 
relations 


sm- 

e 


L'équation  entre  x  ely  ainsi  obtenue  donne  une  intégrale 
gulière  de  l'équation  différentielle.  La  courbe  représentative  d 
cette  intégrale  singulière  est  Tenveloppe  des  droites  (28)  qui 
constituent  l'intégrale  générale.  En  effet,  pour  obtenir  l'enveloppe 
des  droites  (28),  quand  G  varie,  il  faut  éliminer  G  entre  l'équa- 
tion (28)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  G  : 

(■]o)  \^  J    \     J^ 

L'élimination  de  G,  entre  ces  deux  équations,  conduit  au  même 
résultat  que  l'élimination  de  y'  entre  les  deux  équations  (29),  car 
le  deuxième  groupe  d'équations  ne  diffère  du  premier  que  par  la 
su])stitution  de  G  àjK  • 

Exemple.  —  Soit  un  point  fixe  F  sur  l'axe  Ox  {fig.  M)^)  • 
trouver  une  ligne  telle  (ju'en  menant  la  tangente  en  un  quel- 
conque M  de  ses  points  et  joignant  au  point  P  le  point  T  où  cette 
tangente  coupe  Oy,  l'angle  MTF  soit  droit. 

Appelons  a  l'abscisse  constante  du  ])()inl  F.  L'équation  de  la 
tangente,  en  M  (:r,  y)^  étant 
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le  point  T  a  pour  coordonnées 

X  =  o,        ^=y  —  ^/'; 

Fig.  i(j8. 


le  point  F  a  pour  coordonnées 

X  =  a,         Y=3  0. 
Le  coeflîcient  ani^ulaire  de  TF  est  donc 

y  —  ^y 

. , 

—  a 

celui  de  MT  est  y' .   Ecrivant  que  ces  directions  sont  rectangu- 
laires, on  a  ■   '• 

y  —  ^y  , 


a 


d'où  l'équation  de  Clairaut 

(3i)  y  =  ory 


a 

y 


L'intégrale  générale  s'obtient  en  remplaçant  y'  par  C  :  elle  est 
représentée  par  des  droites 


(32) 


y 


Ces  droites  sont  les  perpendiculaires  indéfinies  TMD  élevées 
par  les  divers  points  T  de  Oy  aux  droites  TF  :  chacune  de  ces 
droites  répond  à  la  question;  c'est  une  ligne  telle  ({ue  la  tangente, 
en  un  point  quelconque  de  cette  ligne  (tangente  qui  se  confond 
avec  la  droite),  possède  la  propriété  de  l'énoncé. 

Mais  l'équation  différentielle  admet  une  autre  solution  (intégrale 
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singulière),  qui  est  la  courbe  enveloppe  des  droites  (32).  Pour 
avoir  cette  enveloppe,  il  suffît  d'écrire  que  l'équation  (3^)  en  G  a 
une  racine  double,  ce  qui  donne 

équation  d'une  parabole  de  fojer  F  et  de  sommet  O. 

Remarque.  —  On  est  conduit  à  une  cqualion  de  Clairaut 
toutes  les  fois  qu'on  cherche  une  courbe  plane,  dont  les  tangentes 
possèdent  une  propriété,  dans  l'énoncé  de  laquelle  ne  figure  pas  le 
point  de  contact.  L'intégrale  générale  est  alors  formée  par  les 
droites  du  plan  qui  possèdent  la  propriété  en  question,  et  Tinlé- 
grale  singulière  est  l'enveloppe  de  ces  droites. 

345.  L'intégrale  singulière  déduite  de  l'équation  différentielle. 
—  D'après  ce  qui  précède,  si  l'int(''gi*ale  généiale  d'une  équation 
du  premier  ordre 

a  une  enveloppe,  quand  la  constante  arbitraire  varie,  celte  enve- 
loppe est  une  intégrale  de  l'équation^  et,  en  général,  une  intégrale 
singulière.  Mais,  pour  obtenir  ainsi  des  intégrales  singulières,  il 
faut  connaître  l'intégrale  générale.  Il  est  utile  d'avoir  une  méthode 
pour  trouver  directement  les  intégrales  singulières,  quand  elles 
existent,  à  l'aide  de  la  seule  équation  diUérentielle  et  sans 
connaître  l'intégrale  générale.  ^  oici,  à  cet  ('gard,  la  règle  (pie 
nous  allons  démontrer. 

S'il  existe  des  intégrales  singulières^  enveloppes  des  inté- 
grales générales^  elles  se  trouvent  parmi  les  courbes  obtenues^ 
en  éliminant  y  entre  l'équation  différentielle 

i^'(^,r,  r)  =  <j 

et  V équation  dérivée  par  rapport  et  y' 

c  est-à-dire  en  exprimant  que  C équation  différentielle.,  où  Von 
regarde  y  comme  une  inconnue^  admet  une  racine  double. 
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En  efïet,  léquatioii  difïVvrentiellc.  où  l'on  regarde  y'  comme 
rinconniie,  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux 
courbes  intégrales,  passant  p.ir  un  point  P  [x^  y)  du  plan.  Suppo- 
sons que  les  intégrales  générales  aient  une  enveloppe  E  {fig.  igS)  ; 
quand  le  point  P  est  voisin  de  Fenveloppe,  parmi  les  courbes 
intégrales  générales,  passant  par  P,  il^s'en  trouve  deux,  O  et  (j', 
très  voisines  l'une  de  l'autre,  de  sorte  que  les  coefticients  angu- 
laires des  tangentes,  en  P,  à  ces  deux  courbes  ont  des  valeurs  très 
voisines;  quand  le  point  1^  tend  vers  un  point  M  de  l'enveloppe, 
les  deux  courbes  (i  et  i\'  se  confondent  en  une  seule  G,  tangente, 
en  ^1,  à  l'enveloppe  et  les  deux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes, en  P,  deviennent  égaux  entre  eux  et  égaux  au  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  en  M. 

Donc  si  le  point  M  (^,  )')  appartient  à  l'enveloppe  des  inté- 
grales générales,  l'équation 

où  y  est  regardée  comme  l'inconnue,  admet  une  racine  double. 

l^a  proposition  est  donc  démontrée. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte.  Un  point  M  (^,  J^),  tel  que 
l'équation  F  {x^  y,  y')  =  o  ait  une  racine  double  en  y' ^  n'est  pas 
nécessairement  un  [)oint  de  l'enveloppe  des  intégrales  générales. 
Ce  peut  être  un  point  tel  que,  parmi  les  intégrales  générales 
passant  par  ce  point,  il  j  en  ait  deux  distinctes,  G  et  G',  tangentes 
entre  elles  {fîg'.   199,  I).  Ce  peut  être  aussi  un  point  INI  tel  que, 


F'g-  199- 
g/ 

0' 


M 


1 


parmi  les  courbes  intégrales  générales  passant  par  ce  point,  il  j  en 
ait  une  présentant,  au  point  M,  un  point  singulier  avec  deux  tan- 
gentes confondues,  un  rebrousscment,  par  exemple  {ftg-  199,  H)- 
D'après  cela,  si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  [x^  y)  pour 
lesquels  l'équation  F  (:r,y,  )')  =  o  admet  une  racine  double  en  y\ 
on  trouve  à  la  fois  :  1"  l'enveloppe  des  intégrales  générales,  quand 
elle  existe;  2"  le  lieu  des  points  par  lesquels  passent  deux  courbes 
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intéf;ralcs  distinctes  tangentes,  lien  <ju^ on  appelle  lieu  de  contact; 
3°  le  lien  des  points  singuliers,  à  tangentes  confondues,  des  inté- 
grales générales. 

Pratiquement,  pour  obtenir  Finlégrale  singulière  enveloppe 
des  intégrales  générales,  quand  elle  existe,  on  commence  donc  par 
chercher  le  lieu  des  points  [x^  y),  pour  lesquels  l'équation  diffé- 
rentielle admet  une  racine  double  en  y\  c'est-à-dire  qu'on  éli- 
mine y'  entre  les  deux  équations 

^'{00,  y,  y  j  =  o,         ^,  =  o. 

Soil 

^^{x,  y)  —  o 

le  lieu  obtenu  :  en  général,  le  premier  membre  de  cette  équation 
se  décompose  en  plusieurs  facteurs,  et  le  lieu,  en  plusieurs  courbes 
distinctes.  La  solution  singulière  cherchée  se  trouve  parmi  ces 
courbes  ;  on  la  reconnaît  en  essayant  successivement  ces  diverses 
courbes  et  en  voyant  laquelle  d'entre  elles  vérifie  l'équation  diffé- 
rentielle. Cette  courbe  spéciale  est,  en  général,  une  intégrale  sin- 
gulière. Les  autres  courbes  trouvées  sont  des  lieux  de  contact  ou 
des  lieux  de  points  singuliers. 

Il  peut  arriver  qu'aucune  des  courbes  ainsi  obtenues  ne  vérifie 
l'équation  différentielle;  il  faut  en  conclure  que  l'intégrale  géné- 
rale n'a  pas  d'enveloppe. 

Exemples.  —  i**  Un  premier  exemple  simple  est  fourni  par 
l'équation  différentielle 

^y''y"'-r~^y'-  —  {x-\-yyy-  =  o, 

fornuM'  dans  le  n**  332,  et  déjà  prise  comme  exemple  dans  le  n^  34'0. 
En  cherchant  le  lieu  des  points,  pour  lesquels  cette  équation  en  y' 
a  une  racine  double,  on  trouve 

Ce  lieu  se  décompose  en  trois  : 

V>  y  =  o. 
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Les  deux  premières  fonctions  vérifient  l'équation;  ce  sont  des 
intégrales  singulières.  La  troisième  )'  =  o  ne  la  vérifie  pas  :  elle 
définit  un  lieu  de  contact,  comme  nous  l'avons  vu  (n"  332). 

2^  Soit  l'équation  différentielle 

(33)  ^(3-4j)V2_4(,_jK)  =  o. 

En  écrivant  que  cette  équation  du  deuxième  degré  en  y'  a  ses 
racines  égales,  on  a  la  condition 

7(3-  4jk)Hi— 7)  =  <>• 

Le  lieu,  ainsi  défini,  se  compose  de  trois  droites  : 

'"  7  =  '; 

2"  '  y  =z  o; 

^"  7=7 

La  première  fonction  y  =  i  vérifie  l'équation,  car  si  l'on  subs- 
titue >'  =  I ,  on  a  jk'  =  o  ;  on  a  ainsi  une  intégrale  singulière. 

3 
Les  fonctions  y  =  o  et  j^  =  -  ne  la  vérifient  pas  :  nous  allons 

4 

voir  que  Tune  définit  un  lieu  de  points  de  rehroussement  deVhi^ 
tégrale  générale  et  l'autre  un  lieu  de  contact.  Pour  cela,  intégrons 

l'équation  différentielle.  En  remplaçant  j''  par-^,  on  peut  séparer 
les  variables  et  écrire 


OU 


n-47).  /    7 


i/(3-l7)/;^^7 


On  vérifie,  sans  peine,  que  l'intégrale  indéfinie  du  deuxième 
membre  est 

7*'(i— 7)'; 

on  a  donc 

OU,  en  rendant  rationnel. 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Quand  G  varie,  la 
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courbe  représentée  par  cette  équation  ne  change  pas  de  forme  : 
elle  se  transporte,  parallèlement  à  elle-même,  le  long  de  Taxe  O^. 
Construisons  la  <;ourbe  obtenue  en  faisant  C=:=o;  cette  couibc 
{fig-  200)  a  un  rebroussement  en  O,  avec  tangente  verticale;  le 


point  le  plus  haut  A  correspond  k  x  ^^  o^  y  =^  \  ]  les  point  B  et  B', 

1  1  '  1     >v  3  3 

a  tan2:entes  verticales,  ont  pour  coordonnées  x  =^  -±l  —-r-y  y  =  -• 

Quand  G  varie,  c'est-à-dire  quand  cette  courbe  se  transporte  le 

long  de  Ox^  son  enveloppe  est  la  droite  AA.',  jy  =  i   (intégrale 

singulière)  ;  le  lieu  du  point  de  rebroussement  est  l'axe  Ox^y  =  o  ; 

enhn  le  lieu  des  points  O,   où   deux  positions  difïérentes  de  la 

courbe  peuvent  être  tangentes,  est  la  droite  BB',  ,r  =^  ;  (lien  de 

contact). 


V.  —  REMARQUES  SUR  LE  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 

346.  Échange  de  la  fonction  et  de  la  variable  indépendante.  — 
Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  constamment  considéré  jk  comme 
la  fonction  et  x  comme  la  variable  indépendante.  Mais  il  va  de  soi 
que,  dans  une  équation  ditrérentielle, 


■'(■'•••>''©  =  <'' 


on  peut  considérer  x  comme  la  fonction  et  y  comme  la  variable. 

indépendante. 

.    Par  exemple,  l'équation 


(y^  +  x) 


dx 


où  l'on  regarde  y  comme  la  fonction  inconnue,  ne  rentre  dans 
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aucun  des  types  que  nous  avons  indiqués.  Mais,  si  l'on  y  regarde  x 
comme  la  fonction  et  y  comme  la  variable,  on  peut  l'écrire,  en 
multipliant  par  -^ , 

dx 

dy 

et  Ton  a  une  équation  linéaire^  par  rapport  à  la  fonction  inconnue 
et  à  sa  dérivée. 

Pour  l'intégrer,  on  suivra  la  méthode  générale  indiquée  :   on 
commencera  par  intégrer  l'équation  sans  second  membre 

-; h  X   =  O. 

dy 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  étant 

X  =  Ce-), 

on  cherchera  celle  de  l'équation  avec  le  second  membre,  sous  la 
forme 

où  C  sera  considéré  comme  fonction  dej'. 
En  dérivant,  on  obtient 

dx  ^  dC 

dy  dy 

L'équation  devient  alors 

dC 

dy      ^ 
dC  =  —  y^ey  dy , 

C  =  —   i y^eydy-\-  K. 
En  intégrant  par  parties,  on  a 

/  y^ey  dy  =    /  y"^  dey  =  y'^  ey  —  3  /  y^ey  dy^ 

I  72  ey  dy  =  I  y"-  dey  =  y^  ey  —  1  j  y  ey  dy, 

I  y  ey  dy  =  I  y   dey  =  y  ey  —      /       ey  dy, 

I  ey  dy  —  ey. 
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On  a  donc,  en  remontant  de  proche  en  proche, 


/  y^  ey  dy  =  ey{y'^  —  3j/2  _}_  6  j^  —  G 


Comme  on  a  posé  x  =  Ce  ^,  on  a  enfin,  pour  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  difïerenlielle  donnée,  ' 

a-  =  6  —  6j^  -h  3  j-  —  jK^  +  Ke-y. 

347.  Septième  type  :  Équation  de  Clairaut  généralisée.  (Équation 
de  Lagrange.)    -  Soit  une  équation  de  la  forme 

('54)  7  =  ^?(JK';-^-/(y), 

qui  se  réduit  à  l'équation  de  Claira-ut  quand  ^{y')  =,)'.  Prenons 
encore  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  ^  :  il  vient 

y -^  '^{f  ) -^[^^' {y  ) ^ f  {y')]-j^* 

Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  x  comme  la  fonction 
inconnue  et  )'  comme  la  variable,  c'est  une  équation  linéaire. 

Il  suffît  d'intégrer  cette  nouvelle  équation,  puis  de  remplacer  )' 
par  la  valeur  ainsi  trouvée,  en  fonction  de  x^  dans  l'équation  (34), 
pour  avoir  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 

348.  Changement  de  variables  en  général.  —  Etant  donnée 
une  équation  différentielle 

(3-3)  I.-(^,^,g)  =  „, 

on  peut  essayer  de  la  simplifier,  en  prenant  de  nouvelles  variables  ii, 
et  v^  liées  à  x  et  j-,  par  des  relations  de  la  forme 

(36)  x=f{u,ç),         x  =  ^{u,v). 

Le  long  d'une  courbe  intégrale,  œ  et  j-  peuvent  être  regardés 
comme  fonctions  d'un  même  paramètre  t]  les  formules  (36), 
résolues  par  rapport  à  a  et  e, 

(^7)  ''=/i(^,  r),      ^  =  ?i(^,  r)' 

montrent  que  ii  et  c  sont  également  des  fonctions  de  ce  paramétre. 
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On  a  donc,  d'après  (36),  en  faisant  varier  ce  paramètre  de  dt^ 

dx  —  —  du  -    -r-  dv. 

Ou  ()v      ' 

dy  =  -i-  du  -h  -~  di'. 

^         au  ()\> 

En  portant  les  valeurs  de  x^y^  dx^  dy  dans  Téquation  (JiU'éren- 
tielle,  on  la  transforme  en  une  équation  différentielle  entre  a  et  e. 
Si  l'on  sait  trouver  l'intégrale  générale 

<I»Ui,  ^',  G)  —  o 

de  cette  équation,  on  en  déduit  l'intégrale  de  la  proposée  en  v 
remplaçant  u  et  v  par  leurs  valeurs  (3-). 

Exemple.  —  Soit,  par  exemple,  l'équation 

(38)         {x"*- -^- y-)  {x  dx  -\- y  dy)  =  {x^ -^ y- -^  x){x  dy  ~ y  dx). 

Si  Ton  prend  des  coordonnées  polaires  ;•  et  B,  liées  aux  coor- 
données cartésiennes  par  les  formules 

a"  =  /"cosO,         j^rzz/'sinO, 

cette  équation  devient 

^/- =  (/•-+- rosO  )r/0 
ou 

équation  linéaire  en  r  dont  l'intégrale  générale  est 
/•  =  GeO-h  -(sinO  —  cosO). 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (i6)  est  donc 

, .-rcian;.'-  i 

xi-^ y'^— C^x-^-^ y- e  ^'-v-  -  {y  —  x). 


VI.  -  APPLICATIONS  :  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES; 
FACTEUR  INTÉGRANT. 

349.    Familles  de  courbes  orthogonales.     -  Soit  une  é(piation 
différentielle  du  premier  ordre 


(') 


•^(-^•©-" 
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et 

(■>.)  i=/(-'.^>' 

cette  équation  résolue  de  façon  à  donner  une  des  déterminations 
de  -—'  L'équation  (2)  donne,  comme  nous  l'avons  vu,  au  com- 
mencement du  Cliapitre,  le  coeftîcient  angulaire  de  la  tangente  à 
une  des  courbes  intégrales  G  qui  passent  par  le  point  (:r,  v)-  Les 
courbes  intégrales 

(3)  ^{x,  y,  0  =  0 

forment  une  famille  de  courbes  G  à  un  paramètre  C.  Les  trajectoires 
orthogonales  des  courbes  intégrales  G  sont  des  courbes  H  coupant 
toutes  les  courbes  G  à  a// i,>/e  ^ro// .  Si  l'on  imagine  celle  des  courbes  H 
qui  passe  par  le  même  point  (^,  r)  et  qui  coupe  la  courbe  G  consi- 
dérée à  angle  droit,  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  à  H 

est — :  Féquation  diOérentielle  des  courbes  H,  trajectoires 

orthogonales  des  courbes  G,  est  donc 

dy 


dx         JX^iy) 
(1)  -$-/^^^^')- 

D'où  la  règle  suivante  :  Etant  donnée  une  équation  différen- 
tielle (2)  qui  définit  une  famille  de  courbes  à  un  paramètre^ 
r équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  s'obtient 

en  remplaçant  dans  V équation  différentielle  -j-  par  —  -j-- 

Prenant  l'équation  diflerentielle  sous  la  forme  (1),  on  peut  lui 
appliquer  la  même  règle  et  dire  que  l'équation  différentielle  des 
trajectoires  orthogonales  des  courbes  intégrales  est 

djr\ 

On  pourra  appliquer  cette  règle  aux  divers  exemples  précédem- 
ment traités.  Prenons  la  parabole 

y-  —  y.  G  r  =  0 
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dont  l'équation  différentielle  est 

dy  _  j^ 
dx        jl  X 

Les  trajectoires  orthogonales  ont  pour  équation  différentielle 

dx        y 
dy        7.  X 

En  séparant  les  variables  et  intégrant,  on  trouve  les  ellipses 

x'--r-  ~y^  =  C. 

3o0.   Facteur  intégrant.  —  Soit  une  expression  de  la  forme 
(-))  Xdx-^\dy, 

où  X  et  Y  sont  fonctions  de  x  et  de  j^  Celte  expression  nest  pas, 
en  général,  une  différentielle  totale.  Mais  il  existe  toujours  des 
facteurs  ).  fonctions  de  00  et  de  y  tels  que  le  produit 

(6)  l(Xdx-^Y  dy) 

seit  une  différentielle  totale.  Voici  comment  on  prouve  l'existence 
de  ces  facteurs.  Considérons  l'équation  différentielle  auxiliaire 

(7)  Xdx-{-\dy^o 

obtenue  en  égalant  l'expression  considérée  (1)  à  zéro.  Celte  équa- 
tion, étant  du  premier  ordre,  admet  une  intégrale  générale  de  la 
forme  (3),  que  nous  supposerons  résolue  par  rapport  à  la  cons- 
tante C  : 

(8)  C=V{x,y). 

Pour  obtenir  le  coefffcient  angulaire  de  la  tangente  à  celle  des 
courbes  intégrales  qui  passe  par  le  point  (x,  y),  en  ce  point,  il 

suffft  de  tirer  de  (8)  la  valeur  de  -—  par  la  méthode  de  dérivation 
des  fonctions  implicites, 

d\J        (RJ  cly 

Cette  valeur  de  -j-  devant  être  la  même  que  la  valeur  tirée  de 


EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE.  .         69I 

l'équation  diflt'rentielle  (7),  on  a 

(10)  -^  =  -^  =l(a^,y), 

OÙ  nous  appelons  "k  la  valeur  commune  des  deux  rapports.  Dès 

lors, 

dU       .  ^,  à{]       ,  ^ 

—  =  aX.  —  —  aY 

dx-  '  ây 

et 

hiXdx-^Ydy)  =  dV. 

\l  existe  donc  au  moins  un  facteur  intéi>rant  k.  Mais  alors  il  en 
existe  évidemment  une  infinité,  car,  si  l'on  prend 

à  étant  une  fonction  quelconque  de  L,  Xj  est  aussi  fadeur  inté- 
grant; en  effet,  on  a 

lx{^dx-h\  dy)  =  'h{\J)d\], 

OÙ  le  second  membre  est  la  différentielle  de 


f^{\})d\]. 


Exemple.  —  L'expression  —  y  dx -^  x  dy  admet  comme  fac- 
teur intégrant  —  ?  car  * 


^.{-ydx-^-x  dy)  =  d[^j  ; 


de  plus,  cette  expression  admet  comme  facteur  intégrant  toutes 
les  expressions 


X-       \x 


c'est-à-dire  toutes  les  fonctions  homogènes  de  degré  —  2  de  ^  et 
dey,  par  exemple. 


ax--\-  ib  xy  -h  cy'^ 
rï,  6,  c  étant  des  constantes  quelconques. 
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Remarque.  —  Quand  on  connaît  un  facteur  intégrant  de  (i), 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (3)  s'obtient  par 
quadratures  :  elle  est  L  =  C.  Inversement,  si  l'on  ne  peut  pas 
deviner  la  forme  du  facteur  intégrant  et  si  l'on  veut  trouver  un 
tel  facteur,  il  faut,  d'après  la  méthode  même,  intégrer  l'équa- 
tion (  7). 


CHAPITRE  XIX. 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  DEUXIÈME  ORDRE 
ET  D'ORDRE  SUPERIEUR, 


I.  —  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  DEUXIEME  ORDRE. 

351.   Existence  de  l'intégrale  générale.  —   Une  équation  diffé- 
rentielle du  deuxième  ordre  est  de  la  forme 

On  appelle  intégrale  générale  de  cette  équation  une  fonction  )• 
de  X  et  de  deux  constantes  arbitraires  Ci  et  G^,  ~ 

^=:?(:r,  G,,G,), 

vérifiant  identiquement  l'équation.  On  peut  se  rendre  compte  de 
l'existence  de  cette  intégrale  générale  par  les  considérations  sui- 
vantes, analogues  à  celles  que  nous  avons  développées  à  propos  de 
l'équation  du  premier  ordre  (n**  334). 

Employons,  pour  simplifier  Técriture,  la  notation  des  dérivées. 

L'équation  (  i)  délinit  -r-^  ou  y"  en  fonction  de  x^  y,  y' .  Soit 

une  des  valeurs  y ^  tirée  de  l'équation  (i).  Cherchons  à  former, 
à  l'aide  de  la  formule  de  Mac-Laurin,  une  série  ordonnée,  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x,  vérifiant  l'équation  (i). 
Cette  série  sera  de  la  forme 

Appulf,.  —  lAénients  d'Analijsc.  —  st.  38 
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Il  s'agit  de  calculer  les  coefficients  jo  5  J^'o' J'o?  •••  <^ui  sont  les 
valeurs  de  la  fonction  y  et  des  dérivées  successives  pour  x  ^  o. 
Nous  allons  voir  que  tous  ces  coefficients  s'expriment,  en  fonction 
des  deux  premiers,  qui  restent  arbitraires.  En  effet,  dans  l'équa- 
tion différentielle  donnée  (i  bis)^  faisons  .r^^  o  ;jj',  )',)''  prennent 
des  valeurs  jKo7  y'oi  y'o  ^^  ^'^^  ^ 

Pour  avoir  j'^',  différentions  l'équation  (i  bis)  par  rapport  à  j', 
en  nous  rappelant  que  j'  et  )'  sont  fonctions  de  ^;  d  vient 

(3).  y.^f^lLy^i^y _ 

En  faisant  dans  cette  relation  :r  =  o,  on  a j'J  en  fonction  de  jo 
et  j^'y,  car  jk'o  est  connu,  en  fonction  de  ces  deux  quantités.  Déri- 
vant de  nouveau  la  relation  (3)  par  rapport  à  x  et  faisant  ensuite 
^  =zi  o,  on  a  t'o  en  fonction  de  y^  et  y'^  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  que  tous  les  coefficients  de  la  série  (2)  sont  des 
fonctions  connues  des  deux  premiers  j'o  et  y\.  Si  cette  série  est 
convergente,  elle  converge  dans  un  intervalle  symétrique  par 
rapport  à  o,  et,  dans  cet  intervalle,  elle  définit  une  fonction  de  x^ 

(4)  *  r  =  *i'(^,  ro'jo), 

vérifiant  l'équation  et  contenant  les  deux  constantes  arbitraires  Ko 
et  y„.  Il  peut  se  faire  que  cette  série  diverge;  cela  arriverait,  par 
exemple,  si  le  calcul  donnait,  pour  une  des  quantités  jj,,  7'^',  .  .  ., 
une  valeur  infinie.  iNous  n'examinerons  par  les  difficultés  qui  se 
présentent  alors  et  nous  nous  contenterons  des  considérations 
ci-dessus,  pour  établir  l'existence  de  l'intégrale  générale. 

Ces  considérations  montrent  que,  en  général,  iuk;  solution  f  de 
l'équation  (i)  est  déterminée  quand  on  connaît  les  valeurs  que 
prennent  cette  fonction  y  et  sa  dérivée  >'  pour  ^=  o.  En  regar- 
dant X  %l  y  comme  les  coordonnées  d'un  point,  <^n  peut  dire 
qu'une  courbe  intégrale  est,  en  général,  déterminée  quand  on 
connaît  le  point  où  elle  coupe  l'axe  des  y  et  le  coefficient  angu- 
gulairey'jj  de  la  tangente  en  ce  point. 
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Au  lieu  des  constantes  arbitraires  Vq  et  y'^^  qui  figuj'ent  dans 
Fintégrale  générale,  on  peut  évidemment  en  faire  figurer  d'autres 
C,  et  Go,  en  remplaçant  >'o  el  y'^  pixi  des  fonctions  de  deux 
constantes  arbitraires  C,  et  C^  : 

ces  expressions  étant  assujetties  à  la  seule  condition  que  l'on  peut 
choisir  G,  et  Go,  de  telle  façon  que  )'o  et  )',,  puissent  prendre  des 
valeurs  quelconques  données.  L'intégrale  générale  (4  )  devient  alors 
une  fonction  de  x  et  des  deux  (constantes  G,  et  Go  : 

Remarque.  ■ —  On  pourrait,  de  même,  par  rem[)l<û  de  la  série 
de  Taylor,  former  une  fonction 

y=y,-\- ^ jKoH p^ JK.,  +  •  •  •  , 

qui  vérifie  l'équation  et  qui  soit  lelle  que  cette  fonction  y  et  sa 
dérivée  y'  prennent,  pour  x  =  .Xq,  des  valeurs  arbitraires  Kq  et  r',i- 
On  calculera,  par  le  même  procédé  que  plus  haut,  les  valeurs  ),',, 
Vq,  .  .  .  que  prennent  les  dérivées  successives  pour  x  ^=  Xq  el  l'on 
vérifiera,  de  même,  qu'elles  s'expriment  toutes  en  fonctions  de  )„ 
et)-;. 

Intégrales  par liculières ;  intégrales  singulières.  —  Les  inté- 
grales particulières  sont  celles  qu'on  obtient  en  particularisant  les 
constantes  arbitraires  figurant  dans  Fintégrale  générale.  Il  peu! 
exister  d'autres  solutions  qu'on  appelle  singulières. 

Exemples  cV intégration  par  séries.  —  i'*  Soit  l'équation 

(^)  .  ■  -  ~  y'=-j'- 

Suj)posons  la  fonction  inconnue  y  développée  en  série  par  la  for- 
mule de  Mac-Laurin  : 

L'équation  (5)  dérivée,  par  rapport  à  ^,  un  nombre  quelconque 
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-de  fois,  donne 

r  =y, 


en  faisant  ce  =  o  dans  ces  relations,  on  voit  que  les  dérivées  d'ordre 
pair  sont,  pour  x  =  o^  alternativement  égales   à   — Vo  et   +  Vo? 
les  dérivées  d'ordre  impair  h  y'^  et  —  y''^^. 
On  a  donc 

r=y„^-  -ri,-  —  r.-  77^ ^'i-*-  7:^34  ^"^•••- 

En  réunissant  les  termes  en  )  „?  on  voit  que  le  coefficient  de  )'o 
est 

X'  x'* 


1.-2       1.2.3.4 

c'est-à-dire  cos.r;  et,  en  réunissant  les  termes  en  )"y,  on  voit  que 
leur  coefficient  est 

I .  •>. .  ô        I .  -2 . 3 . 4 .  ^ 

c'est-à-dire  sin^.  On  a  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (5) 

sous  la  forme 

y  =focosx-r'y^isïnx,       "N 

avec  deux  constantes  arbitraires  r^  et  r^-  H  est  facile  de  vérifier 
que  cette  fonction  y  substituée  dans  l'équation  différentielle  (5) 
rend  les  deux  membres  identiques,  quels  que  soient j^  et  )'jj. 

On  arrivera  au  même  résultat,  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  en  substituant,  dans  l'équation  différentielle,  une 
série  de  la  forme 

J  =  «0 -i-  «1  ^  -^  «2-37'2  +  .  •  •  +  «/t  ^"  +  .  .  . 

et  écrivant  que  l'équation  est  identiquement  vérifiée  :  on  trouve 
que  tous  les  coefficients  a^,  . .  .,  a,,^  .  .  .  s'expriment  à  l'aide  des 
deux  premiers  et  que  l'intégrale  générale  est 

y  =  aocosx  -4-  «1  sinar, 
«0  et  Ui  désignant  des  constantes  arbitraires. 
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2"  Soit  r équation 

(G)  y'—.ry—y  =  o. 

Actuellement,  si  l'on  calcule,  de  proche  en  proche,  toutes  les 
valeurs  des  dérivées  yj,,>'J,  ...  correspondant  à  x  =  o^  aucune 
de  ces  valeurs  n'est  infinie.  On  est  donc  conduit  à  penser  que, 
dans  le  voisinage  de  j;  =:  o,  l'intégrale  générale  est  développable 
par  la  formule  de  Mac-Laurin  en  une  série  de  la  forme 

y  =  ao-T-  cii.v  -h  a2X--h.  . . -t-  an -T" -; 

Substituons  ce  développement  dans  l'équation  (6)  et  écrivons 
que,  après  la  substitution,  le  coefficient  de  x^^  est  nul;  il  vient 

(  /i -h  -^ )  (  /H-  1  )  a„+2  —  fian  —  ««  =  o, 
d'où 

an 

an  +  2  =   - — ■ — -  • 


Faisant  successivement  /i  =  o,  i ,  2,  3,  .  .  . ,  on  voit  que  cette 
relation  donne  tous  les  coefficients  d'indices  pairs,  en  fonction 
de  cto  : 


<7o  ao  «0 

a.2  —  —  ,  «4  = 


2  '2.4  2.4.0 

et  tous  les  coefficients  d'indices  impairs,  en  fonction  de  a^ 

ai  rt]  ai 

ai=  —  1  «5  =  .T^  '  a-  —  -— r —  ?  .... 

o  J .  ')  0.0.7 

Donc  l'expression  de  j-  devient 

/  .r-         x'*       -     x^ 

\  2         2.4        2.4. 


4.6 


/  x^  x^  x^  \ 

t-  ai[x  -\-  —^  -^  -— r  +  —-7 r-  .  . . 

\  3  o .  :>        J .  5 , 7  / 


Les  deux  séries,  entre  parenthèses,  sont  convergentes  poui- 
toutes  les  valeurs  de  .2*  :  on  a  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (6),  avec  deux  constantes  Oq  et  a,.  On  peut  remarquer  que 

la  série  qui  multiplie  «0  est  e  ^   :  en  donnant  à  a„  la  valeur  i  et 
à  rt,  la  valeur  o,  on  voit  donc  que  l'équation  admet  l'intégrale 

particulière  e  '%  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 
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II.  -  CAS  DE  REDUCTION  AU  PREMIER  ORDRE. 

So':^.  Cas  de  réduction  au  premier  ordre.  —  Nous  allons  indi- 
quer trois  cas  dans  lesquels  Fintégration  d'une  équation  diiïeren- 
tielle  du  deuxième  ordre  se  ramène  à  Fintégration  d'une  équation 
du  premier  ordre,  suivie  d'une  quadrature.  On  peut  alors  terminer 
Fintégration  toutes  les  fois  que  l'équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  à  laquelle  on  est  conduit,  rentre  dans  un  des  types 
intégrables  que  nous  avons  indiqués.  Ces  trois  cas  sont  les  sui- 
vants : 

'    i"  L'équation  ne  contient  pas  r; 
v   2"  L'équation  ne  contient  pas  :!•; 

.)"  L'équation  est  homogène  en  r,  y',  y". 

3o3.  Premier  type  :  L'équation  différentielle  ne  contient  pas  y. 
—  Soit  une  équation  différentielle  de  la  forme 

où  manque  )'.  Dans  ce  cas,  on  prend  comme  fonction  inconnue  )' 
et  l'on  remarque  que 

dv' 

r^'équation  s'écrit  alors 


(8) 


Elle  est  du  premier  ordre  en  1'.  Supposons  qu'on  sache  intégrer 
cette  équation  et  soit 

y--^  oix,  G) 

son    intégrale    générale,    C    désignant   une    constante    arbitraire. 
D'après  la  signification  de  r',  on  peut  écrire 


y^Jo{x,  Odx^C. 
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On   a   ainsi   l'intégrale    générale   de  l'équation  (7)  avec  deux 
constantes  arbitraires  G  et  C. 

Exemple.    -  Soit  à  intégrer  Féquation 

(9)  zx-^y^y-^-^ix^. 

Gomme   )'  manque,  on  prend  y'  comme  inconnue  auxiliaire; 
remplaçant  7  ''  par  -j--,  on  a  l'équation  du  premier  ordre  en  y' 

(.0)    ^  3^==(i::)V., 

dx        \  X  ] 

équation  homogène.  Pour  l'intégrer,  on  fait 

il'  _ 
elle  devient 


^        z,         ^  =  -'■' 


3  «  -h  3  a:-  -—^  ==  ^2  _^_  2 
dx 


ou,  en  séparant  les  variables  x  ç^l  z. 


I  dx 


3    X         z'-  —  3  5  -h  2 


Décomposons  la  fraction  rationnelle  du  deuxième  membre  en 
fractions  simples  ;  nous  avons 


i   dx  dz  dz 


'i    X         z  —-  o.        z  —  1 
En  intégrant,  on  a 

-(Lx —  Le)  =  L(^  — -2) —  L{z —  i), 

3      c  z  —  I 

c  désignant  une  constante.  On  tire  de  là 


7  -  U/ 


x\-i 


(;)' 


1 
—  I 


6o() 
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Comme  on  a  posé  y' =  zx  el  que  r'  est  égal  à  -^)  il  vient 


dy 

-,(-')* 

—  2 

dx 

—  1 

/î'i--. 

(^0  y 


On  a  ainsi  Fintégrale  générale  de  l'équation  donnée  avec  deux 
constantes  arbitraires  c  et  d . 

Il  est  facile  d'effectuer  la  quadrature  qui  figure  dans  l'expres- 
sion (il)  de  }-;  il  suffit  de  poser 

—  =  11^  dx  =  3  cu^dii. 

c 

ce  qui  donne 

y  —  3c'   / du  -+-  c  ; 

on  est  ainsi  ramené  à  l'intégration  d'une  fraction  rationnelle  en  u. 
La  décomposition  en  fractions  simples  donne 

u^(  Il  —  2)                                                                       I 
=  u^ —  a'*—  u^ —  z<2 —  Il  —  , _  . 


u  —  I 
On  a  donc 


^     ^r  U^  U^  u'*  lÛ  U^  ,  1 

et,  en  revenant  à  la  variable  x  par  la  formule 

--4(-:f-'] 


-+-  c . 
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Remarque.  —  Dans  certains  cas,  en  intégrant  l'équation  du 
premier  ordre  (8),  il  est  plus  commode  d'exprimer  x  en  fonction 
de  y'  et  de  mettre  l'intégrale  générale  de  cette  équation  sous  la 
forme 

(vx)  x^^iy'.C), 

On  peut  alors  exprimer  >-  à  l'aide  de  y'  en  partant  de  la  relation 

dx        -^   \ 

qui  donne,  en  tirant  dx  de  (12), 

où  'V  désigne  la  dérivée  de  ^(,r',  C)  par  rapport  h  y' .  On  a  donc 

(i3)  jK=  I y'\''(y',  C)dy'-i-C'. 

J.es  équations  (12)  et  (i3)  définissent  x  ei  y  en  fonction  de  y'', 
l'élimination  de  )'  donnerait  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec 
les  deux  constantes  C  et  C 

3oi.  Deuxième  type  :  L'équation  ne  contient  pas  x.  —  Soit 
une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre  de  la  forme 

ne  contenant  pas  x.  On  la  ramène  à  une  équation  du  premier 
ordre  entre  )'  et  >'. 

11  suffit  de  remarquer  que  l'on  peut  écrire 


dy 
ou,  comme  -r-  =  y 
dx 


dx         dy  dx 


L'équation  devient  alors 
('5)  F(_,,y,y^)  =  „, 

équation  du  premier  ordre  entre  >'  et  j'. 
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Si  l'on  sait  intégrer  cette  équation,  on  en  lire 


ou 


On  a  alors 


è>?0',G). 


dx 


(i6)        ^  ^=Ç\ 


dy       ,  ,, 


On  a  ainsi  Fintégrale  générale  de  l'équation  donnée  (i/l)  avec 
deux  constantes  arbitraires  G  et  C 

Remarque .  —  Pratiquement,  il  peut  arriver  qu'il  soit  plus 
commode  de  tirer  y^  en  fonction  de  y\  de  l'équation  (lo);  on 
trouve  alors 

(«7)  J  =  4>(y,  G). 

Dans  ce  cas,  on  exprime  aussi  x  en  fonction  de  )'.  Pour  cela,  on 

part  de  la  relation 

dv  ^    , 

dx   ~^' 

d'où  l'on  déduit 

dx^i;; 

y 

et,  en  remplaçant  j-  par  son  expression  (17), 
,, .     ^\y\  ^)dy' 

CIX    =     ; > 

y 

'V  désignant  la  dérivée  de  ']>  par  rapport  à  )'.  On  a  alors 
(.8)  .=/ 


^'{y\Q.)dr'    ^    ^^ 


Les  deux  expressions  (17)  et  (18)  donnent  ^  et  jk  exprimés  en 
fonction  de  la  variable  auxiliaire  y'.  L'élimination  deJr^  entre  ces 
deux  équations,  donne  une  relation  entre  x^  >',  C  et  C  :  c'est 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle. 

Exemples  :  Premier  exemple.  —  On  est  conduit,  en  Méca- 
nique, à  des  équations  de  ce  type  quand  on  cherche  le  mouvement 
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rcctlligne  d'un  point  sollicilé  par  une  force  dont  l'intensité  dépend 
seulement  de  la  positio/i  du  point  et  de  sa  vitesse. 

En  effet,  considérons  un  point  M,  de  masse  /??,  qui  se  meut  sur 


Fis.    201. 


un  axe  Ox  {fi^-  201)  sous  l'action  d'une  force  X,  dont  la  valeur 

est  fonction  de  l'abscisse  x  du  point  et  de  sa  vitesse  r  =  — r-» 

^  cit 


L'équation  du  mouvement  est  alors 

d^x        ,.  /      (Ix  \ 


é(|uatit)n  différentielle  du  deuxième  ordre  dans  laquelle  manque  la 
variable  indépendante  t.  D'après  la  méthode  générale,  on  ramène 
cette  équation  au  premier  ordre  en  prenant  comme  inconnue  auxi- 
liaire la  dérivée 

dx 
dt 
On  a  alors 

d'^x        dv  dv  dx         dv 

~dû-   "'"  'di   ~  ~dx  ~dt.    ~'dx     ' 

et  l'équation  s'écrit 

équation  du  premier  ordre  définissant  r  en  fonction  de  x . 

On  peut  remarquer  qu'en  chassant  le  dénominateur  dx  on  peut 
écrire  l'équation  sous  la  forme 

d  —f(x,  v)dx^ 

qui  est  la  relation  fournie  par  le  théorème  des  forces  vives. 

Une  fois  c  trouvé  en  fonction  de  x  par  l'intégral  ion   de   cette 

équation, 

('  =  cp(.r,  G), 


on  a,  comme  r  ■==--  — — 
dl 
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,  dx 

dt 


^{x,  G) 
'  dx 


r    dx 


On  a  ainsi  l'équation  du  mouvement  avec  deux  constantes  arbi- 
traires qu'on  détermine  quand  on  connaît,  à  l'instant  initial  /  -—  /„, 
l'abscisse  initiale  Xq  et  la  vitess3  initiale  Vq  du  mobile. 

Deuxième  exemple  :  Courbe  élastique  plajie.  —  Cliei  elions 
une  courbe  plane  dans  laquelle  la  courbure  en  chaque  point  varie 
proportionnellement  à  l'ordonnée  de  ce  point.  Cette  courbe  est  la 
figure  d'équilibre  d'une  lame  élastique  dont  la  fibre  moyenne  est 
rectiligne  à  l'état  naturel  et  que  Ton  courbe  en  faisant  agir  sur  les 
deux  extrémités  des  forces  et  des  couples. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe  étant  II,  on  doit 
avoir 

1    zr-    Z 

a  désignant  une  constante.  Remplaçant  R  par  son  expression,  on  a 
l'équation  du  deuxième  ordre 

y"  y 


Cl' 


dans  laquelle  manque  la  variable  indépendante  x. 
Remplaçant  alors  jk"  par  -^  =r.y'  -^,  il  vient 
y'  dy'  y  dy 

d'où,  en  intégrant  les  deux  membres. 


On  tire  de  là,  en  résolvant  par  rapport  à  j'. 
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dx 


R<'niplarant  j'  par  -^  et  résolvant  par  rapport  à  dx^  on  a,  après 


intégration, 

(19)  x=     1     dy  4-  G'. 

J  i/-(ë-y 

Telle  est  réqiiation  de  la  eourbe.  La  valeur  de  la  eonstante  C' 
n'inllue  pas  sur  la  forme  de  la  courbe,  car  cette  constante  vient 
simplement  s'ajouter  à  x;  quand  C  varie,  la  courbe  se  transporte 
parallèlement  à  Ox.  La  constante  G  influe,  au  contraire,  sur  la 
forme  de  la  courbe;  si  G-  est  supérieur  à  i,  la  courbe  ne  peut  pas 
couper  l'axe  O.r,  car,  dans  ce  cas,  pour  j/  =  o,  y'  est  imaginaire  ; 
si  C^  est  inférieur  à  i,  la  courbe  coupe  l'axe  Ox  et,  aux  points 
d'intersection,  elle  présente  des  inflexions,  car,  j'  étant  nul,  ^  l'est 
aussi,  en  vertu  de  l'équation  différentielle. 

L'intégrale  figurant  dans  l'équation  (19)  ne  peut  pas  être  calculée 
exactement  par  les  méthodes  élémentaires  :  on  la  calculera  par  les 
méthodes  d'approximation. 

3oo.  Troisième  type  :  L'équation  est  homogène  en  y,  y,  y".  — 
Soit  une  équation  de  la  forme 

qui  contient  x  d'une  façon  quelconque,  mais   qui  est  homogène 
en  y,  j',  r  7  de  telle  façon  que  l'on  ait  identiquement 

(21)  F(;r,  Xj-,  ly\hy")  =  \''¥{x,  y,  y,  y"), 

A  étant  un  facteur  quelconque. 

Dans  ce  cas,  en  désignant  par  z  une  nouvelle  fonction  inconnue 
de  07,  on  fera 

(•2'»)  y^eJ         ,         y=zeJ        ,         y  '  ::=  {z  -\- z"^) e-^ 

En  substituant  et  supprimant  le  facteur  e'v ''^^■,  on  a_,  pour  déter- 
miner 3,  l'équation  du  premier  ordre 

F(^,   \,z,  z'^~z^-)  =  o', 

cette  équation  donne  ^  en  x\  la  première  des  relations  (22)  donne 
ensuite  j'  par  une  quadrature. 
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Exemple.  —  Soit  réquaùon 

y  y"  —  |-'2  —  (\.vy-  —  o. 
Par  le  chanoement  (22)  elle  devient 

z' —  r»a-  =  o  ; 
dV)ii 

et 

III.  —  ÉQUATIONS  D'ORDRE  QUELCONQUE. 

^rJG.    Intégrale  générale.  —  Soil  une  équation  difïeientielle 

d'ordre  n.  On  démontre,  par  une  méthode  analytique  analot^ue  à 
eelle  que  n(jus  avons  suivie  pour  les  deux  jnemiers  ordres,  (jue 
cette  équation  admet  toujours  une  solution jk  tonction  de  x  el  de  a 
constantes  arljitraires  : 

Ces  constantes  doivent  pouvoir  être  déterminées  de  telle  iacon 
que,  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable  j-,  o  par  exem|)le, 
la  fonction  y  et  ses  (n  —  i)  premières  dérivées,  par  rapport  à  .r, 
prennent  des  valeurs  arbitrairement  choisies. 

(^ette  solution  (2)  s'appelle  P intégrale  générale  de  Técpra- 
tion. 

En  donnant  à  certaines  constantes  des  valeurs  numériques, 
dans  l'expression  (2),  on  obtient  des  solutions  ou  intégrales  par- 
ticulières. 

L'équrttion  difTérentielle  peut  admettre  quelquefois  d'autres 
solutions  que  l'intégrale  générale  et  les  intégrales  particulières  : 
ces  solutions,  quand  elles  existent,  s'appelhmt,  connue  pour  h; 
premier  ordre,  intégrales  singulières. 

357.  Type  d'équation  réductible  au  premier  ordre .  Une  équa- 
tion d'ordre  n  est  réductible  au  premier  ordre  quand  elle  ne  con- 
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tient  ni  la  fonction  inconnue,  ni  ses   dérivées   d'ordre    i,  2,  ..., 
(//  —  2).  En  effet,  l'équation  est  alors  de  la  forme 


/       <^«-i  y     d'y\  _ 


En 

posant 

dx"- 

V 

on  la 

ramène 

à  la 

forme 

F| 

[■■■ 

'  dx 

équation  du  premier  ordre.  Cette  équation,  étant  intéj>rée,  a  pour 

intégrale  générale 

ç  =  '^(x,C). 

Pour  avoir  y,  on  est  ensuite  ramené  à  trouver  une  fonction  y 
telle  que 

ce  qui  se  fera  en  intégrant,  successivement  [n  —  1  )  fois  par  rapport 
à  ^  et  ajoutant,  chaque  fois,  une  constante  arbitraire. 

Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 


l'équation  devient 


d\y 
dx-- 

*  dx-^  - 

d^y  _ 
dx-^- 

dv 

^'d-x 

)  Ç         . 

équation    linéaire    en    c.    Pour    l'intégrer,    cherchons    l'intégrale 
générale  de  l'équation  sans  second  membre 

X  — )  V  =  o, 

dx 

intégrale  qui  est 

V==Cx\ 

Après  quoi,  considérons  G  comme  fonction  de  x  et  déterminons-le 
de  manière  à  ce  que  la  fonction 

ç  =  Cx^ 
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vérifie   réqiiaûon   proposée.   En    remplaçant    c  par  la  valeur   ci- 
dessus  et  en  réduisant,  on  obtient 

— -  =  I         C  =  X  -^  L  . 
a.r 

On  a  donc 

r  =  Cx-^  =  x''  +  C'.r^. 

l*our  déterminer  y  en  fonction  de  oc^  revenons  à  Féquation 


dx^  ""  ^' 


nous  avons 

Multiplions  par  dx  et  intégrons,  nous  avons 

d*'y       X-    ,    ^,  ^■''       p 
dx-  j  1 

Multiplions  par  djo  et  intégrons  : 

4^'-  -+G'---G,.z-  +  C... 
dx        jo  lo 

Enfin,  multiplions  par  dx  et  intégrons,  nous  avons  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3) 

"T*"                         '77^                         'T*^ 
(\)  y=— 'r-  C H   Gi   " hGoa:'-f-G3, 


avec  quatre  constantes  arbitraires  C,  C|,  G^,  C,. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 


I.  -  GENERALITES. 

Équations  linéaires  d'ordre  /?.  —  Une  équation  dififérentielle 
d'ordre  n  est  dite  Linéaire  quand  elle  est  linéaire,  par  rapport 
à  la  fonetion  inconnue  et  à  ses  dérivées.  Une  équation  linéaire  est 
donc  de  la  forme 

cl"  Y  d'^-^r  dy 

ou  «0,  . . .,  a«  -I,  cini  X  sont  des  fonctions  de  x.  Le  terme  X  s'ap- 
pelle le  second  membre  de  l'équation.  Quand  le  second  membre 
est  nul,  on  dit  que  l'équation  est  sans  second  membre;  on  dit 
aussi,  dans  ce  cas,  que  l'équation  est  linéaire  et  homogène  par 
rapport  à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées. 

L'étude  des  équations  linéaires  a  une  grande  importance  pour 
les  applications  à  la  Physique  et  à  la  Mécanique. 

358.   Théorèmes  généraux.  —  Posons,  pour  abréger, 

L'équation  s'écrit  alors 

Voici  quelques  propriétés  qui  résultent  immédiatement  de  la 
forme  linéaire  de  cp  {y)- 

Appell.  —  Éléments  d'Analyse,  —  st.  39 
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Théorème  I.  —  Soient  y  une  fonction  quelconque  de  x,  C  une 
constante  :  on  a,  identiquement^ 

(p(GjK)  =  Gç(j^). 
En  effet, 

expression  qui  est  évidemment  identique  à  C'f{y). 

Théorème  II.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions  quelconques  de  x^ 
on  a 

o(  u  -f-  v)  =  o{u)-r-  o(v). 

En  effet, 

o{ic  +  .)  =  a,        ^^^^        +a,        ^^^^_^         ^,,,^an{u^ç). 

Gomme  la  dérivée  d'une  somme  est  la  somme  des  dérivées  de  ses 


termes,  on  a 


d"  V  d'^-^ 


^0  -7—7    ^-  «1 


dx'  ^    dx"-'^  ,         ' 

c'est-à-dire  cp(?/) -|- '^(i-). 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  fonctions  w, ,  r/o,  W3,  •  •  -, 
Up^  on  a 

Cp(l<i+  lU-f-..  .-\-  Up)  =  '^(Wi)-h  ^(^2)  -f-.  .  .H-  'i(Ujj)- 

Théorème  III.  —  Soient  y t^  j'25  •••7  J/>  ^^<^^  fonctions  de  x\ 
G,,  Ga,  . . .,  G^  des  constantes^  on  a  identiquement 

?(G, ^,-4-  G2jK2-i-.. .+  G/,jK/.)  =  Gicp(j,)  +  G2o( 72)+-  • .+  Cpcp(^;,). 

Ge  théorème  se  vérifie  immédiatement  :  il  est  une  conséquence 
des  deux -précédents.  On  a,  en  effet,  d'après  le  théorème  II, 

«CGi7iH-  G2JK2-H. .  .-i-  ^pYp)  =^  «^(Giji)  -h  cp(C2jK2)  +. . .  ~C^j>>); 

mais,  d'après  le  théorème  I, 

cpfG,j^,)  =  G,cp(jK,),       ?(G2rO==G2cp(r2), 

et  le  théorème,  que  nous  avons  en  vue,  est  démontré. 
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II.  —  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  LINEAIRES 
SANS  SECOND  MEMBRE. 


Théorèmes  généraux.  Forme  de  l'intégrale  générale.  —  L  ne 
équation  difïerentielle  linéaire  sans  second  membre, 

'  d'iy  d"-^  y 

s'écrit  avec  la  notation  précédente 

cp(jK)=0. 

359.  Théorème  I.  —  Soient  y  ^^  y  ^^  ...,yp  des  solutions  de 
cette  équation^  c  est-à-dire  des  fonctions  de  x^  telles  que 

"f(jKi)=o,         <p(jK2)  =  o,  ...,         tp(jK;,)  =  o; 

la  fonction 

Gl^l   ■^-    G2  J'î  -h  .    .    .  +    G/,7y3, 

oà  G,,  Co,  ...,  G^  sont  des  constantes  quelconques^  est  encore 
une  solution. 

On  a,  en  effet,  ^ 

0(CiJ^l+G2r2-r-...4-Gp7p)   =   Gi9(ji)  +  G2(p(jK2)-^...+  G/,(ç(^^,), 

c'est-à-dire 

?(G,7i  +  G.^2  -h...-f-G/,jKA>)  =  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

360.  Solutions  distinctes.  Fonctions  linéairement  indépendantes. 
—  Soit  r,  une  solution  de  Féquation;  une  deuxième  solution  y 2 
est  dite  distincte  de  ),,  si  elle  n'est  pas  de  la  forme  kyM  où  k  est 
une  constante  déterminée.  Si  les  deux  solutions  j'<  et  j^a  sont  dis- 
tinctes, une  troisième  solution  y^  est  dite  distincte  des  deux  pre- 
mières, si  elle  n'est  pas  de  la  forme 

^171-^/^:272, 

/. ,  et  h'2  étant  des  constantes.  Si  les  trois  solutions  )•, ,  j'a,  y-^  sont 
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distinctes,  une  qualrlùnie  ) /,  est  dite  distincle  de  ces  trois,  quand 
elle  n'est  pas  de  la  forme 

/»!,  A'a,  A3  étant  des  constantes. 
En  général,»/?  solutions 

ji,  xt,    ".,  yp 

sont  dites  distinctes  quand  la  deuxième  y^  est  distincte  de  la 
première,  la  troisième  j'3  des  deux  premières,  la  cpiatrième  )/,  des 
trois  premières,  etc. 

On  dit  aussi,  pour  expr'mer  le  même  fait,  que  les  p  solutions 
sont  linéairement  indépendantes. 

Ainsi  les  solutions 

sont  distinctes  ou  linéairement  indépendantes;  il  est  impossible 
de  trouver  des  constantes  numériques,  telles  que  Tait  identique- 
ment 

'   s\i\-x  =  ke^         ou         cos^a;  =  A'ie-^ -h /i2sin'x. 

Les  solutions 

j'i=cos2a7,         ;'j=cos-a7,        y,i-=  sin^-x 

ne  sont  pas  distinctes  :  la  deuxième  est  distincte  de  la  |)remière, 
mais  la  troisième,  pouvant  s'exprimer  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  deux  premières,  avec  des  coefficients  constants, 

sin'^r  =  cos^^  —  cos2^ 
ou 

ra  =  72—71, 

n'est  pas  distincte  des  deux  premières. 

361.  Théorème  II.  —  Iintégrale  générale.  —  Si  V on  a  trouvé 
n  solutions  distinctes 

Xu    yt,     ..M    yn 

de  Véquation  différentielle^  cette  équation  admet  Vintégrale 

(2)  7  =  Ci7i-+-G27j-+-...h-G„j„, 

qui  est  Vintégrale  générale. 
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En  efï'el,  celte  intégrale  contient  n  constantes  arbitraires  C,, 
Ci,  .. .,  Q,i  que  Ton  peut  déterminer  par  la  condition  que,  pour 
une  valeur  particulière  Xq  de  x^  la  fonction  (2)  et  ses  [ji  —  i) 
])remières  dérivées  prennent  des  valeurs  arbitrairement  choisies, 
ce  qui  caractérise  l'intégrale  générale  (n*'  354). 

Si  les  solutions  j,,  j'^,  . . .,  Vn  n'étaient  pas  distinctes,  l'expres- 
sion (2)  ne  contiendrait  qu'en  apparence  ?i  constantes  :  par 
exemple,  supposons  que j^^  ne  soit  pas  distincte  de  )', ,  y^^  . . .,;)'«-»; 
il  existerait  alors  des  constantes  numériques  /,■,,  Ao,  ...,  /xn—\-) 
telles  que 

yu=  l^ifi-^  kiy,-\-. ..-{-  kn-iyn-i, 

et  l'expression  (2)  deviendrait 

^  =  (  G,  +  /il  C,i)yi  -1-  (G,  +  /v2  Cn)y2-^...-^(  G„-i  4-  /Cn-i  Cn  )7n-i, 

expression  de  la  forme 

y=  Dij^i  +  D^j/a +  •••-+-  Dn-iyn-u 

contenant  seulement  n  —  1  constantes  arbitraires. 

On  démontre,  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  cette  démons- 
tration, qu'une  équation  différentielle  linéaire  n'a  pas  d'intégrale 
singulière  :  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  sont  données 
[)ar  l'intégrale  générale  (2). 

3G!2.  Abaissement  dé  l'ordre  de  Téquatiou,  quand  une  solution 
est  connue.  —  De  même  que  l'on  peut  abaisser  le  degré  d'une 
équation  algébrique,  quand  on  en  connaît  une  racine,  de  même  on 
peut  abaisser  l'ordre  d'une  équation  différentielle  linéaire,  sans 
second  membre,  quand  on  en  connaît  une  solution.  Soit,  par 
exemple,  l'équation  du  troisième  ordre  : 


d'^y  d^V  dy 

(3)  ''»^+"'   ^"-«^5Ï +«»-''  =  "• 

Soit  u  une  fonction  de.x,  supposée  connue  et  vérifiant  l'équa- 
tion, c'est-à-dire  telle  que 

, , ,  d^  u  d^  a  du 

(4)  ''"^+«'Sî+'"S^"^"  =  "- 
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faisons  alors  le  clianji;ement  de  fonction 

y  =  "Y, 

Y  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue;  il  vient  : 

dy  _      r/Y  du 

dx  dx  dx 

d-y  _      d-  Y  d\  du  d'^  u 

dx'^  ~~       dx-         '   dx  dx  dx""- 

d^y  d^\       ^  rfn  du       .,  d'Y   d^u  (Pu 

dx^  dx^  dx'^  dx  dx   dx-  dx^ 

Si  Ton  substitue  dans  l'équation  (3),  on  voit  qu'elle  se  trans- 
forme en  une  équation  linéaire  en  Y,  dans  laquelle  le  coefficient  de  Y 
est  le  premier  membre  de  (4),  c'est-à-dire  o. 

On  a  donc,  pour  déterminer  Y,  une  équation  de  la  forme 

d^Y        ,     d^Y       ^     d\ 

En  prenant  alors  pour  inconnue 

^'^  d^=^^ 

on  est  ramené  à  l'équation  du  deuxième  ordre 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  voit  comment^  s'exprime  en  fonction  de  \  '  :  la  relation  (5) 
donne 

Y 


Y=    fx'dx, 
puis,  comme  on  a  posé  j^  =  «Y,  on  a 

y  =z  u  j  Y' dx. 


Donc,  si  Ton  sait  intégrer  l'équation  du  deuxième  ordre  (6).  on 
en  déduira  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (3)  par  une 
(fuadrature. 


.    d 
Y'=  - 
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rnversement,  Y'  s'exprime  en  fonction  de  >'  par  la  formule 

(il, 

dx 

qui  montre  que  la  connaissance  d'une  solution  de  l'équation  en  y 
entraîne  la  connaissance  d'une  solution  de  l'équation  en  Y'. 

Si,    outre    la    solution    y^=iii^    on    connaît    une    autre    solu- 
tion v=j^,  de  l'équation  proposée,  on  en  déduit  une  solution 

'"        dx 

de  l'équation  (6).  On  peut  alors,  par  le  même  procédé,  abaisser 
encore  d'une  unité  l'ordre  de  l'équation  en  \';  et  ainsi  de  suite. 

Exemple.  —  Nous  avons  trouvé  (319)  que  l'équation 

d'^y  dy 

(7)  —i—,—^^ JK  —  o 

^^  dx^  dx       -^ 

admet  la  solution 


Supposons  qu'on   ait  constaté  ce  fait,   on  peut  alors  abaisser 
l'ordre  d'une  unité,  en  posant 

j  =  e2Y, 

dy  l!  d\  :^\. 

dx  dx 

Substituant  dans  l'équation  donnée,   on  voit  que  le  coefficient 
de  Y  est  nul  et  l'on  a  l'équation 

^  rf2  Y  lLd\ 

qu'on  réduit  au  premier  ordre  en  faisant 

dx 
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On  est  donc  ramené,  après  suppression  du  facteur  e" ,  à  intégrer 
l'équation  du  premier  ordre 


On  en  tire 


— \-  xY  =  o. 

dx 


-^77-  =  —  X  dx,         LY  =  —  -^ — h 


Y'=Ce     K 
On  en  déduit 

Y  =  I  Y' dx  =  C   /  e     2  clx  -f-  Ci, 
C|  étant  une  nouvelle  constante  et,  par  suite, 

jK  =  e~Y  =  Ge'2"   /  e~^â?:r  4- Cie~. 
Telle  est  l'intégrale  de  l'équation  (7). 


III.  —  ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  CONSTANTS 
SANS  SECOND  MEMBRE. 

363.   Méthode  générale.  —  Considérons  une  équation 

(0  ?(r)  =  «o-^,  +  «,^^^, -.-...  + ««^  =  0, 

où  les  coefficients  ««5  <i\i  •1  <^«  sont  des  constantes.  Cette  équa- 
tion peut  toujours  être  intégrée  par  la  méthode  suivante.  On 
cherche  d'abord  des  solutions  particulières  de  la  forme 

r  désignant  une  constante.  On  a 

dy  d^y         ^  d^y 

dx  dx^  '  '  dx^ 

Donc,   en   substituant  dans  le  premier  membre   de  l'équation, 

cp(e'--^)  =  e''^(ofo/'"-f-  air«-'-i-.  ..-4-  a,i-vr  -^  «„). 
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Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  égal  à  e'"-^,  multiplié  par  un 
polynôme  de  degré  n  en  /•,  que  nous  appellerons  •!>  {r)  : 

d'où,  sous  forme  abrégée, 

Pour  que  e'-^'  soit  une  solution  de  Féquation  différentielle,  il- 
faut  et  il  suffit  que  cp(e'"-^)  soit  nul,  c'est-à-dire  que  r  soit  une 
racine  du  polynôme  ^(/').  Le  polynôme  '^(r)^  que  Ton  nomme 
polynôme  caractéristique,  a,  en  général,  n  racines  distinctes  rt^ 
;'2,  . . .,  r,i.  A  chaque  racine  correspond  une  solution  e^-^  de  l'équa- 
tion :  on  a  ainsi  les  n  solutions  particulières 

d'où  l'on  déduit  V intégrale  générale 

y  =  Cie'-.^+  G.e'-.^-i-. .  .-4-  C«e'-»^, 
avec  n  constantes  arbitraires  C,,  Co,  ....  C/^. 

364.   Exemples  :  Premier  exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équa- 
tion du  deuxième  ordre 

cette  équation  est  linéaire.,  à  coefficients  constants  sans  second 
membre  :  essayons  de  la  vérifier  à  l'aide  de  la  fonction 

y  z=  e'-^\ 
d'où 

dy  d-y         ^ 

dx  dx^ 

On  a  donc,  en  substituant, 

e;vr(,.2_4):=o; 

dans  cet  exemple,  le  polynôme  '}(/')  est/- —  \. 

Pour  que  l'équation  différentielle  soit  vérifiée  par  e''-*,  il  faut  et 
il  suffit  qu'on  ait 

/'■-  —1  =  0; 
c'est-à-dire 

r  =  2        ou         r  =  —  2. 
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On  a  ainsi  les  deux  solutions 

d'où  l'on  dédiiil  rintéorale  sénérale 

avec  deux  constantes  arbitraires.  On  peut  déterminer  ces  constantes 
de  telle  façon  que.  pour  x  =  x^^  la  fonction  (2)  et  sa  dérivée  -^ 
prennent  des  valeurs  données  à  l'avance  :  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
vérifier. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  Téquation 

Faisant 

y  =  e'-^. 

on  a 

e''^(rî-l-4)  =  o, 
d'où 

Ti  =  2  f,         r^  =  —  1  i. 

On  a  donc  les  deux  solutions 

d'où  l'intégrale  générale 

(3)  jK^=Gie5'^+ GiC-Vs^-^, 

avec  deux  constantes  arbitraires  Ci  et  G^.  Cette  forme  de  l'intégrale 
génénile  est  compliquée  "d'imaginaires;  on  les  fera  disparaître  en 
prenant,  pour  G,  et  G^,  des  constantes  arbitraires  imaginaires 
conjuguées.  En  effet,  d'après  l'identité  d'Euler  (n**  191) 

e's— cos^  H- i  sin  5, 
on  a 

e-'^   —  cos2:r-H  i  sin7.r, 

e-2'>=cos2a?—  tsina^r; 
d'où,  en  remplaçant  dans  (3), 

j^' =  (Cl -f- Gsj  008257 -I- t(Gi  —  C2)  sin'>.x; 
on    prend  alors  G|    et  Go  de  telle  façon  que   les  coefficients  de 
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cos  •2X  el  siii  2x-  soient  des  constantes  arbitraires  réelles  A  et  B  : 

ce  qui  donne  pour  C,  etC^  deux  constantes  imaginaires  conjuguées, 
et  l'expression  de  l'intégrale  générale  devient 

^  =  A  cos IX  -h  B  sin.i^, 

avec  deux  constantes  A  et  B. 

Troisième  exemple  :  Galvanomètre.  —  Dans  la  théorie  du 
galvanomètre,  on  rencontre  l'équation 

OÙ  a  et  p  sont  des  constantes  réelles,  8  un  angle  inconnu,  t  la 
variable  indépendante.  Cette  équation  est  linéaire,  à  coefficients 
constants,  sans  second  membre.  Si  nous  essayons  de  la  vérifier  en 
prenant 

nous  obtenons  la  condition 

r2  -f-  '2  a  r  H-  |i'  =  o  ; 

cette  équation  a  pour  racines 

Ti  =  — a -^  y/a'-'—  [i-,  r2  =  — a  —  /a-— ^2^ 

et  l'intégrale  générale  est 

c»  o 

(4)  0  =  Cie'-.^+Gsc'-.'. 

Discussion.  —  Quand  t.- — [â->o.  r^  et  /^  sont  réels,  l'inté- 
grale générale  se  présente  sous  forme  réelle. 

Quand  a^ —  j3-  est  négatif,  /',  et  r-y  sont  imaginaires  :  pour  faire 
disparaître  les  imaginaires,  posons 

Alors 

''1  =  —  ît  -f-  i Y,         ^2  =^  —  3c  —  i  Y, 

e  =  e-a^(Gie'T^+C2e   'Y'). 

Remplaçant  e'^^  el  <?~'T' par  cosy^-j-i  siiiv/  et  cosy/ —  /  siny?, 
on  a 

6  =  e-a^[(GiH-.G2)cosY^-4-f(Gi—  G2)sinY^]; 
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et,  en  prenant  pour  G,  et  C^  des  constantes  imaginaires  conju- 
guées, on  a,  finalement, 

0  =  c-^'(  AcosY^  +  B  sinyO- 

Quat}ièine  exemple.  —  Soit  enfin  l'équation  diff'érenticllç 

Faisant 


dcc^       '^=='' 


on  a      ^ 

r3_8  =  o, 

équation  qui  a  pour  racines 

/'l  =^  2,  j-.2=  —  l+-fv/3,  /-g  =  —  I  —  fy/S. 

L'équation  différentielle  admet  donc  les'  trois  solutions 
d'où  l'intégrale  générale 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  les  imaginaires,  on  se  sert  des 
identités 

gjxv/â    _  cos  ^  v/3  -H  /  si  n  ic  ^3 , 

e-ix^~i—  cos;r  v/3  —  i  sina;  /3. 
J^'intégrale  générale  prend  alors  la  forme 

y  =  Cie2-^-t-  e-'^{\cosx\/^  -{-  B  sina?  /3), 
avec  trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C| . 

365.  Cas  où  le  polynôme  •}(/)  a  des  racines  multiples.  —  En 
appelant  /•,,  /-g,  . . .,  /'«  les  ?i  racines  du  polynôme  'i>(/'),  nous  avons 
obtenu  les  n  solutions 

avec  lesquelles  nous  avons  construit  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion différentielle. 

Si  l'équation  'i>(/')  ^^  o  admet  des  racines  égales,  les  7i  solutions 
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ci-dessus  ne  sont  plus  distinctes  :  par  exemple,  si  /',  =:  /  o,  la 
deuxième  soluti()ii  est  identique  à  la  première. 

Dans  ce  cas,  on  ne  peut  donc  plus  appliquer  la  méthode  précé- 
dente pour  former  l'intégrale  générale.  Mais  nous  allons  montrer 
comment  on  peut  encore,  dans  ce  cas,  obtenir  n  solutions  dis- 
tinctes. 

Pour  cela,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant  : 

Si  /j  est  une  racine  double  de  '}(/'),  Inéquation  différentielle 
admet  les  deux  solutions  <?'r*  et  xe''y^', 

Si  /'i  est  une  racine  triple  de  '}(/),  V équation  différentielle 
admet  les  trois  solutions  e''^^^  xe'~^^^  x-e''^^]  et  ainsi  de  suite; 

Si  /'i  est  racine  d^  ordre  p  de  '^(z),  l'équation  différentielle 
admet  les  p  solutitais  e''^'^^  xe''^^  x'-e'\-^'^  .  .  .,  xP~^  e^^^. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  de  la  remarque  sui- 
vante. Soit  V  une  fonction  de  x  et  d'une  autre  variable  /•  qui 
ne  figure  pas  dans  les  coefficients  :  en  substituant  v  dans  le  premier 
membre  '-^iy^  de  l'équation  différentielle,  on  a  un  certain  résultat  : 

d"v  d''~U> 

si,   ensuite,   on  substitue,   dans  le  premier  membre  de  la   même 
or 


équation,  la  fonction  —  >  on  a 


fôv\  \àr)  \<)r)  /dv\ 

\àrj  dx''  dx"-^  \'^r/ 


-  Ces  deux  expressions  montrent  que 

ôv\        ')\(^(v)\ 


(5) 


ârj  ()r 


En  effet,  comme  on  peut  inteî'vertir  l'ordre  des  dérivées  par- 
tielles, on  peut  écrire 


d   r      d"v  rf«-ip  "I 
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ce  qui  démontre  l'identité  (5).  En  appliquant  deux  fois  de  suite 
cette  même  identité,  on  a 

et,  en  général, 

(,)PV\  àP 

'  \  drP  /        ()rP  *-  ■  ^    ^  ^ 

Voici  maintenant  l'application  de  cette  remarque  au  problème 
qui  nous  occupe.  Prenons 


d'où 


dv 

<Pv 

—  =  xe>^. 

-— -  =  x^e>'^. 

dr                ' 

Ori 

,,,, -^^«-, 


On  a,  quels  que  soient  a:  et  r,  les  identités 


où  le  dernier  terme  de  chaque  ligne  est  la  dérivée,  par  rapporta  /'. 
du  dernier  terme  de  la  ligne  précédente. 

Supposons  que  /',  soit  une  racine  double  de  ']>(/'),  on  a 

Les  deux  premières  des  identités  (6),  où  l'on  remplaci'  /•  par  /•<, 
montrent  qu'alors 

(p(e''i-^j  =  o,         o{xe''i^)  =  o; 

l'équation  admet  donc  bien  les  deux  solutions  <?'*'*,  xe'''-^ . 

Supposons  que  /<  soit  racine  triple,  c'est-à-dire  annule  ']>(/')  et 
ses  deux  premières  dérivées  : 

d>(^/',)=o,         •y(/'i)  =  o,         tl/"(ri)  =  o. 
Les   trois  premières   identités   (6),  où  Ton  remplace   /"  pai*  /',, 
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montrent  qu'alors 

Féquation  admet  donc  bien  les  trois  solutions  e'^'^,  xe''^,  x'^e'^'^. 
Et  ainsi  de  suite. 

En  résumé,  chaque  racine  de  '}(/')  donne  un  nombre  de  solu- 
tions distinctes,  égal  à  son  degré  de  multiplicité  :  on  aura  donc, 
dans  tous  les  cas,  n  solutions  distinctes  j'^,  >'2,  •  •  • ,  Yw,  ^ivec  les- 
quelles on  formera  l'intégrale  générale  par  la  formule 

366.  Exemples  :  Premier  exemple  :  équation  du  galvano- 
inètre.  —  Reprenons  l'équation 

faisant  9  =  e'^,  on  a  ici 

^{r)  =  /-s-h  2a/-  -+-  ^2. 

Nous  avons  supposé,  antérieurement,  les  deux  racines  de  '}(/') 

distinctes  :  supposons  maintenant  qu'on  ait  Ji-  =  a-  ;  alors  ^(/')  a 

une  racine  double 

''i  =  —  a; 

dans  ce  cas,  l'équation  admet  donc  ies  deux  solutions 

ou 

et  l'intégrale  «énérale  est 

(8)  0  =  Cie-a'H-C.^e-a^ 

Remarque.  —  C'est  d'ailleurs  un  résultat  que  l'on  pourrait 
déduire  par  continuité  du  cas  général,  en  supposant  que  les  deux 
racines,  a',  et  /%,  d'abord  distinctes,  tendent  l'une  vers  l'autre. 
Ainsi,  en  posant  ^^ — Q^2_-y2^  nous  avons  trouvé  (n^  364)  pour 
intégrale  générale  de  l'équation  (7)        .  '  . 

0  =  e-a'(AcosY^-l-  BsinyOr 
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OÙ  A  el  B  sont  des  constantes  arbitraires  :  nous  pouvons  rem- 
placer B  par-'»  C  étant  une  constante  arbitraire;  nous  mettrons 
donc  Fintéîrrale  sous  la  forme 


sin  Y<\ 


0  =  e-^M  AcosY^H-  G 

A  et  G  étant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  rendre  les  racines 
égales,  il  suffît  de  faire  tendre  v  vers  zéro:  alors  ^ — —  tend  vers  t 
et  l'intégrale  devient 

c'est  bien  la  forme  (8)  que  nous  avons  obtenue  par  l'application 
des  règles  générales. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  l'équation 

d^y        .,  d-y        .,  dy  _ 

dx^  dx-    '      dx 

Faisant 

y  ==  e'-^l 

on  a 

Le  polynôme  <J>(/')  est  donc  ici    (r  —  i)^;   il  admet  la    racine 
triple  /'  ^=  T .  Il  en  résulte  les  trois  solutions 

el  l'intégrale  générale 

y  =  Cie^-hC.xe^-hCzx'^e^. 

7  roisième  exemple.  —  Soit  l'équation 

d'*  y  d'y 

dx*  dx- 

Faisant  y  =  e^^.  on  est  conduit  à  l'équation 

r*  -h  2  /-^  H-  I  =  o 
ou 

qui  admet  /•  =  /  comme  racine  double  et  /•  =  —  /   comme  racine 
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double.  ïl  en  résiillc  les  quatre  solutions 

et  l'intéi^^rale  o^énérale 

y  =z  G,e'-^+  G2are'-^-l-  G;je-^"-*^-f-  d^xe-^^' 
ou 

^  =  Cl  e'-^ 4- G;ie-'-^-f- 37(0.2  6''^+  G4e-'-^). 

Pour  faire  disparaître  les  imaginaires,  on  fera 

e'^  =  cosa: -+■  i  s'incp, 
e-'^=coscc — isMix, 

on  remplacera   C|  et  C;{  par  deux  constantes  imaginaires   conju- 
guées, Co  et  Cj  également,  et  Ton  aura  l'intégrale  générale 

j'  —  /V  cos:r  -h  B  sinor  -+-  a7(  Aicos^  -f-  Bi  sin^r  ). 


IV.  —  EQUATIONS  LINEAIRES  AVEC  SECOND  MEMBRE. 

3']7.   Théorème.  —  Soit  une  équation  différentielle  linéaire 
a^'ec  second  membre 

ow,  SOUS  forme  abrégée ^ 

si  Von  connaît  une  inté^\-ale  particulière  de  cette  équation,  on 
peut  ramener  son  intégration  éi  V intégration  de  la  même 
équation  sans  second  membre. 

En  effet,  supposons   que  Ton  connaisse  une  fonction  particu- 
lière a  vérifiant  l'équation,  c'est-à-dire  telle  que 

prenons  une  nouvelle  fonction  inconnue  Y  liée  i\  y  par  la  relation 

Ari'KLL. —  Éléments  d'Analyse.  —  st.  40 


62G  CIIAPITRK    XX. 

L'équation  (  i)  devient 

cp(Y  +  «)  =  X; 

or 

9(Y-f-«)  =  r(Y)-r-cp(r.), 

on  a  donc  1" équation 

9(Y)-f-9(u)  =  X, 

et,  comme  par  hypothèse  'f  («)  =  X,  il  reste 

(3)  o(Y)  =  o. 

La  fonction  Y  satisfait  donc  à  hi  même  équation  sans  second 
membre.  Si  Ton  sait  intégrer  cette  équation  (3),  on  trouvera, 
pour  son  intégrale  générale,  une  expression  de  la  forme 

Y  =  C,Yi  +  G2Y2-t-...+  C„Y„.    , 

En  revenant  à  la  fonction  y  par  la  formule  J' =  ^  -\-u^  on  a 
alors,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  donnée  (i ), 

jK  =  CiYi+G2Y2-4-...H-G,iY„4-«, 

avec  n  constantes  arbitraires  Ci,  Go,  .  .  . ,  G«. 

Exemple.     -  Soit  l'équation 

(4),  7te5+>'  =  '^ 

on  vérifie  immédiatement  que  la  fonction 

•X 

est  une  solution  de  Tc^piation.  Faisant  alors 

on  obtient,  pour  déterminer  \  ,  l'équation  sans  second  membre 

^^Y 


dx^    •   ^'  =  "' 


dont  l'intégrale  générale  est 


Y  =  Cicosx  -h  C2sina7. 
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!.•  intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (4)  est  donc 


^  =z  Cl  cosa?  -î-  G^sina?  H-  -  e^. 


368.  Cas  particulier  des  équations  à  coefficients  constants.  — 
Quand  les  coefficients  sont  constants,  on  peut  trouver  facilement 
une  solution  particulière  de  l'équation,  avec  un  second  membre  X, 
lorsque  ce  second  membre  est  un  polynôme  par  rapport  à  la 
variable  indépendante  .r,  augmenté  d'une  somme  d'exponentielles 
linéaires  en  x  : 

V(ûc)  désignant  un  polynôme,  A,  B,  .  .  . ,  L,  a,  Z>,  .  .  . ,  /  des  cons- 
tantes. 

Pour  le  démontrer,  nous  examinerons  d'abord  deux  cas  simples  : 

i"^  Le  second  membre  est  uniquement  un  polynôme  P(^); 
2"  Le  second  membre  est  une  seule  exponentielle  Ae^-^. 

369.  Premier  cas  :  Le  second  membre  est  un  polynôme.  —  Si 
l'on  a  une  équation  à  coefficients  constants,  de  la  forme 

où  le  second  membre  est  un  polynôme  P(^  )  de  degré  y>,  il  existe 
une  solution  particulière  w,  de  cette  équation,  qui  est  un  polynôme 
en  ûc  de  degré  égal  ou  supérieur  ày>. 

En  effet,  supposons  d'abord  a,i  différent  de  zéro  :  si  l'on  sub- 
stitue, dans  l'équation,  un  polynôme  u  de  degré  y;,  à  coefficients 
indéterminés 

on  voit  que  le  premier  membre  devient  un  polynôme  de  degré  p  : 
on  identifie  ce  polynôme  avec  P(^),  en  déterminant  convenable- 
ment ).„,  A,,  •  .  .,  >v. 

Si  ci/i  est  nul,  a„_,  étant  différent  de  zéro,  c'est  un  polynôme  de 
degré  y>  +  i  qu'il  faut  essayer,  et  ainsi  de  suite. 
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Exemple  I .  —  Soit  réquation 

dx-       ^ 

Le  second  membre  étant  un  polynôme  de  degré  2.  essayons  de 
vérifier  l'équation  par  un  polynôme 

z^  =  Xo  372  4- X 1  .r -h  À  2 . 

Ecrivant  qu'on  a  identiquement 

d'U 

-7—,  —  w  =  a:-  -t-  I , 

dx- 

on  a 

2A0— ( ^0-^*4- >^i^^-  \i)  =  x^-^i, 
ce  qui  exige 

Xo  =  —  I,         ^^1  =  0,        À2  =  — 3. 

On  a  donc  la  solution  particulière 

if  =—072—  3. 

Faisant  alors 

jK  =  Y  4-  zf  =  Y  —  a;^  —  3, 

on  est  ramené  à  l'équation,  sans  second  membre, 

d^-X 

qui  a  pour  intégrale  générale 

Donc  la  proposée  a  pour  intégrale  générale, 
y  =  Cie-^+  Ca^-^— 37^—  3. 
Exemple  II.  —  Soit  l'équation 

d-^  y        dy 
dx'^        dx 

On  voit  qu'en  substituant,  dans  le  premier  membre,  un  polynôme 
du  quatrième  degré,  le  résultat  serait  du  troisième  degré  seule- 
ment :  substituons  alors  un  polynôme  du  cinquième  degré  : 

Il  =  IqX'^  -h  Xi  x''  -]-  AzX^  -h  \:iX--i-l',x  -h  X5  ; 
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en  écrivant  que  ee  polynôme  vérifie  idenliquement  la  relation 

d^  Il        du 
dx^        dx 
on  a 

5X0=1,         ^1=0,         GoXo  •+- 3X9  =  o,         24X1+2X3=0, 

(JX2-I-  )^4  =  o; 
d'où 

Xo=  T^  Xi  =  o,  Xs^  — 4,  ^3  =  0,  X4=24- 

;) 

T.e  coefticient  ).5  peut  être  pris  arbitrairement;  comme,  pour  le 

moment,  il  s'agit  seulement  de  trouver  une  solution  de  réquation, 

nous  prendrons 

X5  =  o. 

Nous  avons  ainsi  la  solution 

u  =  - x"^ — \x^-i-  i^x. 
j 

Faisant  alors 

7  =  Y  -f-  z«, 

on  a,  pour  déterminer  \,  l'équation  sans  second  membre 

dx'^         dx 
Faisant  Y  =  e'-^,  on  a  à  résoudre  Féquation 

dont  les  racines  sont 

o,     t,     —  i. 

On  en  conclut  les  trois  solutions 
et  r intégrale  générale  . 

ou 

Y  =  C]  4-  A  eosx  -h  B  ^\nx. 

L'équation  donnée  en  j-  a  donc  pour  intégrale  générale 

jK  =  Y  -H  M, 

y  =  Ci-'r-  A  cosx  4-  B  sin^r  +  -  x"'  —  .\x^  +  24^7. 
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Remarque.  —  On  pourrai t  aussi,  dans  ré(jualion  que  nous 
Venons  de  traiter, 

d'y   .dy_^^ 

prendre  pour  inconnue 

dv  _ 

dx~^' 

on  aurait  alors  à  intégrer  l'équation  du  deuxième  ordre 

d^z 
dx^ 

Une  fois  ;:  trouvé,  on  en  conclut  y  par  une  quadrature, 

y  =  I  3  dx. 

IMO.  Deuxième  cas  :  Le  second  membre  est  une  exponentielle 
Ae'",  où  A  et  ((  sont  des  constantes.  -  Dans  ce  cas,  l'équation 
est  de  la  forme 

(5)  ç(y)  =  Ae«^: 

En  général,  on  pourra  obtenir  une  solution  de  la  forme 

A  étant  une  constante  à  déterminer. 

En  effet,  écrivant  que  u  vérifie  l'équation,  on  a 

ou 

(6)  Az>(e''^)  =  .\e«^. 

^fais^  nous  avons  trousé,  quel  que  soit  r, 

on  a  donc,  en  remplaçant  /'  par  rt^ 

et  la  condition  (6)  donne 

>.'!;(«)  =  A,  X=  -— -. 
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On  a  donc  ainsi  la  solution 

A 


'b(a) 


gax. 


Cas  cV exception.  —  Le  calcul  précédent  serait  en  défaut,  si  a 
était  une  racine  du  polynôme  '^(/'),  car,  dans  ce  cas,  o{\e"^) 
serait  nul,  quel  que  soit  )..  V  oici  comment  on  obtient  alors  une 
solution  : 

Si  a  est  racine  simple  de  '}(/'),  l'équation  .avec  second  membre 
admet  une  solution  de  la  forme  \xe^^  ; 

Si  a  est  racine  double  de  '}(/),  l'équation  avec  second  membre 
admet  une  solution  de  la  forme  X^-e^-^; 

Va  si  a  est  racine  d'ordre  />,  l'équation  avec  second  membre 
admet  une  solution  de  la  forme  \xPe^'^^'. 

C'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  se  servant  des  identités 
établies  plus  haut  (n°  365)  : 


(7) 


Supposons  que  <:«  soit  racine  simple  de  '}(/);  alors  '|(a)  =  o, 
'}'(«)  étant  différent  de  zéro.  On  a  donc,  en  essayant  de  vérifier 
l'équation  par  a  =  A^e^-^, 

ou 

Mais,  d'après  la  deuxième  des  identités  (- 
On  a  donc 

>n  obtient  ainsi  la  solution 


Xe«^4^'( 

a)  = 

Ae«^, 

x  = 

A 

, 

'l  {a)' 

on 

u  =  - 

Xx 

â  ajr. 
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Si  a  est  racine  double  de  'i>  (/•),  on  a 

tl;(«)  =  o,         d/'(a)  =z  o,         ^"(  «    ^ 

essayant  la  soliilion 

u  =  Xx^e''^, 
on  a 

d'où,  d'après  la  troisième  des  identités  (7), 

on  obtient  ainsi  la  solution 

Xx'- 

Et  ainsi  de  suite. 

En  général,  si  a  est  racine  d'ordre  p  de  '}(/'),  Féquation  sans 
second  membre  admet  les  y^  intégrales  e^-^,  ^e"-^,  ....  .^^~'  e^'-^",  et 
l'équation,  avec  le  second  membre  Ae^^,  admet  l'intégrale 

A  xP 


Exemple  l.  —  Soit  l'équation 

dx^  dx 

le  polynôme  •}  (/*)  est  ici 

ses    racines  sont  1  et  2.   Le  second  membre   contient  Tcxponen- 
tielle  e"^^]  comme  3  n'est  pas  racine  de  ']>(/'):  l'équation  admet  une 

solution  de  la  forme 

a  =  l  e3-r  ; 

en  substituant,  on  trouve,  après  réduction, 
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On  a  donc  la  solution 


Faisant  alors 


Il  =  -  e^^\ 


•^  1 


on  est  ramené  à  l'équation  sans  second  membre 

dx^  dx  ' 

dont  l'intégrale  générale  est 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 
Exemple  IL  —  Soit  l'équation 

où  le  premier  membre  est  le  même  que  dans  l'exemple  I.  Le 
second  membre  est  e^  et  le  coefficient  i  de  j:  est  racine  simple 
de  ^(/').  L'équation  admet  donc  une  solution  de  la  forme 

u  =  Ixe^. 

C'est  ce  qu'on  vérifiera  directement  :  la  valeur  de  A  est 

I  I 


—  I. 


Vin       -I 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (8)  est  alors 

371.  Cas  général  où  le  second  membre  est  un  polynôme  P(.z) 
suivi  d'une  somme  d'exponentielles.  -  Soit  maintenant  une  équa- 
tion de  la  forme 

(9)  cp(7)  =  P(a:)  -+-  Ae«^-F  Be/^-^H-.  . .+  Le'-^. 

Pour  trouver  une  solution  particulière  u  de  celle  équation,  on 
détermine  d'abord  des  fonctions  ?^,,  112^  M3,  ...,  Up^  vérifiant  les 
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relations 

cp(wi)  =P(.r), 


On  sait  trouver  ces  fondions,  d'après  les  deux  cas  précédents  : 
Uf  est  un  polynôme,  «o.  ^f^  •  •  •  ?  Hp  des  exponentielles  multipliées 
ou  non  par  des  j)uissances  de  a:  suivant  que  «,  ^,  . . ..  /  sont  ou  non 
des  racines  de  '}(/'). 

Une  fois  iii .  ?/>.  . . . ,  w^,  trouvées,  l'équation  proposée  (9 )  admet 
la  solution 

Il  =z  Ui  4-  ^/ 2  4-  ...  -I-  u^„ 

On  a.  en  effet  (ir  3o7), 

ou 

ç ( «  )  =  P (:r)  +  A e^-^ -f- B e^^-«^  + . . .  +  Le^-^, 

Ayant  trouvé  ?c,  on  pose 

y  =  Y  -i-  u 

e^t  l'on  est  ramené  à  l'équation  sans  second  membre 

9(Y)  =  o. 

On  fait  rentier  dans  ce  cas  général  le  cas  où  le  second  membre 
renferme  des  termes  de  la  forme 

A  e^'-^ cos  [3  37  4- B  é?a^  si n  p  jr  ; 
en  effet,  en  faisant 

cos  [B X  =  -    (e'?-^  4-  e-'?-^  j 

sin  ^^  =  -4(e'?'^— C'P^>, 


on  a  les  termes 


A  —  ïB    ,      .,,,        A  -f-  iB    ,      a, 
e(a-+-/fi)j-_j Q{cf.-t?>  X 


composés  de  deux  exponentielles. 
Exemple.        Soit  l'équation 

(  10  )  -V h  r  =  237  +  C0S3". 
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I      .-.,     ,       ' 


Comme  cosjc  =r.  -  e'-^ -1 — e  '-^^  on  peut  écrire 


d' y  I     .  I        . 

d.z-       "^  1  x 

ce  qui  rentre  bien  dans  le  tvpe  précédent.  On  cherche  alors   des 

fonctions  particulières  «,,  //o,  u-^  vérifiant  respectivement  les  trois 

relations 

d- ux 


dx^ 

1. 1 

dUi. 
dx^ 

-+- 

U-i 

= 

I 

•> 

d'if, 
dx-^ 

4- 

«3 

= 

le- 

•1 

On  obtient  une  fonction  w,,  remplissant  la  première  condition, 
en  essayant  un  polynôme  du  premier  degré  ;  on  trouve  ainsi 


U\  =  2. 


On  obtieait  une  fonction   ii^  vérifiant  la   deuxième  relation,  en 
remarquant  que  le  second  membre 


I 

'1 


est  de  la  forme  Ae"* ,  où  a  =  i  est  racine  simple  de  'i^(/*)  =  r-  -\-  \  ; 
on  peut  donc  prendre  pour  112  une  expression  de  la  forme 


en  substituant,  on  trouve 

I 


1  = 


'h' {a)        ^'(i)        4f 
d'où 


r 
4i 


Pour  vérifier  la  troisième  relation,  on  peut,  de  même,  prendre 


—.xe-^^. 
4^ 


T/équation  proposée  (10)  admet  alors  la  solution 

I       ,    .  r       . 

u  —  u^-\-  ii2-\-  it-i  —  nx  -^  —-.  x{  e^^ —  e  '•^)  =  2X  -] x  &\nx. 

U  2 


036  CHAPITRE    XX. 

Faisant  alors 

on  est  ramené  à  l'équation  sans  second  membre  » 

^■^'='^ 
dont  l'intégrale  générale  est 

Y  =  Cl  COS. r  -+-  G2sin.r. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est  donc 
*        j^  =  Gicosa? -+- Cjsin^r -+- 2  37  H — x?>\nx. 

372.  Méthode  de  la  variation  des  constantes.  —  Nous  avons,  en 
supposant  les  coefficients  constants  et  le  second  membre  d'une 
forme  particulière,  montré  comment  on  peut  obtenir  l'intégrale 
générale  d'une  équation  différentielle  linéaire  avec  second  membre. 

Mais,  quelle  que  soit  la  nature  des  coefficients  et  la  forme  du 
second  membre,  on  peut  établir  le  théorème  général  suivant  : 

Soit  une  équation  différentielle  linéaire 

9(jk)  =  ^; 

quand  on  connaît  l'intégrale  générale 

Y  =  CijTi -f- G2JK2  + .  .  •  H- G„y„ 

de  l'équation  sans  second  membre  cp(^\  )  =  o,  on  obtient,  par 
la  méthode  de  variation  des  constantes^  Vintégrcde  générale 
de  Véqaation  proposée^  à  V aide  de  quadratures. 

Nous  expliquerons  ce  théorème  pour  les  équations  du  second 
ordre. 

Soit  donc  une  équation 

(II)  aQy'-^axy'-^aif  ==\, 

OÙ  «07  ^f\i  ^'i'  N  sont  fonctions  de  x. 

Soient  )<  et  y.t  deux  solutions  particulières  distinctes  de  Féqua- 
tion  .SY///.S  second  membre.^  c'est-à-dire  deux  fonctions  vérifiant  les 
équations 

«o/'i  ^  «1  JK',  -^  «2JK1  =  ^^ 


(12) 
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le  rapport  —  i{ étant  pas  constant,  [.'intégrale  générale  de  Téqua- 
lion  sans  second  membre  est 

où  C(  et  Co  sont  des  constantes.  ]Nous  chercherons  alors  à  vérifier 
l'équation  proposée  (i  i)  en  posant 

(i3)  r  =  GijK,+  G2j2, 

C,  et  Go  n'étant    plus    des    constantes  mais  des  fonctions  de  x. 

Comme  il  j  a  une  inconnue  y  et  que  nous  disposons  maintenant 

de  deux  inconnues  G,  et  Go,  nous  pouvons  établir  une  relation 

entre  les  deux  inconnues  et  x. 

En  calculant  d'abord,  d'après  (i3),  la  dérivée  première  )-',  nous 

aurons 

,      ^      ,       r^      ,  dCx  dC.2 


iNous  poserons 

('4) 

^G,            dC, 

Alors 

(i5) 

y=c,y\^c,y,. 

Dérivant  encore 

Substituant  les  valeurs  de  )',  ) ',  )  "  dans  l'équation  (  i  i  )  et  tenant 

compte  de  (la),  on  voit  que  les  coefficients  de  G,  et  Go  sont  nuls 

et  l'on  a 

/      dCi  dCi  \ 

d'où,  pour  déterminer  G,  et  Go,  les   deux  équations  du  premier 

1         r  dÇ,\        dC-2 

dcfîre  en  —r-  et  -j—  : 
^  d.v  dx 

dCi  dC. 

\y.  - 

('7) 


y'    dx     '   ^-'    dx 


,  dCx  ,  dCo  _  X 

^*  'd^  ~^y-  'dli  ^  TTo 
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Ces  ('qualions  peuvent  être  résolues,  car  le  déterminant 


JK1J2— JK27i=JKï^^^. 


d   /  fi 


(S) 


JK2 

En  les  résolvant,  on  a 


n'est  pas  nul,  le  rapport  —  n'étant  pas  constant. 


J\  (x)  Qlf2{jc)  étant  des  fonctions  connues.  On  a  alors 

C,  =  I  fi(x  )  dx  -+-  Kl 

0.2=  I  f-îi-^)  dx  -h  K2  ; 
d'où,  rinléj;rale  cherchée  (i3), 

(,8)  y  =  Kiyi-hK.j'.2+fijfi(x')dx~^y^Jf.2(^)dx, 

avec  les  deux  constantes  K<  et  Ko. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

y" -\- y  —  coix.    ^ 

L'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  uieml)re  étant 

Cl  cosic  -f-  Cosin^, 
nous  posons 

y  =  d  cosar  -h  (iosin  x, 

C|   et  Co  ctant  fonctions  de  x.  Nous  avons  alors 

y'  =  —  (^isiiiic  -h  G2Cos.r 
à  condition  de  poser 

dC,  dC,   . 

(A)  — — cos.rH 7— sin:r=o. 

^     ^  dx  dx 


On  a  ensuite 


V  =  —  Cl  cosa?  —  Cl  SMiiT ; —  SI  1107  H ;—  cosjc  : 

^  dx  dx 
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d'où,  en  porlanl  dans  l'équation, 

_  dCi    .  dCo 

(  B)  ; — sin:rH 7— cos,r  =  col^. 

^  ax  dx 

Ces  équations  du  premier  dei;ré  (A)  el  (  B)  donnent 

dC, 

—, —  =  —  cos^, 
dx 

dCo        cos^ar  I  . 


dx  sina;         sin^r 

d'où 

Cl  =  —  sin  X  -+-  Kl, 

X 

€2=  Log  tang  -  -f- cosj- +  K2. 

(^e  qui  donne  enfin  l'intéj^rale  i;énérale 

jj/ =  Cl  cosa?  H- C2sin;r, 
y  =  Kicos^r  +  Kosin^r  -h  sin.r  Log  tang^ 

avee  deux  constantes  Kj  et  Ko. 
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SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES 
A  UNE  VARIABLE  INDÉPENDANTE. 


Problème  général.  —  Il  peut  arriver,  et  cela  se  présente  notam- 
ment en  Mécanique,  que  l'on  ait  à  intégrer  un  système  de  ti  équa- 
tions différentielles  simultanées  d'ordres  divers,  définissant  n  fonc- 
tions inconnues  d'une  même  variable  indépendante.  Nous  allons 
montrer  que  l'intégration  d'un  pareil  système  peut  toujours  se 
ramener  à  l'intégration  d'une  seule  équation  différentielle  à  une 
fonction  inconnue. 

Nous  commencerons  d'abord  par  quelques  cas  simples. 


I.  —  DEUX  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  DU  PREMIER  ORDRE 
A  DEUX  FONCTIONS  INCONNUES. 

»]73.   Méthode.  -     Soient  deux  équations  de  la  forme 

dx 
dz 


(I) 


^^  =  F(.r,^,.), 


^^=F,(:r,j,A 


définissant  les  deux  fonctions  inconnues^-  et  :?  de  la  variable  indé- 
pendante X. 

Gn  peut  ramener  l'intégration  de  ce  système  à  l'intégration 
d'une  équation  du  deuxième  ordre.  En  effet,  dérivons  la  première 
équation  par  rapport  à  x  en  y  regardant  y  et  z  comme  fonctions 
de  x\  il  vient 

d-^y  _i)J_        ()F  dy        '^  £/f 
dx'^        ôx        Oy  dx        dz   dx 


(2) 
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Si,  entre  les  trois   équations  (i)  et  (2),  on  élimine  3  et   -7^?  on 
obtient  une  équation  didérentielle  du  deuxième  ordre, 


dx  '  dx^  j 

définissant  r  en  fonction  de  x.  Soit 

j  =  cp,(^,G„G,) 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  ;  cette  intégrale  étant  sup- 
posée trouvée,  on  obtient  également  3  en  fonction  de  x^  C,  et  G2 
sans  aucune  inlé^ration,  en  faisant  seulement  des  calculs  algé- 
briques. En  effet,  si,  dans  la  première  des  équations  (i),  on  rem- 
place y  par  son  expression,  on  obtient  une  relation  contenant 
uniquement  .i\  ::,  d  et  G2;    en  la  résolvant  par  rapport  à  3,  on  a 

^  =  cp,(.r,  Cl,  Ci), 
avec  les  deux  mêmes  constantes  C<  et  Go. 

374.  Interprétation  géométrique.  ~  Si  l'on  regarde  x^  v,  j 
comme  les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'espace,  on  sait  que  le 
lieu  des  points  pour  lesquels  >' et  c  sont  des  fonctions  déterminées 
de  :r  est  une  courbe  dans  l'espace;  d'autre  part,  les  coefficients 
directeurs  delà  tangente  à  une  courbe  gauche  au  point  (^,  j',  z-) 

sont  proportionnels  à  dx,  dy,  dz   ou   à   i,   ~-y  -7-*  Intégrer  les 

équations  différentielles  (1),  c'est  donc  chercher  des  courbes 
gauches  telles  que  la  tangente  au  point  {x,  r,  z)  à  une  de  ces 
courbes  ait  ses  coefficients  directeurs  proportionnels  à 

1,     F(.r,  jK,  ^),     Y^{x,y,z). 

L'intégration  des  équations  (i)  donne  les  équations  de  ces 
courbes  sous  forme  finie 


(3) 


y=  çi(:r,  G,,G2), 
z  =  92(37,  Cl,  G2), 


avec  deux  constantes  arbitraires. 

Par  un  point  donné  :r„,  y^,  z^  de  l'espace,  il  passe  une  de  ces 
courbes,  car  on  peut  toujours  déterminer  G,  et  Go  par  les  condi- 

apim:ll.  —  Élcnicnts  d'A>iali/sc.  —  st.  •  41 
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tions  que  les  deux  équations  (3)  soient  vérifiées  quand  on  j  rem- 
place X,  y,  z  par  :ro,.)-«,  ^o- 

[Mo.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer  les  équations 

dy  dz 

fix~      ~^-^       ^""^  dx 

Dérivons  la  première  par  rapport  à  x  : 

d'^y  dv  dz\ 

dx-  dx  ax 

F.ntre  ces  trois  équations,  éliminons  ^  et  -^;  la  première  donne 

,  j   dv       I  I 

z  =  -  -f X  —  v; 

[)orlant  cette  expression  de  ::  dans  la  deuxième,  on  a 

dz        i  3  \  dy 

dx        :>.  1  -1  dx 

enfin,  en  portant  cette  expression  de  -^  dans  la  troisième,  on  a 

d-y  dy 

dx-  dx 

équation  du  deuxième  ordre  en  r.  Cette  équation  s'écrit 

d''-  y  dy 

djf^  dx  -^ 

C'est  une  équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  avec  second 
membre.  Elle  admet  la  solution  particulière 

X  T  ^ 

par  la  substitution 

elle  devient 

d'-Y         d\  , 

dx-  dx 

équation  qui  admet  les  .deux  intégrations  particulières 
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et  dont  rintéjîrale  générale  est 

I /intégrale  générale  de  l'équation  en  ]-  est  donc 

V  =  Cl  e-^ -+-  Go  e^-^ ■ • 

•^  i        9 

Pour  avoir  j,  il  suffit  de  le  tirer  de  la  première  équation  qui 
donne 

■2    dx  2  2 

ou,  en  remplaçant  r  par  son  expression  et  réduisant, 

^        9 

On  a  ainsi  les  expressions  générales  de  j  et  y  avec  deux  cons- 
tantes arbitraires  G|  et  Co. 

376.  Application  :  Lignes  de  forces.  —  Imaginons  une  loi  de 
force  telle  que,  sur  l'unité  de  masse  placée  en  un  point  quelconque 
^I(^^,  )',  ::),  agisse  une  force  F  {^fig.  202)  dépendant  uniquement 


de  la  position  du  point  M.  On  a  alors  ce  qu'on  appelle  ini  champ 
de  forces  déjà  considéré  au  Chapitre  XVI;  les  projections  X,  Y,  Z 
de  la  force  F  agissant  en  un  point  M(  r,  }',  z)  du  champ  sont  des 
fonctions  supposées  connues  des  coordonnées  du  point 

X  :=/(a",  jK,  .5),  Y  =  cp(a7,  J,  ^),  Z  =  ^{x,  y,  Z), 

On  appelle  lignes  de  foires  les  courbes  telles  que,  en  chacun 
(ie  leurs  points  M,  elles  admettent  comme  tangente  la  force  agissant 
en  ce  point.  Cherchons  les  équations  différentielles  de  ces  lignes 

Un  élément  dx^  dy^  dz  de  la  courbe  placé  au  point  M  doit  avoir. 
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la  même  direction  que  la  foi'cc  F  agissant  en  ce  point.  Les  pro- 
jections de  Félément  sont   donc    proportionnelles   à  celles  de   la 

force  et  Ton  a 

dx        dy        dz 
lî  ^  ~Y    ^  Y 

ou 

dx         __  dy  dz 

f{x,y,  z)  ~~  çix.y,  z)  ~  ^(x^y,  z) 

Telles  sont  les  équations  difFérentielles  des  lignes  de  forces,  lui 
prenant  x  comme  variable  indépendante,  on  peut  les  écrire 

dy        ç(x,  y,  z)  dz        'hix.y.z) 


dx       Jix.y.z)  dx        f(x,y,z) 

Ce  sont  Ijien  des  équations  de  la  forme  (  i)  traitées  dans  le  n"373. 
En  les  intégrant,  on  obtient  les  équations  des  lignes  de  forces  avec 
deux  paramétres  C,  et  C^. 

Inversement,  intégrer  des  équations  telles  que  (i),  c'est  chercher 
lés  lignes  de  forces  d'un  champ  dans  lequel  on  a 

-  =  \ux,y,z),  —=Fi{x,y.z). 

377.  Autre  exemple  :  Trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  surfaces  à  un  paramètre.     -  Soit 

(a)  /(x.r.z)^}. 

l'équation  d'une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  paramétre  à; 
nous  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  cette  équation  résolue 
par  rapport  à  A.  Quand  on  fait  varier  A,  la  surface  (  'î  )  change  de 
forme  et  de  position  de  telle  façon  qu'il  passe  une  de  ces  surfaces 
par  un  point  quelconque  de  l'espace  x^),y^^^  ^o,  choisi  dans  la  por- 
tion de  l'espace  où  la  fonction  f  {x,  y^  z)  existe.  En  effet,  on  peut 
toujours  déterminer  ).  de  façon  que  l'équation  (4)  soit  vérifiée 
quand  on  v  fait  x  ^==-  Xq^  y  =  l'o?  ^  =  ^o- 

Nous  voulons  trouver  les  courbes  qui  coupent  ces  surfaces  à 
angle  droit,  c'est-à-dire  les  courbes  telles  que  la  tangente  en  chacun 
de  leurs  points  M(^.  )%  z)  coïncide  avec  la  normale  à  celle  des 
surfaces  (4)  qui  passe  par  ce  point. 
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Les  équations  de  la  langente  à  une  courbe  sont 

X  — y  _  Y— _y  _  Z  ^  ^ 

dx  dy  dz     ' 

celles  de  la  normale  au  même  point  r,  y.  z  à  la  surface  (4  )  sont 
X  —  X        Y  —  y        Z  —  ^ 


,)f           i)t 

ôx              oy 

ôz 

levant  coïncider. 

on  a  1( 

dx          dy 

dz 

'1L~  'iL~ 

ôx           dy 

'!L 

Oz 

qui   sont   les    équations    difterentieiles    des    courbes    cherchées. 

/-  àf      àf     Ôf  r  •  j 

Comme  -f->  -^>  ~  sont  connus  en  lonction   de  x.  ]\  z.  ces  equa- 

âx     dy     ôz  .         '  1 

lions,  où  l'on  prend  x  comme  variable  indépendante,  sont,  de  la 
forme  (i  ). 

En  les  intégrant,  on  obtient  les  équations  des  trajectoires  ortho- 
gonales demandées  avec  deux  constantes  arbitraires  G,  et  C^. 

On  peut  remarquer  cpie  ces  courbes  sont  les  lignes  de  forces 
correspondant  à  une  loi  de  force  F  dont  les  projections  seraient 

ÔX  dy  ^        ôz 

On  dit  alors  que  la  force  F  dérUa  dhme  fonction  des  forces 

f  {x^  y^  z)  ;  les  surfaces 

fix.y,  z)  =  \ 

s'appellent  les  surfaces  de  niveau. 

Exemple.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  parabo- 

loïdes 

xy       . 

'T  ~  '' 

où  A  est  un  paramètre  variable. 

Les  courbes  cherchées  ont  pour  équations  différentielles 

dx        dy  dz 

Y  X  —  XV 
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car  ici 

Ei»alant  chacun  des  deux  premiers  rapports  au  dernier,  on  a  les 
deux  é(juations 

X  dx  -h  z  dz  =  o,         y  dy  -\-  z  dz  =  i>, 

qui  s'intègrent  immédiatement  et  donnent 

On.a  ainsi  les  équations  des  courbes  cherchées,  avec  les  deux 
constantes  C<  et  Co-  On  voit  que  ces  courbes  peuvent  être  regar- 
dées comme  l'intersection  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon 
quelconque,  autour  de  O  )', 

x'^^z'^^Cu 

avec  un  cylindre  de  révolution  autour  de  Ox^ 

y-^z^^C 


II.  -  SYSTEME  DE  n  EQUATIONS  SIMULTANEES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  n  FONCTIONS  INCONNUES: 

378.   Méthode  générale.  —  Soient  //  équations  simultanées  du 
premier  ordre 

(5)  .^=F,(.,^.,^.„...,^„;, 


définissant  n  inconnues  yt ,  j'o,  .  .  . ,  j'„  en  fonction  de  x. 

Nous  allons  voir  que  les  intégrales  générales  de  ce  système  sont 

de  la  forme 

JKi  =  9i  {or,  Cl,  Ci,  ...,  C„> 

y 2  =  ?2  ("^5  Cl,  Ci,  . . . ,  G/i), 


(6) 


r«=  ?"^-^,   Cl,   G,,    ...,    Cn), 

avec  /i  constantes  arbitraires  C,,  C^,  . .  .,  C„. 
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Pour  cela,  nous  montrerons  que  l'intégration  du  système  (5)  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  d'ordre  /z,  suivie 
d'opérations  algébriques. 

En  effet,  dérivons  la  première  équation  par  rapport  à  x,  en  nous 
rappelant  que  y^.  y-i^  ....  Vn  sont  fonctions  de  x.  Il  vient 

dx'^  dv         dfi    dx        '  '  '       dy,i    dx  ' 

si,  dans  cette  équation,  on  remplace  les  dérivées  ~->  -^ ^    ••i  -^r— 

d-  Yi 
du  deuxième  membre  par  leurs  valeurs  (5),  on  a,  pour  -7—  >  une 

expression  contenant  uniquement  .r,  y,^  V27  •  •  •  ?  Xn  • 

Dérivant  de  nouveau  cette  équation  par  rapport  à  x^  il  vient 

d^yx  _  àQf^_        ()^i  dyy  (^Go  dya 

dx^  ()x  àyi    dx        '  '  '       <)yn    dx 

et,  en  remplaçant  -y-  >  -^ ,  •  ••,  -7-^  par  leurs  valeurs  (5),  on  a 

—^  =G-i(x,yuy2,  ■••,yn)- 
On  continue  ainsi,  de  proche  en  proche,  jusqu'à  ' 

-^  =Gn{x,yi,y,,  ...,yn). 

On  a  ainsi  le  Tableau  suivant  : 

/•  dyy 
dx 
d'^y 


dx      ^  ^^  ^"^'  •^'''^-'   ■"'  *^'''*' 


(7)  (    dx'- 


Giix,yuy-i.  •■',  7n), 


-^  =  Gn(x,yi,y„  ...,yn)^ 


Si,  entre  ces  7/  équations,  on  élimine  les  n  —  i  inconnues  y^^ 
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)^;),  .  .  . ,  Yni  on  obtient  une  relation  de  la  forme 

C'est  là  une  équation  différentielle  d'ordre  /i,  définissant  j',  en 
fonction  de  x.  En  la  supposant  intégrée,  on  en  tire 

j^i  =  oi{x,  Gj,  G2,  .. . ,  G„)- 

Les  (n  —  i)  premières  relations  (7  ),  dans  lesquelles  on  remplace 
)',  par  cette  expression,  forment  alors  un  système  de  n  —  1  équa- 
tions À  /i  —  1  inconnues  j'o,  j'u,  . . . ,  y„  :  la  résolution  de  ces  équa- 
tions donne,  par  des  calculs  algébriques,  san^  intégration  nouvelle, 
j)'2,  j^3,  ...,  yn  en  fonction  de  x  et  des  n  constantes  C|,  Go,  ...,  Ga- 

Le  système  est  ainsi  intégré. 

Remarque.  —  Il  peut  arriver,  dans  certains  cas  particuliers,  que 
l'une  des  fonctions  J'i,  J'o,  .  .  .,  )„  vérifie  une  équation  différen- 
tielle d'ordre  moindre  que  /i]  il  figurera  alors,  dans  l'expression  de 
cette  fonction  particulière,  moins  de  n  constantes  :  mais  il  en  iigu- 
rera  d'autres  dans  les  expressions  de  y^,  Vg,  .  .  .,  y„,  de  façon 
à  compléter  le  nombre  /i  de  constantes  arbitraires.  En  effet,  on  peut 
démontrer  comme  il  suit  que,  dans  tous  les  cas,  il  existe  un  système 
de  fonctions  j^^ ,  y^,  .  .  . ,  )«  de  ./',  véribant  le  système  (5)  et  con- 
tenant, en  tout,  n  constantes  arbitraires. 

379.  Intégration  par  séries.  —  Reprenons  •  le  système  (5)  et 
cherchons  à  l'intégrer  par  des  séries  de  Mac-Laurin  : 


f  yn  =^  (yn  )o  +  (  r'n  )o  ^  "H  (  fn  )'»  7^  "^  *  "  •  ' 

OÙ  (  rj)o5  {y\)oi  {y'\)oi  •  •  •  ^^^^^  ^^^  valeurs  que  prennent  j)^<  et  ses 
dérivées  successives  pour  jc  =  o,  etc. 

Nous  allons  montrer  que  les  coefiicients  de  ces  séries  sont  des 
fonctions  de  n  constantes  arbitraires  (j»)o7  (^2)0^  •  •  •?  (y«)o-  ^^ 


SYSTÈMES  d'Équations  différentielles  simultanées.  649 

suffit  de  le  montrer  pourri;  le  raisonnement  est  le  même  pour  les 
autres  fonctions.   Or,  tV après  le   calcul  du  numéro  précédent,  les 

dérivées  successives   -^  ,    —^  ,    •  •  •   sont  des  fonctions  connues  de 
dx       cix- 

^,y<,y27  •  •  -7^/0  et  ce  calcul  peut  être  prolongé,  de  proche  en 
proche,  jusqu'à  une  dérivée  d'ordre  quelconcjue  de  y^.  SI,  dans 
ces  expressions  des  dérivées  successives  de  y^ ,  prolongées  indéfi- 
niment, on  fait  ^  =  o,  r,^=  (^1)05  ^"2=  (72)0^  •  •  •  •  J'//.=  (j/Oo? 
on  voit  que  toutes  ces  dérivées  deviennent  fonctions  de   (yi  )o7 

(r2)o,  (73)0,  ....  (r«)(). 

Les  coefficients  de  la  série,  donnant  j^,,  sont  donc  fonctions  des 
n  constantes  arbitraires  (j'ijo?  (^'2)0?  .  .  •?  (j'/^^o;  ceux  des  autres 
séries  sont  fonctions  des  mêmes  constantes.  Si  donc  ces  séries  sont 
convergentes,  elles  définissent  un  système  de  fonctions  vérifiant 
les  équations  et  contenant  n  constantes  arbitraires. 

Ce  raisonnement  montre  que,  en  général,  les  fonctions  )-,, 
)'o,  .  .  . ,  yn,  vérifiant  les  relations  (5),  sont  déterminées  quand  on 
se  donne  les  valeurs 

(ri)o,   (r^^o,    ..-,    (r/2)o, 

qu'elles  doivent  prendre,  pour  une  valeur  déterminée  ^  =  o  de  la 
variable. 

On  démontrerait,  de  même,  en  prenant  des  séries  de  Taylor 
procédant  suivant  les  puissances  de  x  —  x^^  que  les  intégrales  des 
équations  (5)  sont  déterminées,  quand  on  connaît  les  valeurs 
qu'elles  prennent  pour  x  =  x^^, 

380.  Intégrales  premières.  —  On  appelle  intê ivraie  première 
d'un  système  d'équatious 


(5)  '    dx 


^^       ^nU.yuy,.  ,,.,yn). 


une  équation  entre  la  variable  indépendante  ^,lcs  fonctions  incon- 
nues J^i,  Jo,  .  .  .,  r„  et  une  constanle  arbitraire^  qui  se  trouve 
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satisfaite,  en  vertu  des  équations  (.V).  quelles  que  soient  les  valeurs 
initiales  (yi)o-,  (^2)07  ••,•7  (jV'«)o  ({^^^  l'^^i^  donne  aux  fonctions 
inconnues  pour  jc  =  x^^. 

Une  intégrale  première  est  donc  une  relation  de  la  forme 

*(^5    Vl,  yi^    .  .  . ,  Jn,  G  )  =  O. 

On  peut  toujours  imaginer  cette  équation  résolue  par  rapport  à 
la  constante  arbitraire  G  et  l'écrire 

(9)  /(^,   JKl,   JK2.     ...,7;^)    =    G. 

Voici  comment  on  peut  vérifier  immédiatement  qu'une  équation 
telle  que  (9)  est  une  intégrale  première.  Pour  que  la  fonction  / 
reste  constante  en  vertu  des  équations  (5  ),  il  faut  et  il  suffit  que  sa 
dérivée  par  rapport  à  ./'  soit  nulle  : 


par  leurs  expres- 


o. 


Cette  dernière  condition  ne  contient  alors  que  x,  y^^  y^^  .-.,  y,i  ' 
elle  doit  être  vérifiée  par  tous  les  systèmes  de  fonctions  satisfaisant 
aux  équations  (  5  )  ;  mais  comme,  dans  l'intégration  de  ces  équa- 
tions, on  peut,  pour  une  valeur  arbitraire  Xq  donnée  à  .r,  prendre, 
pour  j^, ,  j)'o,  ...^y,f,  des  valeurs  également  arbitraires  (y^)o^ 
(j'l»)o"  •••'  (y«)o«  cette  condition  (10)  doit  être  satisfaite  quelles 
que  soient  les  valeurs  données  à  x^yi.y-2.  ...,yn]  elle  doit  être 
satisfaite  idcnliqucnient . 

Exemple.  —  Les  équations 

dyx 


df         df   dy,         ùf   dy.^ 
dx        ()yi    dx         ày2    dx 

()y,i    dx 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  -—■ , 
'                  ^      ^                                      dx 

dv.2 

dx^    •••'   P^ 

sions  (5) 

^     ^                        ùx        <)y,             <)y^ 

àyn 

d.rz 
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admettent  rintégrale  première 

En  effet,  différentianl  cette  relation,  on  doit  avoir 

dVi        dvi  ^  dy:i  _ 
dx         dx         dx 

ou.  en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  expressions  (i  i), 

r:i-73  +  J:3—Ji  4-7,— 72=0 

ce  qui  a  lieu  identiquement. 
De  même. 

est  une  autre  intégrale  première  de  ces  équations  différentielles. 

881.    Usage  des  intégrales  premières.  —  Deux  intégrales  pre- 
mières 

i/i(^,ri,7-2,  ...,7„)  =  C,, 

)   /2(-2?,  Jl,  J2,    •  •  .  ,   Yll)  =  C2 

sont  dites  dislincfrs  quand /^  n'est  pas  une  fonction  de  f^  :  autre- 
ment, il  est  évident  que  les  deux  relations  (12)  se  réduiraient  à 
une  seule.  Il  est  clair,  par  exemple,  qu'écrire 

/i=Gi, 
puis 

fl  =  (^^ 
ou 

sin/i  =  C3, 


c'est  exprimer  un  seul  et  même  fait,  à  savoir  que/i  reste  constant. 
Les  deux  intégrales  premières  (12)  étant  supposées  distinctes, 
une  troisième  intégrale  première. 

fz{jc,  y^,yi,  ...,  jK«)  =  C3, 

est  dite  distincte  des  deux  premières  quand /j  n'est  pas  une  fonc- 
tion de/,  et/o;  et  ainsi  de  suite. 
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Ainsi,  clans  l'exemple  précédent, 

i  ri  H-r2^r3  =  Gi, 

sont  deux  intégrales  premières  distinctes.  La  relation 

yi  r2  -^  r-2  73  -^  r^  ri  =  G3 

est  aussi  une  intégrale  première  des  équations  (i  i),  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier;  mais  elle  7i''est  pas  (Usiincle  des  deux  précé- 
dentes, car  on  a  identiquement 


70^2^7273 -^70-1=  -[(71-^^2-^  V3)2— (7f4-jKi-f-.rl)]: 
donc  le  fait  que 

yiy-i-^yiy^-^y-iyx 

est  constant  résulte  des  deux  relations  (i3). 

Picvenons  au  cas  général.  Si  Ton  connaît  une  intégrale  première 

(i4)  /i(-^^7i'72,  ...,  r«)  =-  Cl 

des  équations  différentielles  (5),  on  peut  simplifier  l'intégration 
du  système  en  diminuant  d'une  unité  le  nombre  des  fonctions 
inconnues.  En  effet,  on  peut,  de  cette  relation  (  i4),  tirer  yn  en 
fonction  de  ^,JKi,y-*7  •  •  •-  y'n-'i^  Va^x  et  C,  ;  en  portant  cette 
expression  de  yn  dans  les  {n  —  i )  premières  é([uations  différen- 
tielles, on  les  transforme  en  un  système  de  /i  — ^  i  équations  simul- 
tanées h  n  —  I  inconnues  J'i ,  jKi>.  . . .,  yu-K- 

Si  l'on  connaît  deux  intégrales  premières  distinctes 

/l<'-2',  JKb72,    •••,  JK„)  =  G,, 

/2(^, rivjKo,  ..-.  yn)  =  Co, 

on  peut  en  tirer y„_,  ety„  en  fonction  de  x,  y,,  >'o,  ....  r//-^,  ^i 
et  Co.  En  portant  ces  expressions  de  y,i-\  et  y,i  dans  les  n  —  2 
premières  équations  différentielles  (5),  on  les  transforme  en  iiii 
système  de  n  —  2  équations  simultanées  à  /?  -  •>,  fonctions  incon- 
nues j'i.y^,  •  •  •'  y,i-2- 

Yx  ainsi  de  suite.  La  connaissance  de  chaque  intégrale  première 
nouvelle  sert  à  abaisser  d'une  unité  le  nombre  des  fonctions 
inconnues. 
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Si   Fon    connaîl    n   intégrales    premières    distincles    des    éqiia- 
lions  (5), 

^^3^  1/2  (-^,7.,  72,  ...,7.0  =^"^2, 

1  • " 

le  système  est  intégré  :  de  ces  /i  relations  (i  5)  on  tireraj'i,  y-2^  .... 
^'ii  en  fonction  de  jc  et  de  V^  constantes  arbitraires  C,.  C^,  ....  Ca- 
Par  exemple,  pour  le  système 


(lO 


nous- avons  trt)u\è  deux  intégrales  premières 

(i3) 


dx 

=  y-2—y^>. 

dy-i 
dx 

=  y-s-yi 

dy% 

dx 

=  7i  —72 

7.1  -+-72 -+-73  =  Cl, 

7i-^7i+7:!  =  ^^2 


nous  pouvons  alors  al^aisser  de  deux  unités  le  nombre  des  fonctions 
inconnues.  Piésolvons  les  équations  (i3)  par  rapport  à  y 2  et  y-^  : 

nous  avons 

7l+7l=  G,  — jri, 

72  -+-73  =  Cl  — JKi, 

d'où  l'on  conclut  facilement 

(72  —  73'-=  2(G,  — jk])  — (Gl--Jrl,)- 
et 


72  —  7-3  =  V->- C2  —  Cf  -+-  :i Ciji  —  3j| . 
Portant  dans  la  première  équation,  on  a 

-^  =\/'iC2-,^'i-^-iGiyi—'^y'i, 

J  \/?.G2—Cj-\-iGiyi—3y'i 
Cette  dernière  quadrature  s'effectue  facilement  à  l'aide  d'un  arc 
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sinus  :  on  a  alors  >-,  en  fonction  de  ^.  C,,  Cj.  C3,  et,  en  remontant 
onajo  etj'3. 


III.  —  EQUATIONS  SIMULTANÉES  D'ORDRE  QUELCONQUE. 
RÉDUCTION  A  UN  SYSTÈME  D'ÉQUATIONS  DU  PREMIER 
ORDRE. 

382.  Méthode  générale.  -  Si  Ton  a  à  intégrer  un  système 
de  n  équations  simultanées  d'ordres  divers,  à  //  fonctions  incon- 
nues, on  le  ramène  à  un  système  d'équations  du  premier  ordre,  à 
un  nombre  plus  grand  de  fonctions  inconnues,  en  prenant  pour 
inconnues  auxiliaires  les  dérivées  successives  des  fonctions  incon- 
nues primitives. 

J'exempte  tiré  de  la  Mécanique.  Considérons  un  point  maté- 
riel li{>re  de  masse  m  et  de  coordonnées  .r.j^,  -i^  soumis  à  une 
force  V  dépendant  du  temps  ^,  de  la  position  du  mobile  et  de  sa 
vitesse.  On  sait  que  les  équations  du  mouvement  sont 

Z. 


d'^x        ^. 

d'^r       ^r 

d'^z 

711— r-    =   \, 

m—r^   =  Y, 

ni 

dt^ 

dt' 

dt^ 

X,  \  ,  z  désignant  les  projections  delà  force.  Ces  projections  sont 

dx     dy     dz 
~di^    'di'   ~di 


des  fonctions  données  de  ^,  x^  y,z,-r^  -^  ?  --^'  Les  équations  du 


louvement  sont  donc  de  la  forme 


.  ( ^  dx     dy     dz 

I   ^    ,  ( ^  dx     dy     dz 

z  (  dx     dy     dz 

Elles  constituent  un  système  de  trois  équations  du  deuxième 
ordre  à  trois  fonctions  inconnues  x,  y,  z  de  la  variable  indépen- 
dante t. 

Pour  les  ramener  à  un  système  d'équations  du  premier  ordre, 
prenons,  comme  fonctions  inconnues  auxiliaires,  les  dérivées  de 
X.  y,  ^,  en  posant 

dx  ,  dy  _    ,  dz 

rî7~^'  777"-^'  ~dt  "  ^  ' 
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On  a,  alors,  le  système 

/  dx 


dt 

=  X 

1    dy 
l    dt 

=y' 

\  dz 

dt 

=  z' 

dx         j.  .  ,      ,        . 

dy'  ,  r  r  ,, 

-^  ^o{t,  x,y,  z,  X  ,y  ,  z  ), 

dz'         ,  ,  ,       ,      ,  . 

—  =^{t^  x,y,  z,  X  ,y  ,  z  ;, 

formé  de  six  équations  du  premier  ordre,  définissant  les  six  fonc- 
tions inconnues  x,  y,  -G,  x\  y'^  z\  en  fonction  de  t.  Les  intégrales 
générales  de  ce  système  sont  déterminées,  quand  on  connaît  les 
valeurs  ^0?  >'o 5  ^o?  ^'o-  J'o?  -^ô  ^^^  ^^^  fonctions  inconnues,  pour 
/  zz=  Iq.  Gela  veut  dire,  au  point  de  vue  mécanique,  que  le  mouve- 
ment du  point  est  déterminé,  quand  on  connaît  les  coordonnées 
Xo^  y'o^  ^0  du  point,  à  un  instant  initial  /„,  et  les  projections  x\-^, 
yjj,  z[^  de  sa  vitesse,  au  même  instant. 

Dans  cet  exemple,  une  intégrale  première  est  une  relation  de  la 

forme 

^{t,  x,y.  z.  x',y.  z')  =  G, 

entre  la  variable  indépendante  /  et  les  six  fonctions,  c'est-à-dire 
entre  /,  les  coordonnées  du  point  et  les  projections  de  la  vitesse. 
La  connaissance  d'une  intégrale  première  permet  de  ramener  Fin- 
légration  du  système  (i^)  à  celle  d'un  système  de  cinq  équations 
du  premier  ordre  à  cinq  inconnues;  chaque  nouvelle  intégrale 
première  permet  d'effectuer  un  abaissement  d'une  unité  dans  le 
nombre  des  inconnues. 

On  donne,  en  Dynamique,  des  théorèmes  généraux,  tels  que  le 
théorème  des  forces  vives,  le  théorème  des  aires,  etc.,  qui  per- 
mettent, dans  certains  cas,  d'obtenir  des  intégrales  premières. 
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QUELQUES  EXEMPLES  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 
ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 


383.   Forme  générale.  Soient  z  une  fonction  des   deux  va- 

riables indépendantes  x  et  )',  p  et  q  les  dérivées  premières  de  z 
par  rapport  à  x  et  y  respectivement;  on  appelle  équation  aux 
clcfLvées  partielles  du  premier  ordi'e,  à  deux  variables  indé- 
pendantes^ une  écfuation  de  la  forme 

(i)  ¥{x,y,z,  p,g)  =  o. 

Intégrer  cette  équation,  c'est  trouver  toutes  les  fonctions  z  àe  x 
et  y  qui  la  vérifient. 

En  considérant  x,  y^  z  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
l'espace,  toute  relation  entre  x^  y.  z  définit  une  surface,  et  Ton 
peut  dire  Cju'il  s'agit  de  trouver  toutes  les  surfaces  vérifiant  la  con- 
dition (i).  On  appelle  ces  surfaces  les  surfaces  intégrales. 

La  différence  essentielle,  qui  sépare  l'intégration  des  équaticms 
aux  dérivées  partielles  de  l'intégration  des  équations  différentielles 
à  une  variable  indépendante,  est  (|ue  l'intégrale  générale  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  contient  une 
fonction  arbitraire,  tandis  que  l'intégrale  générale  d'une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre,  à  une  variable  indépendante, 
contient  une  constante  arbitraire.  Cette  fonction  arbitraire  doit 
être  telle  qu'on  puisse  en  disposer  de  façon  à  faire  passer  la  sur- 
face intégrale  par  une  courbe  donnée  à  l'avance. 

Par  exemple,  l'équation 

p-^-q  =0 

admet  comme  intégrale  générale 
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o  étant  une  fonction  arbitraire  :  toute  surface  définie  par  une 
relation  entre  z  el  x — ^ j' est  une  surface  intégrale;  par  exemple 
on  peut  prendre 

z  =  L{x—y),  ..    . 

En  effet,  si  Ton  prend  la  surface 

on  en  conclut. 

P=      ?'(-^— 7), 

d  où 

quelle  que  soit  la  nature  de  la  fonction  9. 
Les  surfaces 

(•2)  z  =  -^{x-y) 

sont  des  cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

(3)  z  =  o,         X — y  —  o. 

On  peut  déterminer  la  fonction  cd,  de  façon  que  la  surface  inté- 
grale (2)  passe  par  une  courbe  quelconque  donnée  D.  Il  suffît, 
pour  cela,  de  former  Féquation  du  cylindre,  ayant  pour  directrice 
la  courbe  D  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  la  droite  (3). 

I.  —  EXEMPLES  DE  FORMATION  DES  ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES   DU  PREMIER  ORDRE. 

384.  Objet  du  paragraphe.  —  Nous  avons  vu  que,  étant  donnée^ 
une  famille  de  courbes  planes  dont  l'équation  dépend  d'une  cons- 
tante arbitraire,  l'ordonnée  d'un  point  d'une  de  ces  courbes,  con- 
sidérée comme  fonction  de  l'abscisse,  vérifie  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  (n"*  331).  Nous  allons  montrer,  par 
des  exemples,  que.  étant  donnée  une  famille  de  surfaces  dont 
l'équation  dépend  d'une  fonction  arbitraire,  le  z  d'un  point  d'une 
de  ces  surfaces,  considéré  comme  fonction  des  deux  autres  coor- 
données, X  et  y,  vérifie  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

appi;ll.  —  Eli'incnts  d'Analyse.  —  .sr.  42 
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Nous  allons  traiter  successivemenl,  à  ce  point  de  vue,  les  su 
faces  cylindriques,  les  surfaces  coniques,  les  surfacestdc  rév< 
lution. 


38o.  Équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  cylindriques. 
—  On  sait  qu'un  cylindre  est  engendré  par  une  droite  G,  parallèle 
à  une  direction  fixe  OG',  s'appujant  sur  une  directrice  donnée  1) 

i^fig'  2o3).  Soient 

^  =  f  =  î 

— "  abc 
ou 

j  az  —  c;r  =  o, 

\  b  z  —  cy  =  o 


(G') 


les  équations  de  la  droite  OG'  à  laquelle  les  génératrices  restent 
parallèles.  Les  équations  d'une  génératrice  sont  de  la  forme 


(G) 


az  —  c  X  =  G 1 , 
bz  —cyz=  C,, 


C,  et  C2  désignant  deux  constantes  arbitraires.  En  faisant  varier  C| 
et  C2  d'une  manière  quelconque,   on  ariiverait  à  faire  passer  la 


Fi?.  3o3. 


droite  G  par  un  point  quelconque  de  Tespace.  Mais  il  faut  exprimer 
que  cette  droite  G  s'appuie  sur  une  directrice  donnée  D  :  cette 
condition  se  traduit  analjtiquement  par  une  relation  entre  les  deux 
constantes  arbitraires  : 


(4) 


F(G,,  C0  =  o. 


Pour  avoir  l'équation  du  cylindre,  il  faut  cliercher  le  lieu  des 
droites  (G)  dont  les  coefficients  G,  et  Go  vérifient  la  condition  (4). 
L'équation  du  cylindre  s'obtient  alors  en  éliminant  C)  et  G2  entre 
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les  équations  de  la  génératrice  G  et  l'équation  de  condition  (^). 
On  obtient  ainsi  Téquation 

(3)  F(az  —  cx.bz  —  cy)  =  o 

qui  est  V équation  générale  des  cylindres^  dont  les  génératrices 
ont  la  direction  donnée.  Pour  obtenir  tous  ces  cylindres  il  suffit  de 
taire  varier  la  forme  de  la  fonction  F;  on  peut  donc  dire  que  l'équa- 
tion générale  des  cylindres  est  (5),  F  étant  une  fonction  arbi- 
traire. 

Nous  allons  montrer  que  toutes  ces  surfaces  cylindriques  satis- 
font à  une  même  équation  aux  dérivées  partielles,  indépendante 
de  la  fonction  F.  On  sait  que,  si  une  surface  a  pour  équation 

F{x,y,  z)  =^0, 

les  dérivées  partielles  p  et  q  de  ::  par  rapport  à  oc  ely  sont  données 

par  les  deux  relations 

i)F  >)U 

dF  ÔF 

obtenues    en  dérivant    successivement    par  rapport  à  x  et  y,    et 

regardant  :;  comme  fonction  de  x  et  y.  Posons,  pour  simplifier 

l'écriture, 

az  —  ex  =  u,         bz  —  cy  =  ^>, 

l'équation  des  cylindres  devient 

F  (a,  (/)  =  o. 

La  fonction  F  (m,  c),  dépendant  de  ^,  k,  3  par  l'intermédiaire 
de  u  et  r,  a  pour  dérivées  partielles 


i)F 

,)F            dF  _ 

dF 

IH;  ~ 

'  <)a            ây  ~ 
JF          àF        ,  dF 
<)z           Ou            dv 

<)v 

Les  valeurs  àe  p  el  q  sont  donc  données  par 

dF  /    dF  dF\ 

ou  \     du  ()v  I         ' 

dF  I    dF        ,  dF  \ 
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OU,  en  ordonnant  par  rapnort  a  -;—  et  -r-, 

^  ^  (fil         ov 

()V       ,     c)F 


dv     ^.         ^<;f 

y-ibq  —  c)  -T- 


aq \-{bq  —  c)  -r-  =  o. 


Entre  ces  deux  dernières  équations,  on  peut  éliminer  le  rapport 

de  -T—  à  -r->  et  Ton  obtient  la  relation 
()  a      ov 

{ap  —  c){bq  —  c)  —  abpq  =  o 
ou 

(G)  ap  -\-bq  =  c. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  cylindres. 

Interprétation  géométrique.  —  Cette  équation  exprime  une 
propriété  du  plan  tangent  qui  est  évidente  géométriquement.  Elle 
exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  M  de  la  surface  (^fig-  20.H) 
contient  la  génératrice  MG,  passant  par  ce  point,  ou  encore,  ce 
qui  revient  au  même,  que  la  normale  en  M  à  la  surface  est  perpen- 
diculaire à  la  génératrice  MCI  du  point  M  :  en  effet,  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  étant  proportionnels  à  /»,  ^,  —  i  et  ceux 
de  la  génératrice  à  «,  ^,  c,  la  condition  de  perpendicularité  de 
ces  deux  directions  donne  l'équation 

ap  -\-  bq  =  c. 

386.  Équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  coniques.  — 
Une  surface  conique,  ayant  son  sommet  à  l'origine,  est  engendrée 
par  une  droite  mobile  G,  passant  par  O  {fig-  2o4  )  :  les  équations 
de  cette  génératrice  sont  de  la  forme 

(G)  -==G,.  i  =  C,. 

G,  et  C2  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  engendrer  un 
cône,  il  faut  assujettir  cette  génératrice  G  à  s'ap|)uyer  sur  une 
directrice  D,  ce  qui  s'exprime  analytiquement  par  une  équation 
de  condition  entre  G,  et  Go 

(7)  F(G,,C2)  =  o. 


EXEMPLES  d'Équations  aux  dérivées  partielles.  66 i 

Pour  obtenir  l'équation  du  cône,  il  suffit  d'éliiniiier  C,  et  Go 
entre  les  équations  ((i)  de  la  génératrice  et  l'équation  de  condi- 


tion  (7).  On  a  ainsi,  pour  l'équation  générale  des  cônes  de  som- 
met O, 

F  désignant  une.  fonction  arbitraire.  Posons 


z 
Il  =  - , 

X 


'  =  9' 


la  fonction  F  (  ->  -1  prend  la  forme  F(f^,  »),  et  ses  dérivées  par 
tielles,  par  rapport  à  x  et  y,  sont  données  par  les  formules 


dx  ()u  x-  ()y  ()v  j^ 

JF  _  dF   I         ^   i 

()z        au  X        ()v  y 


l^es  équations |-jy—  =  0, |-(jr  —  =  0,    qui   donnent  p 

et  q^  deviennent  donc 


ùV    z 


dV  I        d\^   I 


du  x^       ^  \du  X        àv  y 


d¥    z 


dP   I         d¥   I 


ou,  en  ordonnant, 


Ov  j2        "  \du  X         àv  y 


xdu\  X  /       y   (i^  ' 


d¥ 


I    ô¥ 


-   -T-9  -^ T-\9 =0. 

X  au^       y  (iv  \         y  ) 
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R  rnnnnrt  rlp 

à  a      ai 


Entre  ces  deux  équations,  éliminons  le  rapport  de  y-  à  y;-»  nous 


avons 

■pq  =  o 


3{'-|) 


ou 

(8)  ■  px-^qy=z. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  coniques 
ajant  leur  sommet  en  O. 

Interprétation  géométrique.  —  Cette  équation  exprime  que 
le  plan  tangent,  en  M,  à  la  surface,  contient  la  génératrice  G  pas- 
sant par  ce  point,  ou  encore,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  nor- 
male en  M  à  la  surface  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  OM(i 
du  point  M.  En  effet,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont 
proportionnels  à/?,  ^,  —  i;  ceux  de  la  génératrice  OMG  à  x^y^^  z] 
la  condition  de  perpendicularité 

px  -+-  qy  —  s  =  o 
donne  l'équation  (8). 

387.  Équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolution. 
—  Une  surface  de  révolution  autour  de  O^  est  engendrée  par  un 
cercle  G  {fig-  2o5),  dont  le  centre  est  sur  Taxe  et  le  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe:  cette  courbe  génératrice  a  pour  équations 

(G)  -S=,C„  0^2+^2  =G„ 

G,  et  G2  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  que  le  cercle 
engendre  une  surface,  il  faut  l'assujettir  à  s'appujer  sur  une  courbe 
directrice  donnée  D.  Analjtiquement,  ce  fait  s'exprime  par  une 

relation 

F(Gi,  C2)=o. 

On  obtient  alors  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution, 
en  éliminant  G,  et  Gj  entre  cette  équation  de  condition  et  les  équa- 
tions (G)  de  la  génératrice.  On  obtient  ainsi 

F(^,  t2  +  ^î)  =  0, 

où  1'  esl  une  fonction  arbitraire. 
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Si  l'on  pose  X'-i-y-=z  u^  on  voit  que  F  (::;,  u)  dépend  de  x  et  / 
par  l'intermédiaire  de  a  et  l'on  a 


—   =  IX  —- 
ox  du 


ày 


au 


Les  dérivées  partielles/?  et  g  sont  donc  données  par  les  relation: 


()F 

iy  ~ V-  q—-  =  o; 

-^   <)u        ^  dz 


au 


ri  OU,  en  éliminant  le  rapport  de  -7-  a  -r-j 

^    '  (IZ         <)ll 

(9)  py  —  qx  =  o. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révo- 
lution autour  de  O3. 

Interprétation  géométrique.  —  Cette  équation  exprime  que 
le  [)lan  tangent,  en  M,  à  la  surface  contient  la  tangente  MA  à  la 
courbe  génératrice  passant  par  ce  point,  ce  qui  esl  évident  géomé- 
triquement ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  normale  en  M  à  la 
surface  est  normale  au  cercle  générateur  MO  passant  par  ce  point. 
En  effet,  la  tangente  au  cercle  G 


G,, 


.2+^2^  C„ 


en  un  point  M  {x,  j',  z),  a  pour  paramètres  directeurs  dx^  dy^  dz 
des  (piantilés  vérifiant  les  deux  équations 

,  dx        dy 

dz  =  o,     ^   —  =  — ^ . 
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En  écrivant  que  cette  tangente  est  perpendiculaire  à  la  normale 
de  coefficients  directeurs  /?,  ^,  —  i ,  on  a  la  condition 

py  —  qx=o. 

388.   Généralisation  des  résultats  précédents.  —  Soient  ?/  et  i' 
deux  fonctions  données  de  x^  y^  z]  les  équations 

(G)  u{x,y,z)  =  C„         ^{x,y,z)  =  C, 

définissent  une  famille  de  courbes  (G),  à  deux  paramètres  C,  etCi. 
Regardons  ces  courbes  comme  les  génératrices  d'une  famille  de 
surfaces.  Pour  engendrer  une  des  surfaces  de  cette  famille,  il  faut 
assujettir  la  génératrice  à  s'appuyer  sur  une  courbe  directrice 
donnée  D. 

Celte  condition  géométrique  se  traduit  analjtiquement  par  une 
relation  de  condition 

(lo)  F(G,,G2)  =  o, 

entre  les  arbitraires  C,  et  Cj.  L'équation  de  la  surface  engendrée 
par  les  courbes  (G),  sous  la  condition  (lo),  est  alorjs 

(n)  F(«,  p)  =  o, 

où  F  est  une  fonction  arbitraire,  qu'on  peut  faire  varier  à  volonté 
en  modifiant  la  directrice  D. 

On  peut  alors  former  une  équation  aux  dérivées  partielles  indé- 
pendante de  la  forme  de  F.  En  efl^et,  on  a  ici 


ÔF 

ÔF  ()u        ÔF   <)v 
()u  ôx         ôv  t)x 

_  ÔF  du        ÔF   ôç 

()u  ôy        ôv   ()y 

OF 

ôz 

_  ÔF  ou       ÔF  ôv 
ou  ôz         ôv  ôz 

car  I"  dépend  de  ^,  >',  5,  par  Finlermédiairc  de  ?/,  r.   Les  équa- 
tions 

ôF  ÔF  ÔF  ÔF 

ôx  ôz  ôy        ^  ôz 
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1^' 


sont  donc,  en  ordonnant  par  rapport  a  —  e" 


ô¥  l<)u  du\       ()F  l  ôv  <h\ 

Tu\ô^'^PTz)-^-^\J^-^Pô-z)  =  ''' 

dF  /du  du\       ô¥  fdv  ih\ 

^  (.7^  ^  ^  djj-^  ^  i;^; +^^  jij  =  "' 


)¥       ô¥ 


d  ou,  en  éliminant  -—  et  ^-j 

'  du        ()v 


/du           du\  / ()v            ()v\ 

/  <)v           ()v\   /  <)u           ôu\ 

=  0, 

au   ()v         dv  ()u\ 
()z  ()y       <)z  <)y  ) 

du  âv         dv  du\        du   dv 
dx  dz         dx  dzj        dy  dx 

dv  du 

dy  dx 

(12) 


Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  consi- 
dérées. Cette  équation  est  linéaire  en/>et  q. 

Interprétation  géométrique.  —  On  vérifiera  que  cette  équa- 
tion exprime  qu'en  chaque  point  M  d'ime  des  surfaces  considérées, 
le  plan  tangent  contient  la  tangente  MA  à  celle  des  génératrices 
(G)  qui  passe  par  ce  point,  ou  encore  que  la  normale  en  M  à  la 
surface  est  normale  à  la  courbe  génératrice  passant  par  M  :  pro- 
priété évidente  géométriquement,  car  le  plan  tangent,  en  M,  con- 
tient les  tangentes  à  toutes  les  courbes,  passant  par  M  et  situées 
sur  la  surface. 

On  retrouvera  tout  ce  qui  a  été  dit  en  particulier  pour  les 
cylindres,  cônes,  surfaces  de  révolution,  en  particularisant  les 
fonctions  u  el  v  : 


(Cylindres) 

u  =  az  —  cx^ 

V  ■=  b  z  - 

-cy\ 

(Cônes) 

z 

u  =  -f 
X 

"  =  ?' 

(Surfaces  de  révolution) 

u  =  x^-^y^, 

V  =  z. 

En  prenant 

X 

-  z, 
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on  aurait  des  conoïdes  ayant   pour  arête  O^  et  pour  plan  direc- 
teur xOy. 


II.  —  INTEGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 
PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE  LINÉAIRES  EN  p  ET  q, 

389.  Forme  de  l'équation;  interprétation  géométrique.  —  Une 
équation  linéaire  en  p  et  q  est  de  la  forme 

(i)  pf(^^  yj  ^)  -+■  q  9(^^  7:  ^)  "=  '\'(^i  r^  ^), 

où  z  est  une  fonction  de  x  ely^  p  et  q  désignant  les  dérivées  par- 
tielles -^  et  -^;  les  coefticients/(:r,y,  s),  ts  (^,y,  :;)  et  'l  (x^y^  z) 

sont  des  fonctions  données   de  x^  >',  z. 

Nous  nous  proposons  d'intégrer  cette  équation,  c'est-à-dire  de 
trouver  toutes  les  surfaces  vérifiant  cette  condition  (i). 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  interpréter  géométriquement 
la  relation  donnée  (i).  Soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace 
ayant  pour  coordonnées  x^  y^  z',  faisons  correspondre  à  ce  point 

Y'xs,.  2oG. 


{fif[.  2o())  un  vecteur  MA,   ayant  pour  origine  le  point  M  et  pour 
projections  sur  les  trois  axes 

(MA)        X=/(^,jK,  .-),         \  =  ^{x,y,z),         Z^^{x,y,z). 

De  cette  façon,  on  fait  correspondre  à  chaque  point  M  de  l'es- 
pace un  vecteur  INf  A  appliqué  à  ce  point. 

Soit  S  une  surface  :  pour  quelle  vérifie  V équation  aux 
dérivées  partielles  donnée^  il  faut  et  il  suffit  ([u^en  chacun  de 
ses  poitUs  M  le  vecteur  correspondant  MA  soit  tangent  à  la 
surface. 

En  effet,  pour  exprimer  cette  propriété,  il  suffit  d'écrire  que  la 
normale  en  M  à  la  surface  (coefficients  directeurs  /?,  ^,  —  i)  esl 
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perpciifliciilaire  au  vecteur  MA  (coefficients  directeurs  X,  Y,  Z), 
ce  qui  donne  la  condition 

p\  -i-  q\  —  Z  =  o  -      ' 

ou  encore 

ce  qui  est  précisément  l'équation  à  intégrer. 

Les  surfaces  cherchées  sont  donc  ce  qu'on  peut  appeler  les  sur- 
faces de  forces  du  champ  de  forces  (X,  \  ,  Z),  par  analogie  avec 
les  lignes  de  forces  qui  sont  des  lignes  te /les  que  le  vecteur  MA 
correspondant  à  chacun  de  leurs  points  leur  soit  tangent. 

390.  Intégration.  —  D'après  ce  qui  précède,  intégrer  l'équa- 
tion (i),  c'est  trouver  les  surfaces  de  forces  S  du  champ  X,  \,  Z. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  chercher  les  lignes  de  forces  G 
du  champ  qui  seront  les  courbes  génératrices   des  surfaces  S 

(A>.207). 

Soient  dx^  dy^  dz  les  projections  d'un  déplacement  infiniment 


petit  eflectué  sur  une  ligne^  de  forces  G,  à  partir  d'un  point 
M  (.27,  j',  z)  ;  la  tangente,  en  ce  point,  devant  coïncider  avec  le  vec- 
teur de  projections /(.r,  r,  z)^  o  (  .r,  y,  z)  elà  (x^  v,  :;),  il  faut  et 
il  suffit  qu'on  ait,  tout  le  long  de  la  courbe, 

dx  dy  .       dz. 


Telles  sont  les  équations  diflerentielles  des  covirbes  cherchées. 

L'intégration  de  ces  équations  (G)  conduit,  comme  nous  l'avons 
vu  (n**^  374  et  376),  aux  équations  des  lignes  de  forces  G  sous  la 
forme 

('■i)  JK=  ?i(^,  C,,  C2).        ^  =  ç.(^,  C,,  G,), 

avec  deux  constantes  arbitraires.  Résolvant  ces  équations  par  rap- 
|)ort  aux  deux  constantes,   on  mettra  les  équations  des  courbes 
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génératrices  G  sous  la  forme 

(3)  ^  u{x,y,z)=C,.         v{x,y,z)  =  C,. 

Ces  équations  définissent  une  famille  de  courbes  à  deux  para- 
mètres C|  et  Ga,  telle  que,  par  chaque  point  de  l'espace,  il  passe 
une  de  ces  courbes. 

Les  lignes  de  forces  ou  courbes  génératrices  étant  trouvées, 
pour  engendrer  une  surface  S  répondant  à  la  question,  c'est-à-dire 
une  surface  intégrale,  il  suffit  d'assujettir  les  lignes  de  forces  (3)  à 
se  déplacer  en  s'appuyant  sur  une  directrice  donnée  D.  Elles 
engendrent  alors  une  surface  intégrale  S  :  en  efTet,  soient  M  un  point 
quelconque  de  la  surface  S  ainsi  engendrée,  MG  la  courbe  géné- 
ratrice passant  par  M,  le  vecteur  MA  correspondant  au  point  M 
est  tangent  en  M  à  la  surface  S,  car  il  est  tangent  à  la  courbe  MG 
située  sur  la  surface. 

En  outre,  en  faisant  varier  la  forme  et  la  position  de  la  direc- 
tion D,  on  obtient  ainsi  toutes  les  surfaces  intégrales  S  :  en  effet, 
étant  donnée  une  surface  intégrale  S,  c'est-à-dire  une  surface  telle 
que  le  vecteur  MA  correspondant  à  chacun  de  ses  points  lui  soit 
tangent,  il  est  évident  qu'on  pourra  tracer  sur  cette  surface  une 
famille  de  courbes  G  telles  que  la  tangente,  en  chaque  point  M  de 
chacune  de  ces  courbes,  soit  le  vecteur  correspondant  MA.  Ea 
surface  intégrale  considérée  S  peut  donc  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  suite  de  lignes  de  forces  G. 

Analjtiquement,  si  l'on  assujettit  la  ligne  de  forces 

(4)  u(x,y,  z)  =  Cl,         v(x,  y,  z)  z=C2 

à  s'appuyer  sur  une  directrice  donnée  D,  cette  condition  s'exprime 
par  une  relation 

(3)  F(Gi.  C„)  =  o 

entre  les  deux  constantes.  E'équation  de  la  surface  intégrale  ainsi 
engendrée  s'obtient  en  éliminant  C|  et  Go  entre  les  équations  de  la 
génératrice  (4)  et  l'équation  de  condition  (5).  On  obtient  ainsi 
l'équation  générale  des-  surfaces  intégrales  sous  la  forme 

(5)  F(«.  r)  =  o, 
où  F  désigne  une  fonction  arbitraire. 
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IXemarque.  —  On  voit  que  la  surface  intégrale  S  est  déterminée 
quand  on  l'assujettit  à  passer  par  une  courbe  donnée  D  :  elle  est, 
en  effet,  engendrée  parles  génératrices  (4)  s'appujant  sur  D. 

Il  j  ^  exception  quand  la  courbe  donnée,  par  laquelle  doit 
passer  la  surface  intégrale,  est  une  ligne  de  forces  Go-  Il  existe, 
en  effet,  une  infinité  de  surfaces  intégrales  passant  par  une  courbe 
génératrice  donnée  Go  ;  ce  sont  toutes  les  surfaces  que  l'on  obtient, 
en  déplaçant  la  courbe  génératrice  G  d'une  manière  continue,  à 
partir  de  la  position  Gq,  ce  qui  peuit  être  réalisé  d'une  infinité  de 
manières. 

391.   Premier  exemple.  —  Intégrer  l'équation 

(6)  py  —  qx  =  0. 

Gette  équation  rentre  dans  le  tjpe  général  (i ),  où  l'on  fait 

Il  faut  alors  considérer  le  champ  de  forces 

X=j,         Y=-x,        Z  =  o. 

Les  équations  difïérentielles  des  lignes  de  forces  sout 

dx  _    dy    _  dz 
y    ~  —  X  ~    o  ' 
Elles  s'écrivent 

X  dx  H-  y  dy  =  o,         dz  =  o 
d'où,  en  intégrant, 

(7)  x''^y^=Ci,         z=^C.2, 

G|  et  Go  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Actuellement,  les 
équations  des  lignes  de  forces  se  présentent  toutes  résolues  par 
rapport  aux  constantes  arbitraires. 

Quand  Gi  et  G^  varient,  on  voit  que  ces  courbes  sont  des  cercles 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  O3  et  le  centre  sur  O  :?. 

Les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  ces  courbes,  s'ap- 
puyant  sur  une  directrice  quelconque  :  ce  sont   des   surfaces  de 
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révolution  autoiii'  de  G:;.  Leur  équali(3n  générale  est 

F  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Lne  de  ces  surfaces  intégrales  est  déterminée  quand  on  donne 
une  courbe  D,  par  laquelle  elle  doit  passer,  excepté  dans  le  cas  où 
cette  courbe  D  serait  une  ligne  de  forces,  c'est-à-dire  un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  Oc  et  le  centre  sur  Oz. 

39!2.  Deuxième  exemple.  —  Soit  S  une  surface  :  prenons  un 
point  M  de  la  surface,  menons  la  perpendiculaire  MP  au  plan 
des  œy  {fig-  '>>o8)  et  la  normale  MiN  à  la  surface  jusqu'au  point  N 


où  elle  rencontre  le  plan  ^O  >'  :  on  demande  de  déterminer  la 
surface  de  telle  façon  que  Caire  du  triangle  0P\  soit  propor- 
tionnelle à  V abscisse  du  point  W. 

Soient  x^  y,  :;  les  coordonnées  du  point  M.  Le  point  P,  dans  le 
plan  J?0)',  a  pour  coordonnées  x  et  j^.  D'autre  part,  la  normale 
en  M  a  pour  équations,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  cou- 
rantes, 

X  — ^        Y— jK        Z  — - 


et  le  point  N  où  elle  perce  le  plan  xOy^  Z  =  o,  a  pour  coor- 
données 

\  =  jc  -\- pz,         Y  —  y  ^  q  z. 

La  surface  du  triangle  OPN  dont  les   sommets   ont  pour  coor- 
données (.r,  y)  et  (\,  Y)  est  donc  (n"  46) 

-{x\-y\) 
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ou 

La  condition 

aireOPN  =  /;r 

(A  constante)  conduit  donc  à  l'équation  différentielle 

qzx  —  p  zy  =  'ikx, 
équation  du  type  (i)  où 

(<^)  fi^^y^  z)  =  —  -y,      ?(^,  r»-)  =  -^5      ^{x,y,  z)  =  ikx. 

Il  faudra  donc  considérer  ici  le  champ  de  forces 
X  =  — zy^         \  =  zx,    ^     l.=  ikx. 

Intégrons  cette  équation.  Les  équations  différentielles  des  lignes 

de  forces  G  sont 

dx  dy         dz 

—  zy        zx        ikx 

Egalant  les  rapports  extrêmes  au  deuxième,  on  a  les  deux  équa- 
tions 

X  dx  H-  y  dy  =  o,         z  dz  —  ik  dy  =  o 

ou,  en  intégrant, 

(g)  ;^.2^_^2=G,,         z^--i\ky=C,.   ^ 

Telles  sont  les  équations  des  lignes  de  forces,  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  G,  et  G^  :  ces  équations  se  présentent  toutes 
résolues  par  rapport  à  G,  et  G2. 

Les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  les  courbes  (9)  assu- 
jetties à  la  condition  de  s'appuyer  sur  une  directrice  donnée  D 
Leur  équation  générale  est  donc 

F{x^+y\  z^--\ky)^o, 

V  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Par  exemple,  on  aura  des  surfaces  intégrales  en  prenant 

x^-^y^-(z^'-f^ky)  =  b^-, 
(x^-^y^){z^-/iky)  =  c^, 
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a^  b,  C  désignant  des  constantes,  et,  d'une  manière  générale,  en 
établissant  une  relation  quelconque,  à  coefficients  constants, 
entre  x--\-y-  et  z- —  i/^y» 

Une  surface  intégrale  est  déterminée,  quand  on  l'assujettit  à 
passer  une  courbe  donnée  D.  Cherchons,  par  exemple,  celle  qui 
passe  par  l'axe  O)'.  Elle  est  engendrée  par  les  courbes  (9)  assu- 
jetties à  s'appuyer  sur  l'axe  O)',  ayant  })our  équations 

(10)  X  =  o,  z  =  o. 

Pour  exprimer  que  la  courbe  (9)  rencontre  la  courbe  (10),  il 
faut  éliminer  x^  r,  g  entre  les  quatre  équations  (9)  et  (10).  Ce  qui 
donne  immédiatement 

(il)  i6k^Gi  —  Cl  =  o. 

Il  reste  alors  à  chercher  la  surface  engendrée  parles  courbes  (9), 
quand  C,  et  Co  sont  assujettis  à  cette  condition  (11).  L'équation 
de  cette  surface  s'obtient  en  éliminant  C|  et  Co  entre  les  équa- 
tions (9)  et  (il),  elle  est 

i6k^ix^-~y^)  —  (z^'—/i/cyy'  =  o. 

393.  Troisième  exemple.  —  Soit  g-  (x,  >)  une  fonction  donnée 
de  X  et  )';  proposons-nous  d'intégrer  l'équation 


(-)                p^- 

-1Û-" 

ou 

(-)            Ig- 

Oy  Ox 

Le  champ  de  forces  est  ici 

ôy 

Ox' 

D'après  la  méthode  générale,  les  équations  des  lignes  de  forces 

sont 

dx    _         dy    _  dx 

~àg_  ôj_    ~    o   '  ^ 

dy  Ox 

ou 

'  Ox  Oy    -^ 
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Ces  équations  s'intègrent  immédiatement  et  donnent 

z  =  C,,         g{T,  y)  =  G2. 
L'équation  donnant  l'intégrale  générale  demandée  est  donc 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  ;;, 

Ainsi,    toutes  les  fois  que  deux  fonctions  de  x  et  y  vérifient 
identiquement  la  relation  (i3),  l'une  d'elles  est  une  fonction  de 

l'autre  : 

z  =  <P(s'-). 

Remarque.  —  Le  piemier  membre  de  Féquation  (i3)  s'appelle 
le  déterminant  fonctionnel  ou  le  jacobien  des  deux  fonctions  z 


III.  -    EQUATIONS  AUX  DERIVEES  PARTIELLES 
DU  DEUXIÈME  ORDRE. 

394.  Forme  générale.  —  Une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre,  à  deux  variables  indépendantes  x  et  r,  est  de 
la  forme 

(0  F(^,  JK,  z,  p,  q,  r,  s,  t)  =  o, 

où  />,  q,  r,  s,  t  sont  les  dérivées  partielles  premières  et  deuxièmes 
de  ;  par  rapport  k.x  et  y. 

Intégrer  cette  équation,  c'est  trouver  les  fonctions  z  de  x  et  y 
vérifiant  cette  équation.  La  fonction  ;,  la  plus  générale,  satisfaisant 
à  l'équation  dépend  àedeax  fondions  arbitraires^  de  telle  façon 
qu'une  surface  S,  vérifiant  l'équation,  est  déterminée,  quand  on  se 
donne  une  courbe  par  laquelle  elle  doit  passer  et  la  loi  des  plans 
tangents  à  S  le  long  de  cette  courbe. 

Nous  traiterons  un  seul  exemple,  en  cherchant  les  surfaces  pour 
lesquelles  la  courbure  totale  est  nulle  en  chaque  point.  Pour  ces 
surfaces,  le  ::  d'un  point,  considéré  comni-e  fonction  de  x  et  y\ 
vérifie  l'équation 

(•i)  rt  —  5-  =  o, 

Ai'iMOLL.  —  ÉU'/nc/iis  d'Analyse.  —  st.  43 
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C'est  cette  équation  que  nous  allons  intégrer  :  nous  allons  mon- 
trer que  les  surfaces  intégrales  sont  les  surfaces  développables. 
En  effet,  en  introduisant  les  dérivées  premières 

dz  âz 

on  peut  écrire  l'équation  (2) 

dp  dq         dp   dq  _ 

dx  df        dy  dx  ' 

Or,  nous  avons  vu  (n**  393)  que,  quand  deux  fonctions  z  et  g 
vérifient  la  relation 

dz  dg         dz\  dg  _ 
dx  df        dy  dx  ' 

l'une  est  une  fonction  de  l'autre.  Donc,  actuellement,  p  est  une 
fonction  de  q  : 

Cela  posé,  l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface 

est 

Z^z^  p(^\^x)-^q{\  —  y) 

OU 

p\  -\-  q\  —  Z-r-J3  — px  —  qy  =  o. 

Dans  cette  équation,  on  a 

en  outre,  le  terme 

u  =  z  —  px  —-  qy 

est  aussi  une  fonction  de  q.  En  effet,  prenons  la  différentielle  totale 
de  li  correspondant  à  un  déplacement  quelconque  dx^  dy  effectué 
sur  la  surface, 

du  =  dz  —  p  dx  —  q  dy  —  x  dp  — y  dq. 

Comme 

dz  =:■  pdx -\- qdy^ 

p  =  <^(q),  dp  =  'Y(q)dq, 

on  a 

du  =  —  [x^'{q)  -hy]dq. 

Cette  relation  montre  que  a  est  fonction  de  q  seul,  car  quand  q 
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ne  varie  pas  dq=^o^  du  =  o  et  w  |reste  constant;   et    si  q   varie, 
u  varie.  Donc 

L'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  cherchée  est  donc 

La  surface  est  alors  l'enveloppe  ^de  ce  plan,    dont  l'équation    ne 
dépend  que  d'un  paramètre  q   :   c'est  une  surface   développable 

(n«236). 


CHAPITRE  XXIII. 

VALEUR  NUMÉRIQUE  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

MÉTHODES  D'APPROXIMATION. 

INTÉGRATEUHS  ET  INTÉGRAPHES. 


I.  —  MÉTHODES  D'APPROXIMATION. 
395.   Méthode  générale.  —  Une  intéorale  définie 


)  dx 


représente  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x^  la  courbe  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées  rectangulaires  est 

et  les  deux  ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisses  a  et  h. 
Lorsqu'on  ne  sait  pas  calculer  exactement  cette  aire,  on  en  obtient 
une  valeur  approchée  en  remplaçant  la  courbe  )' =  /(a:^)  par  une 
autre  courbe  qui  s'en  écarte  très  peu  et  dont  on  sait  calculer  l'aire. 

396.  Méthode  des  trapèzes.  —  Une  première  méthode  consiste 
à  substituer  à  la  courbe  AB  {^fig-  209)  un  polygone  ins- 
crit AM2M.J . .  .M,/B  et  à  remplacer  la  surface  cherchée  par  une 
somme  de  trapèzes  limités  par  les  ordonnées  AP,,  M2P2, 
MaPj,  ...,  BP„_,_,.  Pour  obtenir  une  formule  simple,  on  suppose 
ces  ordonnées  équidistantes  :  la  distance  £  de  deux  ordonnées  con- 
sécutives est  alors  la  aî'^™^  partie  de  P,  P//_,_i  et,  en  appelant  r,, 
j'21  •  •  -5  y«+i  les  ordonnées  AP<,  M^P^.,  . . .,  BP„^,,  on  a,  pour  la 
surface,  l'expression  approchée 

\  2  2  '    ■"  2  / 
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OU 


Fig.  209. 


Pi    Pa    P3 


Pn    Pn.i  ^ 


Cette  formule  donnera,  pour  Faire,  une  valeur  d'autant  plus 
approchée  que  n  sera  plus  grand. 

397.  Emploi  de  la  roulette  Dupuit  (').  —  Cet  appareil  est 
formé  de  deux  roues  graduées  R  et  R^  {fig-  210)  réunies  à  un 
manche  M.  La  première  a  100™'"  de  circonférence  et  son  axe  porte 
un  pignon  engrenant  avec  la  seconde  qui  a  dix  fois  plus  de  dents 
que  le  pignon.  La  circonférence  de  R  est  divisée  en  100  divisions, 
chacune  de  i™'",  celle  de  R',  en  10  divisions,  dont  chacune  corres- 
pond à  un  tour  complet  de  R.  Un  index  I,  fixé  au  manche,  est  placé 
en  regard  de  R,  un  index  analogue  en  regard  de  R'. 

Pour  mesurer  la  longueur  d'une  droite,  on  ramène  d'abord 
chaque  index  sur  le  zéro  de  la  graduation  correspondante  :  on 
place  ensuite  l'appareil  verticalement,  de  façon  que  le  zéro  de  R 
coïncide  avec  l'une  des  extrémités  de  la  droite  et  l'on  pousse 
l'appareil  de  façon  que  la  roulette  roule  sur  la  droite  jusqu'à  l'autre 
extrémité.  Si,  à  la  fin,  l'index  F  est  entre  3  et  4  et  I  indique  25  divi- 
sions, la  longueur  mesurée  est  3 2 5™'". 

Cela  posé,  pour  mesurer  avec  cet  appareil  Faire  d'un  contour 
fermé  quelconque,  par  exemple,  Faire  du  segment  PiABP,^^, 
considéré  dans  le  numéro  précédent,  on  prend  un  papier  transpa- 
rent, sur  lequel  on  a  tracé  un  réseau  de  parallèles  équidistantes 


(')    Voyez  Dariks,   Cubature  des  terrasses  et  mouvement  des  terres,  ^.  71, 
Gauthier-Villars. 
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dont  la  distance  commune  est  une  quantité  connue  £  {Jig-  210). 
On  dispose  ce  papier  sur  le  contour  dont  on  cherche  l'aire,  de 
façon  que  deux  des  droites  parallèles  viennent  se  placer  tangen- 
tiellement  au  contour  en  a  et  /  :  si  6c,  de^  . . .,  hk  sont  les  points 


Fig. 


e 


M 


•^e^ 


où  les  parallèles  intermédiaires  coupent  le  contour,  on  substitue  à 
ce  contour  le  polygone  inscrit  abd^  ...,  hlk\  ...,  eca  dont  l'aire 

est  évidemment 

bc        bc  -+-  de  hk  \ 

i !-...-!-  — 

2  2  1    / 


ou 


t{bc -\- de -\- .  ..^  lik). 
En  promenant  la  roulette  successivement  le  long  des  droites  bc^ 
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de^  ...,  hk,  on  lit  sur  l'appareil  la  somme  de  ces  droites,  et,  en 
multipliant  par  la  qualité  connue  £,  on  a  une  valeur  approchée  de 
Taire. 

Fi  g.   211. 


b 

/ 

d^ 

- 

-X 

CL 

i 

e 

^ 

/ 

/ 

L 

L 

Si  le  contour  présente  des  points  anguleux,  comme  dans  la 
figure,  il  faut  autant  cpie  possible  placer  le  papier  transparent  de 
façon  que  chacun  de  ces  points  se  trouve  sur  une  des  parallèles. 

398.  Méthode  de  Simpson.  —  La  méthode  de  Simpson  repose 
sur  ce  fait  qu'on  peut  faire  passer  une  parabole  dont  l'axe  est 
parallèle  à  Oj/  par  trois  points  donnés.  En  etfet,  l'équation  d'une 
telle  parabole  étant 

on  peut  disposer  des  coefficients  a,  [ïi,  y,  de  façon  que  la  parabole 
passe  par  trois  points. 

Ceci  posé,  pour  évaluer  l'aire  d'un  segment P,  ABP,/^,  i^fig-  209), 
on  divise  la  base  Pi  P//_(.i  en  un  nombre  pair  i^n  =  2p)  de  parties 
égales  et  l'on  mène  les  ordonnées  correspondant  aux  points  de 
division  P,,  P^,  ...,  P,i+i  '•  soient,  comme  précédemment,  ^,,^25 
^3,  . . .,  yn+i:  ces  ordonnées,  e  la  distance  de  deux  ordonnées  con- 
sécutives. 

Dans  la  méthode  de  Simpson,  on  substitue  à  l'arc  de 
courbe  AM2M3  un  arc  de  parabole  d'axe  vertical,  passant  par  les 
trois  mêmes  points.  L'aire  du  segment  parabolique  PjAMoMaP;, 
ainsi  défini  est  (n"  33) 

-^(ri+r3+4jK2), 


car  la  distance  h  des  ordonnées  extrêmes  est  ici  as.  De  même,  par 


68o  CHAPITRE   XXIII. 

les  trois  points  M3,  M,,  M5,  on  fait  passer  une  parabole  d'axe  ver- 
tical et  l'on  remplace  l'aire  P3M3M4  iVl5P5,  par  l'aire  du  serment 
parabolique 

•^(r3-Hro4-4jK4), 

et  ainsi  de  suite.  L'aire  de  la  courbe  a  alors  pour  valeur  approchée 
la  somme  de  ces  segments  paraboliques 

I  [71  ^-r«  1-1  H-  '^(73  +  73  ^-  •  •  •  -^ 7«-i  )  -H  4 (7'^ -^-  74  -^  •  •  •  +  7«  )]• 

Si  la  courbe  et  les  ordonnées  sont  tracées  avec  soin,  on  peut 
évaluer  la  somme  entre  parenthèses  à  l'aide  de  la  roulette  de 
Dupuit. 

399.  Formule  de  Poncelet.  —  Les  formules  précédentes  ont  le 
désavantage  de  ne  pas  donner  de  limite  pour  l'erreur  commise  : 
cet  inconvénient  disparaît  avec  la  méthode  de  Poncelet.  Dans 
cette  méthode,  on  commence  par  diviser  l'arc  de  courbe  considéré 
en  arcs  tels  que,  le  long  de  chacun  d'eux,  la  concavité  soit  dirigée 
dans  le  même  sens  :  on  évalue  ensuite  séparément  l'aire  de  chacun 
des  segments  limités  par  ces  arcs. 

Soit  alors  M<M7  un  de  ces  arcs  :  admettons  qu'il  tourne  sa  con- 
cavité vers  l'axe  Ox.  Divisons  la  base  Pi  P7  du  segment  en  un 
nombre  pair  de  parties  égales  à  s,  en  six  parties,  pour  fixer  les 
idées  {fig.  212).  Soient  M2P21M3P3,  ...,M(,P6  les  ordonnées 
intermédiaires.  Menons  par  les  points  M,  d'indices  pairs,  des  tan- 
gentes à  la  courbe,  en  limitant  ces  tangentes  aux  points  où  elles 
rencontrent  les  prolongements  des  ordonnées  voisines,  d'indices 
impairs  :  ainsi  la  tangente  en  M2  est  limitée  aux  points  R,  et  R3. 
où  elle  rencontre  les  ordonnées  P4M,  et  P3M3.  D'autre  pari, 
menons  les  cordes  MjM^,  M2M,,,  M^Mg,  M^Mr.  L'aire  cherchée  S 
est  comprise  entre  l'aire  circonscrite  G,  formée  par  les  trapèzes  tels 
que  P,  R<  R3  P3,  et  Taire  inscrite  I  limitée  aux  cordes  :  ces  aires  sont 
des  sommes  de  trapèzes 
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Nous  aurons  une  valeur  approchée  de  Taire  cherchée  S,  en  pre- 


nant la  demi-somme  de  ces  deux  grandeurs 


— —  =  e    r^^-"^ ■" — 4-^ -+-2<^r2-+-r4+r6)J• 
L'erreur  commise  sera  inférieure    à   la  demi-différence 


G—  [ 


Fiff.  212. 


en  effet,  supposons  par  exemple  S  >> ;  l'erreur  commise  est 


G-+-I 


et,  comme  S  <;  G,  elle  est  inférieure  à  G '- ou  à •  On  a 

donc 


erreur  < 


{il. 


■y&     .ri-+-r^ 


On  peut  interpréter  géométriquement  cette  valeur  :  soient  H 
et  K  {/îg'.  212)  les  points  de  rencontre  de  l'ordonnée  du 
milieu  M,  V,  avec  les  droites  Mo  Mo  et  M,  M^,  on  a 


HP,=  ll±Il, 


KP,=  Zl±ZZ, 


erreur  <  —  HK. 
2, 


En  général,  si,  au  lieu  de  7  ordonnées,  on  en  mène  un  nombre 
impair  2/i-f-ï,  la  valeur  approchée  de  l'aire  est 


rZJL±Zi± 


1      ri-^.r-2n 


-I-   2  (72 -H  74-+--  ---^  ^2 


■'] 
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et  l'erreur  commise  est  moindre  que 

y -m 


K- 


y\^  y-2n+y 


II. 


INTEGRATEURS  ET  INTEGRAPHES. 


400.  Principe  des  intégrateurs.  —  Les  intégrateurs  sont  des 
appareils  qui,  par  un  procédé  mécanique,  enregistrent  l'aire  d'un 
contour  fermé. 

La  pièce  essentielle  des  intégrateurs  est  une  tige  rectiligne  AB, 
qui  se  déplace  parallèlement  au  papier  portant  Faire  à  évaluer  et 
sur  laquelle  est  fixée  une  roulette  circulaire  R,  mobile  autour  de 
l'axe  de  la  tige.  Quand  on  déplace  la  tige  d'une  manière  continue 
en  appuyant  la  roulette  sur  le  papier,  celle-ci  roule  suivant  une 
certaine  loi,  et  un  compteur  enregistre  le  nombre  de  tours  et  de 
fractions  de  tour  qu'elle  accomplit. 

Examinons  d'abord  quelques  déplacements  élémentaires  de  la 
tigeAB(».  2i3). 

Fie.  2i3. 


i*^  La  tige  glisse  sur  elle-même,  de  AB  à  A'B'  par  exemple; 
il  est  évident  que  la  roulette  ne  tourne  pas. 

2**  La  tige  se  déplace  parai lèlem, eut  à  elle-même,  de  façon  à 
balayer  l'aire  d'un  rectangle  AA,  B^  B  :  la  roulette  roule  constam- 
ment de  R  en  R,  ;  si  l'on  appelle  s  Tare  de  la  circonférence  de  la 
roulette,  compté,  à  partir  d'une  origine  fixe,  sur  la  roulette  jus- 
qu'au point  de  contact  avec  le  papier,  l'accroissement  Is  de  cet  arc 
est  égal  à  RRi,  c'est-à-dire  à  la  hauteur  h  du  rectangle. 

3°  La  tige  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  de  façon  à 
balayer  l'aire  AA'BB"  d'un  parallélogramme  {fig-  21  3)  :  l'expé- 
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rience  montre  que  la  roulette  enregistre  seulement  le  déplacement 
normal  à  son  axe,  c'est-à-dire  que  l'arc  ^s  de  circonférence,  qui 
vient  en  contact  avec  le  papier,  est  égal  à  la  hauteur  h  du  paral- 
lélogramme. Cet  arc  est  le  même  que  si  l'on  amenait  la  tige  de  AB 
à  A'B",  par  une  translation  de  AB  en  A,B,  normalement  à  AB, 
suivie  d'un  glissement  de  A,  B,  en  A'B'. 

4*^  La  tige  tourne  autour  d'une  de  ses  extrémités^  A  par 
exemple,  d'un  angle  AoL'{/ig.  2i3  6m).  Dans  ce  déplacement,  la 
roulette  roule  constamment  sur  l'arc  de  cercle  RR',  décrit  de  A 
comme  centre,  avec  AR  comme  rayon.  On  a  donc,  en  appelant  A 

la  distance  AR, 

i\s  =^  XAa. 

401.  Mesure  des  aires.  —  Imprimons  maintenant  à  la  tige  AB 
un  déplacement  continu  qui  l'amène  de  AqBo  en  A,B,  en  faisant 

Fig.  214. 


décrire  à  ses  deux  extrémités  les  arcs  de  courbe  AqAA,  et  BqBB, 
(fig.  2 1 4  ).  Appelons  /  la  longueur  AB,  X  la  distance  AR  et  a  l'angle 
que  fait  la  tige  dans  une  position  quelconque  AB  avec  une  direc- 
tion lîxe  Ox.  Soit  u  l'aire  AoBoBA;  quand  la  tige  suliit  le  dépla- 
cement infiniment  petit  qui  l'amène  de  AB  en  AB',  l'aire  u  croît 
de  du=:ABB'A'.  Si,  par  A',  on  mène  une  droite  A'B",  égale  et 
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parallèle  à  AB,  on  peut  regarder  Taire  infiniment  petite  du  comme 
égale  à  la  somme  du  parallélogramme  ABB'A'  de  hauteur  h  et  du 
secteur  B'A'B'  dont  Fangle  est  dci.  : 


du  =z  Ui  -\ /2  dy.. 

•1 


Calculons  Tare  ds  de  roulette,  qui  s'est  appuyé  sur  le  papier 
dans  le  mouvement  de  AB  en  A'B';  cet  arc  est  la  somme  de  deux 
arcs  :  l'un  A,  provenant  du  déplacement  de  AB  en  A'B",  et 
l'autre  A^/a,  provenant  du  déplacement  de  A'B"  en  A'B'  (déplace- 
ments élémentaires  3**  et  4**)-  On  a  donc 

ds  =  A  -f-  \d'j.. 

L'élimination  de  h  entre  ces  deux  relations  donne 

(i)  du  =  I  ds^i^-  i^—l\\  dy.. 

Cette  formule  est  générale,  à  condition  de  regarder  h  comme 
positif  ou  comme  négatif,  suivant  que  la  roulette  tourne  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre.  Par  exemple,  la  position  des  tiges  infiniment 
voisines  AB  et  A'B'   peut  être  celle  de  la  figure  3i5   où  <ia  est 

négatif  : 

Fig.  2  1 5. 


AU^ 


é/M-est  alors  la  différence  des  aires  AEA'  et  BEB'  :  son  expression 
se  compose  du  parallélogramme  AA'B'B  ou  //?,  moins  le  sec- 
teur B'A'B',  c^'est-à-dire  Ih -\ /-V/a,  car  d'y,  est  négatif;  d'autre 

part,  on  a  encore  ds  =  //  -f-Xt/a;  on  retrouve  donc  la  formule  (i). 
Pour  avoir  l'aire  totale  AoBoA,B,  {fig-  ai4)i  balayée  par  la 
tige,  il  faut  faire  la  somme  algébrique  des  éléments  du^  c'est-à-dire 
intégrer  le  deuxième  membre  de  la  formule  (i),  depuis  la  posi- 
tion AoB,)  jusqu'à  A,  B,.  On  a  donc,  en  appelant  s  l'arc  total  de  la 
roulette  qui  s'est  appuyé  sur  le  papier,  a,    et  ao  les  angles  des 
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directions  A„Bo  et  A,  B,  avec  Ox  : 

(2)  Aire  AoBoBiAi= /5-h/^   Z^— /xVai-oco). 

La  quantité  6*  se  lit  sur  le  compteur  qui  enregistre  le  nombre  de 
tours  de  la  roulette  :  a,  —  an  est  rangle  de  deux  positions  extrêmes 
de  la  tige. 

On  voit  qu'on  ferait  disparaître  cet  angle  en  prenant  A  =  -,  mais 
cela  est  inutile,  car  le  terme  dépendant  de  l'angle  disparaît  de 
lui-même  quand  on  mesure  l'aire  d'un  contour  fermé,  ainsi  qu'on 
le  verra  plus  loin. 

402.  Cas  où  la  roulette  est  sur  le  prolongement  de  la  tige.  — 
Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  roulette  placée  entre  A 
et  B.  Les  formules  seraient  les  mêmes,  ^i  la  roulette  était  fixée  sur 
le  prolongement  de  la  tige.  Si  la  roulette  est  sur  le  prolongement 
de  la  tige  dans  le  sens  AB,  A  est  supérieur  à  /.  Si  elle  est  sur  le 
prolongement  de  la  tige  dans  le  sens  BA,  il  suffit  de  supposer  A 
négatif.  Avec  ces  conventions,  la  formule  (2)  s'applique  à  tous  les 
cas. 

403.  Aire  d'un  contour  fermé.  —  Soit  une  courbe  fermée  quel- 
conque dont  il  s'agit  d'évaluer  l'aire  S  (fig-  216).  Traçons  une 
courbe  auxiliaire  HH'  ne  traversant  pas  l'aire  et  plaçons  la  tige  AB 
de  telle  façon  que  l'extrémité  A  glisse  le  long  de  HH^,  tandis  que 
l'extrémité  B  décrit  la  courbe  G  dans  le  sens  de  la  flèche  d'un  mou- 
vement continu.  Soient  Aq  et  A,  les  positions  extrêmes  du  point  A 
sur  la  courbe  HH'  dans  ce  mouvement,  Aq  Bo  et  A,  B,  les  positions 
correspondantes  de  la  tige.  Quand  B  va  de  Bo  à  B<  par  l'arc  supé- 
rieur BoBB<,  la  somme  algébrique  des  aires  élémentaires  du^ 
balayées  par  la  tige,  est  AoBoBB,A,;  quand  le  point  B  revient 
de  B,  en  Bo  par  l'arc  inférieur  B,B'Bo,  le  point  A  revient  de  A< 
en  Ao  et  la  somme  algébrique  des  aires  du  balayées  par  la  tige  est 
l'aire  AiB,B'BoA(,  changée  de  signe.  Donc,  quand]  le  tour  est 
complet,  la  somme  algébrique  /  du  est  égale  à  l'aire  S  de  la 
courbe  G, 

S  =   fdu  =   flds  -+-  fl-  /2_  n\  da. 
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Coiiime,  dans  ce  mouvement,  la  tige  reprend  la  même  direction 
qu'au  départ  après  une  suite  d'oscillations  entre  deux   directions 


l'on  a 


J 


limites,  la  somme     /  dy.   des    variations  aneulaires    est    nulle    et 


h. 


Soient  n  le  nombre  de  tours  et  de  fractions  de  tours  effectué  pai 
la  roulette,  /'  son  rayon,  on  a 


s  =  iTzrn, 
S  =  111  r  In. 


Si  l'on  construit  l'appareil  de  façon  que  '27zrl=  i,  on  a 

S  =  n. 

L'aire  cherchée  se  lit  donc  directement  sur  le  compteur. 
11   est  essentiel,    pour  que   cette   formule   soit   exacte,    que    le 
point  A  ne  fasse  qu'aller  et  venir  le  long  d'un  arc  de  HH'  et  que 

j  dy^  soit  nul. 

Théoriquement,  cette  courbe  HH'  est  quelconque.  Pratique- 
ment, on  lui  donne  la  forme  soit  d'un  arc  de  cercle,  soit  d'un 
segment  de  droite. 
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404.  Planimètre  d'Amsler.  —  Dans  cet  appareil,  la  courbe  HH' 
est  un  arc  de  cercle  {fig-  217).  On  oblige  le  point  A  à  décrire  un 
arc  de  cercle,  au  moyen  d'une  bride  OA,  rattachant  l'extrémité  A 

Fig.  217. 


à  un  point  fixe  O,  le  point  B  décrit  la  courbe  C  dont  on  veut  éva- 
luer l'aire.  Pour  que  la  formule 

S  =  ir,  rln 

s'applique,  il  faut  que,  après  un  tour  complet  de  B  sur  la  courbe, 
le  point  iV  ait  décrit  deux  fois,  en  sens  inverses,  le  même  arc  de 
cercle  et  que  la  tige  revienne  à  sa  direction  première  sans  avoir  fait 
de  tour  sur  elle-même. 

Quand  la  courbe  G  est  trop  grande  par  rapport  aux  dimensions 

Fig.  218. 


de  l'appareil,  on  peut  la  fractionner.  On  peut  aussi  placer  le  point 
fixe  O  dans  l'intérieur  de  C  ^fig-  218),  dételle  façon  que  le 
cercle,  lieu  du  point  A,  soit  dans  l'aire  cherchée,  et  faire  décrire 
au  point  B  la  courbe  C.  L'aire  balayée  par  la  tige  AB  est  alors 
Taire  de  la  couronne  comprise  entre  le  cercle  et  la  courbe.  On  a 
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donc,  en  appliquant  la  formule  (2)  et  remarquant  que,  la  direction 
de  la  tige  faisant  un  tour  complet,  la  différence  ol\  —  ^0=  271, 


couj'oniu 
L'aire  de  C  est  alors 


is-\-  {'-  r--n\  iT,. 


La  quantité 


s  =  is-\-  (  -  n—ii  I  '2-4--0A  . 


Is  =  2-  ri n 
est  donnée  par  le  compteur;  la  quantité 

/2_  II]  .,^-  +  -r  ÏÏÂ' 


est  une  constante  de  l'appareil  calculée  une  fois  pour  toutes.  On  a 
donc  l'aire  immédiatement. 


40o.  Deuxième  forme  du  planimètre.  —  On  a  construit  égale- 
ment des  planimètres  ou  intégrateurs,  dans  lesquels  la  courbe  HH' 
est  une  droite  Ox  (fig-  219).  La  tige  AB  est  articulée,  par  A,  à 

Fig.  219. 


un  chariot  assujetti  à  glisser  le  long  d'une  rainure  rectiligne;  le 
point  B  parcourt  la  courbe  C,  dont  on  veut  déterminer  l'aire  S.  La 
roulette  R  enregistre  cette  aire  d'après  la  formule  précédente 


S  =  Is  =  -x  -  rln. 


On  peut  dire   que  cet  appareil  donne  la  valeur  de;   l'intégrale 
/  y  dx^  prise  le  long  de  G. 
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D'autres  roulettes  fixées  sur  l'appareil,   par  l'intermédiaire  de 
multiplicateurs  d'angles,  donnent  en  outre  les  intégrales 


fj^d.,  fy^é. 


qui   se   présentent   dans   le   calcul   des   centres  de  gravité  et  des 
moments  d'inertie. 

406.  Exercice.  —  On  considère  une  tige  AB  qui  porte  u\\&  roulette, 
comme  dans  le  n"  401,  et  l'on  suppose  que  ses  deux  extrémités  A  et  B 
décrivent  des  courbes  fermées  d'aires  S  et  S.  Démontrer  les  résultats  sui- 
vants : 

i"  Si  la  tige  revient  à  sa  position  primitive,  sans  avoir  fait  un  tour  sur 
elle-même,  on  a 

2  —  S  =--  /s  ; 

•2"  Si  elle  revient  à  sa  position  primitive  après  avoir  fait  un  tour,  on  a 

2_S  =  /5-+-'2  7r  (- — /X"); 
3°  Si  elle  fait  k  tours, 

2  — S  =  /s^-2/c7r  ('^  - /xV 

Lorsque  l'extrémité  A  ne  fait  qu'aller  et  venir  sur  un  arc  HH'  (n"  i03), 
l'aire  S  décrite  par  A  est  nulle;  les  formules  donnent  alors  l'aire  S  décrite 
par  B. 

407.  Intég-raphes.  —  Les  appareils  que  nous  venons  de  décrire 
donnent  la  valeur  nujnérique  d'une  aire.  Il  existe  d'autres  appa- 
reils appelés  intégraplies  représentant  graphiquement  la  variation 
de  l'aire  d'un  segment  de  courbe  donnée. 

Soit  ^fig.  220)  une  courbe 

coupant  Or  en  a.  Cherchons  une  autre  courbe  dont  l'ordonnée  Y 
vérifie  l'équation 

'^'^  5^  =/(-)• 

L'ordonnée   \   de  cette  nouvelle  courbe  est  donnée  par  la  for- 

Apim-:ll.  —  Éléments  d'Analyse.  —  st.  4j 
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X  )  dx, 


OÙ  G  est  une  constante  arbitraire. 

Soient  X  =  OP  une   valeur  attribuée  k  x^  m  le  point  corres- 
pondant de  la  courbe  (3),  M  le  point  correspondant  de  (5), 


Y  =  MP. 


On  a 


Y  =  G  4-  aire  0  am  P. 


Pour  oc  =  o^  Y  =  G;  on  a  ainsi  le  point  A,  d'ordonnée  arbi- 
traire G;  X  croissant,  le  point  M  décrit  une  courbe  AM,  appelée 
courbe  intégrale.  Les  intégraphes  tracent  mécaniquement  cette 
courbe  intégrale,  quand  un  traceur  parcourt  la  courbe  donnée  (3). 

Le  principe  de  ces  appareils  est  le  suivant  :  prenons  PE  =  i ,  le 

coefficient  angulaire  de  la  droite   E  m   est  -jjjt-j  c'est-à-dire   y  ou 

f{x).  Dans  l'appareil,  une  tige  rigide  PP'  est  assujettie  à  se 
déplacer  perpendiculairement  à  O^  :  le  long  de  cette  lige  glissent 
librement  :  i**  un  traceur  m,  qui  décrit  la  courbe  donnée;  2*'  une 
roulette  M,  qui  ne  peut  que  rouler  et  non  glisser  sur  le  papier,  et 
dont  le  plan  perpendiculaire  au  papier  peut  prendre  toutes  les 
orientations  possibles. 
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Le  traceur  m  et  la  roulette  sont  reliés  par  un  mécanisme  tel 
que,  dans  chaque  position  du  traceur,  le  plan  de  la  roulette  a  pour 
trace  sur  le  papier  une  parallèle  R  à  E  m.  Dans  ces  conditions, 
quand  le  point  m  décrit  la  courbe 

la  roulette  roule  sur  le  papier,  en  suivant  une  courbe,  dont  la 
tangente  est,  à  chaque  instant,  la  trace  R  de  la  roulette.  Gomme 

//Y 

R  est  parallèle  à  E  /ti,  le  coefficient  angulaire  -r-  de  la  tangente  à  la 
courbe,  lieu  de  M,  est  égal  à  celui  de  Em  :  on  a  donc 

et  le  point  M  décrit  une  courbe  intégrale.  On  règle  l'appareil  de 
façon  que,  pour  x  =  o,  la  roulette  soit  en  A  ;  on  obtient  alors  la 
courbe  intégrale  partant  de  A. 

Nous  renverrons  pour  la  description  de  ces  appareils  à  l'Ouvrage 
intitulé  les  IntégîYiplies^  la  courbe  intégrale  et  ses  applications^ 
par  Abdank-Abakanowicz  (  Gauthier- V^illars,  1886).  On  a  fait  égale- 
ment diverses  tentatives  pour  construire  des  machines  permettant 
de  tracer  l'intégrale  générale  de  certaines  équations  différentielles 
du  premier  ordre.  On  trouvera  une  énuméralion  détaillée  de  ces 
appareils  dans  une  publication  faite  en  Allemagne  solis  le  titre 
suivant  :  Katalog  inatJieniatischer  und  mathematisch-physi- 
kalischer  Modelle^  Apparate  and  Instrumente^  von  Walther 
von  Dycr  (Miinchen,  Universitiitsbuchdruckerei  von  Dr.  G.  Wolf 
und  Sohn,  1892).  Nous  signalerons  également  les  remarquables 
machines  imaginées  et  construites  parle  savant  ingénieur  espagnol 
M.  Torrès,  correspondant  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 
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